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EEE 液体 云 百 波 


处 于 平衡 状态 的 流体 , 当 它 的 某 部 分 受到 某 种 扰动 时 ,平衡 便 遭 到 破坏 ,在 
重力 或 其 它 恢复 力 的 作用 下 ,使 扰动 在 流体 中 传播 ,形成 一 种 波动 现象 . 

例如 ,扰动 静止 水 面 使 之 产生 一 坑 洼 (图 7.1), 由 于 坑 洼 处 A 点 的 压强 与 
同一 高 度 近 傍 流 体 B.C 点 的 静 压 强 有 差异 ( 坑 洼 处 
压强 较 小 ) ,产生 压强 梯度 ,使 B、C 处 的 水 向 坑 洼 A ra 
处 运动 ,这 一 方面 使 A 处 水 得 到 补充 , 坑 洼 缩小 , 同 
时 由 于 惯性 作用 A 处 水 面 恢 复 到 平衡 位 置 后 仍 继续 7.1 扰动 的 传播 
向 上 运动 ; 另 一 方面 ,B、C 处 的 水 流 走 后 , 将 造成 该 处 水 的 空缺 ,又 由 B.C 处 水 
面 下 降 来 填补 . 这 样 ,原先 A 处 的 坑 洼 变 为 A 处 水 面 的 升 高 和 近 傍 B、C 处 水 
面 的 下 降 . 这 一 过 程 的 产生 和 继续 发 展 ,形成 了 扰动 在 水 面 的 传播 , 即 水 波 . m 
然 ,在 这 里 ,重力 起 到 了 恢复 力 的 作用 ,这 种 水 波 称 重力 波 . 

波动 现象 极为 多 见 , 风 吹 过 水 面 形成 风浪 , 船 行进 于 水 面 产 生 船 波 ,海水 的 
潮汐 涨 落 是 潮 波 ,海底 地 震 引起 的 海浪 称 为 海 哺 , 等 等 . 此 外 ,空气 和 水 中 的 声 
波 ,水 面 的 涟 满 也 都 是 一 些 流体 波动 现象 . 

水 波 与 人 们 关系 非常 密切 . 因 风 暴 及 地 震 产生 的 巨 浪 是 造成 灾害 的 重要 来 
їй. 1883 年 印度 尼 西 亚 回 他 海峡 喀 拉 喀 托 火山 爆发 ,引起 海 哺 , 波 高 达 35 m, 死 
亡 36 140 Л. 此 海 哺 诱 发 的 波 波及 到 毛利 求 斯 岛 \ 开 普 敦 \ 夏 威 夷 \ 旧 金山 等 地 . 
1960 年 智利 发 生 8. 4 级 地 震 ,智利 沿岸 最 大 波 高 20 一 25 m, 死 909 Л. Ж 
经 太平 洋 传 至 日 本 , 波 高 仍 达 5—6 m, 并 造成 120 人 死亡 . 1970 年 11 月 孟加拉 
湾 沿 岸 地 区 一 次 飓风 暴 潮 ， s sis. 6 m, #9 20 余 万 人 死亡 和 100 万 人 
无 家 可 归 . 

此 外 ,海浪 的 破坏 力 大 得 惊人 . 据 记 载 , 巨 浪 曾 把 1 370 吨 重 的 混凝土 块 推 
动 了 十 多 米 ; 万 吨 级 油轮 被 推 上 岸 . .. 

根据 作用 于 流体 上 的 恢复 力 为 弹性 力 、 重 力 、 表 面 张力 或 科 氏 力 ,将 流体 中 
的 波 分 为 声波 、 重 力 波 、 毛 细 波 (表面 张力 波 )、 惯 性 波及 罗斯 比 波 . 

海洋 中 有 各 类 波动 , 表 7.1 是 海洋 中 的 各 类 波动 特征 . 

液体 表面 波 包 括 重 力 波及 毛细 波 , 它 们 在 自然 界 最 为 常见 ,同时 又 最 多 变 
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化 、 内 容 最 为 丰富 . 本 章 主要 介绍 这 种 波动 . 
表 7.1 海洋 中 的 各 种 波动 


波动 类 型 物理 机 制 典型 周期 存在 区 域 
声波 可 压缩 性 1072—1095 海洋 内 部 
毛细 波 表面 张力 <10°15 气 水 交界 面 

风浪 涌 浪 重力 1~25 s 同上 
地 震 津 波 重力 10 min 一 2 h 同上 
内 波 重力 和 密度 分 层 2 min—10 h 5 RE EK E: 
风暴 潮 重力 和 地 球 自转 1—10 h 海岸 线 水 域 
潮 波 同上 12—24 h 整个 大 洋 层 
行星 波 重力 地球 自转 纬度 100 天 同上 


本 章 7.1 节 介 绍 液体 波动 基本 方程 组 初始 条 件 及 边界 条 件 ,7.2 节 介 绍 量 
级 估计 及 线性 近似 ,使 方程 组 简化 . 7.3 以 后 各 节 分 别 介绍 各 种 线性 波动 和 它 
们 的 特征 ,其 中 包括 表面 小 振幅 的 深水 波 、 浅 水 波 、 界 面 波 ,长 波 ,这 些 是 学 习 其 
它 波动 理论 的 基础 . 7.10、7.11 节 简 要 介绍 两 种 非 线 性 波 : 斯 托 克 斯 波及 孤立 
波 . 7.12 节 介 绍 表面 波动 理论 在 工程 问题 中 的 一 个 应 用 . 


7.1 基本 方程 组 .边界 条 件 及 初始 条 件 


在 讨论 液体 波动 时 ,根据 液体 的 物理 性 质 、 波 动 特 征 及 它 所 处 的 环境 ,对 所 
考虑 的 问题 , 作 适 当 的 简化 ,以 期 获得 较 好 的 近似 , 现 作 如 下 几 点 假定 : 

(1) 液体 被 认为 是 无 粘性 的 . 计算 表明 , 考 虚 粘性 后 波动 振幅 将 乘 以 因子 
exp( —2,&?:),Ж В у 为 分 子 运动 粘性 系数 ,& 为 波 数 ,z 为 时 间 . 依 该 式 , 设 取 
v=10 cm/s, К А =2r/k =1.8 cm 的 毛细 波 振幅 衰减 1/е Я 45, А = lm 
的 重力 波 需 3.Sh. 这 表明 粘性 对 重力 波 的 影响 可 以 忽略 . 

(2) 液体 是 不 可 压缩 的 ,密度 o кила 

(3) 质量 力 只 有 重力 . 

(4) 液体 运动 是 无 旋 的 . 根据 亥 姆 霍 兹 定理 ,无 粘性 不 可 压缩 流体 在 重力 
(有 势力 ) 作 用 下 ,从 静止 开始 的 任何 运动 ,都 将 是 无 旋 运 动 . 

这 样 , 本 章 研 究 的 只 是 无 粘性 不 可 压缩 液体 在 重力 作用 下 的 无 旋 运动 . 

(一 ) 基本 方程 

设 波 动 在 某 一 具有 自由 表面 的 液体 区 域 中 产生 , 取 无 波动 时 的 静止 液 面 为 
坐标 系 的 Ory 平面 ,z 轴 向 上 ,自由 面 升 高 为 z =《 ,液体 深度 为 -d(x,y). 
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由 于 液体 是 不 可 压缩 的 ,连续 性 方程 为 
divo = 0. 
同时 ,无 旋 流动 存在 速度 势 o, H o = Vo, 
将 此 代入 上 式 后 ,连续 性 方程 变 为 拉 普 拉 斯 
方程 
VvV’p = 0. (7.1.1) 
再 由 假定 (1) 一 (4) ,流动 满足 拉 格 朗 日 
积分 


图 7.2 波动 坐标 系 


Je О РЕ 
u 2 ре fa). (7.1.2) 


这 样 ,如 果 从 式 (7.1.1) 解 出 速度 势 p, 并 由 o 得 速度 v ,将 它们 代入 式 
(7.1.2), 即 可 确定 压强 请, 问题 便 得 到 解决 . 
不 失 一 般 性 ,(7.1.2) 式 中 的 积分 常数 SO) TRAF. 事实 上 , 作 变 换 


@ = 9 -| f(a 


即 可 将 f 纳 入 gi 中 ,gi 仍 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,而 (7.1.2) 式 之 f 已 纳入 左 端 第 
一 项 中 ,因此 可 将 (7.1.1) 及 (7.1.2) 式 写 为 
Ve, = 0, (7.1.3) 
20. (7.1.4) 
后 面 研究 液体 表面 波动 时 ,将 主要 从 (7.1.3) 和 (7.1.4) 出 发 (以 后 应 用 时 pi 将 
写 为 o). 数学 上 对 拉 普 拉 斯 方程 求解 比较 简单 ,从 而 可 以 避 开 了 求解 原始 的 运 
动 方程 和 连续 性 方程 . 
(二 ) 边界 条 件 
波动 液体 的 边界 ,一般 包括 随时 间 而 变化 的 自由 表面 和 固定 不 动 的 底部 (有 
时 还 有 侧 向 边界 ). 对 于 固定 不 动 的 底部 ,由 拉 普 拉 斯 方程 求解 速度 势 只 需 一 个 
运动 学 边界 条 件 . 但 在 自由 表面 上 ,其 边界 条 件 却 不 只 是 提 一 个 运动 学 边界 条 
件 . 因为 在 问题 未 求解 之 前 ,自由 表面 的 位 置 未 定 , 因 此 还 须 提 一 个 条 件 ,以 同 
时 确定 自由 面 位 置 及 速度 势 p. 这 个 边界 条 件 就 是 动力 学 边界 条 件 . 下 面 分 别 
给 出 底部 的 运动 学 边界 条 件 和 自由 表面 的 运动 学 和 动力 学 边界 条 件 . 
1. 底部 的 运动 学 边界 条 件 
在 固定 不 动 的 底部 边界 上 ,液体 质点 可 沿边 界面 运动 (无 粘性 假设 ). 设 边 
界面 为 F(x,y,z)=0, 则 由 第 3.9 节 DF/Dz =0, 边 界 条 件 为 


52 +052 t шор = 0. (7.1.5) 


(请 注意 ,这 里 的 v 是 分 量 , 一 般 与 о 一 起 出 现 ;(7.1.4) 中 也 有 o, B 57 
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ÉE v 的 含义 不 同 . 后 面 出 现 的 o 也 有 类 似 情 况 . ) 现 底部 由 z= - а(х, у) 
出 , 即 底部 边界 面 为 下 = z+d(z,y)=0. 将 此 代入 式 (7.1.5), 在 zx= -dz， 
y) 上 得 


3d да 
í ==- д2 |, ду г =-4 Ө. 
或 
92 = anapi, 520.0 д4 
д2 2=-4 T z=-d Ы Ix =-49 £ ду z=-d ду` (7.1.6) 
这 是 液体 底部 的 运动 学 边界 条 件 . 
显然 ,在 底 为 等 深 即 4d(z,y)= 常 数 的 情况 下 ,有 
99 本 
| ,=0. (7.1.7) 


2. 自由 面 上 的 运动 学 边界 条 件 
设 自由 面 为 z= (х,у,:),Щ Е(х,у,,)=—$,ЩЖ 3.9 节 运 动 学 边 
界 条 件 DF/D: =0,# 
дЕ 9 下 дЕ дЕ 


Je “Эт +g vgy дж 
ЕЕ. А Ik 二 4 = 
Еи 22 | 0 
或 
ЗФ |! = mAs 26 а 
Jalg "° zt 9 tu st IT Я к (7.1.8) 
这 是 自由 面 上 的 运动 学 边界 条 件 . 


3. 自由 面 上 的 动力 学 边界 条 件 

动力 学 边界 条 件 是 指 边界 上 压强 的 条 件 . 如 不 考虑 表面 张力 , 则 自由 表面 
两 侧 的 压强 必须 相等 . 设 作 用 于 自由 面 上 的 外 界 大 气压 为 p,(z,y,zi), 液 体 的 
压强 为 p, 则 


plet = P (7.1.9) 
将 之 代 人 式 (7.1.4) ,应 有 | 
% У ано (7.1.10) 


这 是 无 表面 张力 时 的 自由 表面 的 动力 学 边界 条 件 . 
如 果 考 虑 表面 张力 , 则 自由 面 两 侧 压强 不 相等 , 差 一 个 附加 压强 ( 式 
(1.1.17)), 即 有 


_ ОРЕ К | 
= ро), (7.1.11) 
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其 中 о 为 表面 张力 系数 . 现 设 波动 为 一 维 , R =,=- p+). 由 
于 以 后 要 讨论 的 是 ИИ 
р=р.-094. (7.1.12) 
将 此 式 代 入 (7.1.4) 式 ,得 
了 ГЫ: (7.1.13) 


这 是 有 表面 张力 时 的 自由 表面 的 动力 学 边界 条 件 . 
(三 ) 初始 条 件 
液体 表面 波动 是 由 初始 扰动 引起 的 ,例如 ,开始 时 在 静止 水 面 上 插入 一 块 木 
块 ,然后 将 木 块 突然 抽出 . 或 者 开始 时 将 一 木 棒 拍打 水 面 ,这 两 种 情形 都 将 使 水 
面 产生 波动 . 这 两 种 情形 都 是 一 种 初始 扰动 引起 的 . 对 前 一 种 ,是 初始 有 一 液 
面 位 移 
£(z=,y,t)|,- = fi(z,y). 
将 此 式 代 入 式 (7.1.10), 且 注意 到 初始 时 刻 有 v=0, 就 有 
+ Ёа 
о t=0 
=- gfi(zx,y) = f(x,y). (7.1.14) 
这 是 自由 面 有 初始 位 移 时 的 初始 条 件 . 
对 后 一 种 ,是 初始 时 刻 液 面 突 然 受到 一 个 压强 冲 量 ,于 是 液体 将 受 作 用 而 产 
生 初 速度 . 设 冲 量 的 作用 在 [0,z] 时 间 内 发 生 , 这 样 , 由 欧 拉 方 程 
Š 3 v 


дї =- gl 


t=0 


Eia V) v= F,- 29р. 
对 上 积分 ,r и a aE ssh. 
v= | md 一 РИ -| У) odt 
其 中 | pdt = x (为 一 函数 ,不 要 与 圆周 率 混淆 ) 称 压强 冲 量 ,为 一 有 限量 ;而 当 
F (0 Y )v 为 一 有 限量 时 ,积分 后 就 为 一 小 量 (+ 为 小 量 ) , 故 可 略 去 ,于 是 
了 人工 六 一 台 ( 工 
= v [- ' pat) КД л). (7.1.15) 


这 表明 ， 自由 面 上 的 液体 质点 在 受到 冲 量 后 将 得 到 个 初始 速度 ,该 速度 有 势 ， 
即 运动 是 无 旋 的 ,其 速度 势 


-alez glay, D. (7.1.16) 
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这 是 自由 面 有 初始 速度 时 的 初始 条 件 . 

当然 ,对 初始 位 移 和 初始 速度 同时 存在 的 情况 ,只 要 同时 列 出 (7.1.14) 和 
(7.1.16) 两 个 条 件 就 可 以 了 . 

归纳 基本 方程 (7.1.3)、(7.1.4)、 边 界 条 件 (7.1.6)、(7.1.8)、(7.1.10) 和 初 
始 条 件 (7.1.14)、(7.1.16) ,得 到 无 表面 张力 时 重力 波 问 题 的 数学 提 法 为 
Ую = 0: [- 4(х,у)< x= < {(х,у,:)], 


с 2 adag| _әддде 
< i 95|, дх дх 25 ду Э> |, 
Е д 三 IE дф 
s FE -3 Й к дуду? 
2 
< Ət |z Zig P 86 
9 
t = 0 а шо = f(z,y), 
т: (7.1.17) 
Ф 1=0 = (х,у, t), 
z=t 
дф 
дї Ы 


2 
> ШЫ + =0: [- d(z,y) < zx < {(х,у,)]. 


7.2 Rihi НЕЙ 


要 严格 求解 上 节 所 提出 的 带 有 边界 条 件 和 初始 条 件 的 问题 (7.1.17) 是 困难 
的 . 即使 把 间 题 进一步 简化 为 二 维 、 平 底 ( 等 深度 )、 无 表面 张力 等 ,还 有 两 个 难 
以 克服 的 困难 ,一 是 自由 面 上 的 边界 条 件 (7.1.8)、(7.1.10) 是 非 线 性 的 ;二 是 自 
由 面 边界 本 身 是 待 求 的 , 即 求解 域 本 身 就 是 未 知 的 ,因此 必须 根据 波动 的 特征 作 
进一步 的 简化 . 

一 种 简化 是 当 波动 的 振幅 相对 于 波长 为 小 量 ， 由 此 可 使 自由 面 边 界 条 件 线 
性 化 ,获得 小 振幅 波 解 ; 另 一 种 简化 是 当 液 体 深度 相对 于 波长 为 小 量 , 由 此 可 使 
问题 变 为 可 解 的 非 线性 情形 或 线性 情形 ,获得 浅水 长 波 解 . 本 书 主要 介绍 与 小 
振幅 波 有 关 的 问题 ,后 一 问题 也 将 在 7.11 中 提 到 . 

以 下 用 量 级 估计 的 方法 分 析 问 题 (7.1.17) 中 各 项 的 量 级 ,使 问题 线性 化 . 

设 波幅 A 为 自由 面 升 高 8 的 特征 量 , 波 长 À 为 波动 水 平方 向 的 长 度 特征 
量 , 液 体 深 度 为 垂 向 长 度 特征 量 ,波动 周期 T 为 时 间 的 特征 量 , 这 样 ,速度 


7.2， 量 级 估计 与 线性 近似 spa 


u、v、w 的 特征 量 为 A/ 丁 ,速度 势 p 的 特征 量 为 AA/ 工 ,再 设 压强 的 特征 量 为 P. 
于 是 ,可 将 各 物理 量 写 为 特征 量 与 无 量 纲 量 的 乘积 : 


三 AÇ, 
TY; ZF Alz yz )， 
t= Ti; (7.2.1) 


и, U, WS (uuu), 
_ АА ” 
p= ТФ, 


p= Pp, 
d= ра’. 


其 中 带 上 标 “” 的 量 为 无 量 纲 量 . 将 上 述 各 量 代 人 问题 (7.1.17) 的 第 一 、 三 、 四 、 
七 各 式 后 得 


A Vg = 0, -Di < x АС, 


Же. АЛЕ. ДЕ аре абы ы 
ТУ = т ори э t ge àz = A, 
АА 
T 


, 2 ^2 Z 
22 А © Ps + Agt = 0,0 = АЁ, 


或 

Vp = 0, -Pa <r <, 
id Afw 3E ЖОР iA 
w =з + ае ела ‚® = TŠ > 

J | , ; . (7.2.2) 
3g А .PT (gr. у Z = A 
irr дд” лл о ш» 
д 2 к x + ГА ГА А, 
TT Тато реа 

若 在 上 式 中 取 小 振幅 假设 


í < 1. (7.2.3) 


i 第 七 章 液体 表面 波 


即 当 波动 的 振幅 A 比 波长 4 小 得 多 时 , 略 去 此 小 量 ,(7.2.2) 各 方程 变 为 
Vy =0, -<z <o, 


w = 55,2 =0, 
дф’ PT 52 
Айу ае Е 
7 2 2 
гиа =0,- Раа <0 
回 到 有 量 纲 量 ,问题 (7.1.17) 线 性 化 为 
Vip=0, -4<=<0, 
—-а. ae_ adap_ 9d аф 
AG š dz ` дх д=х ду ду’ 
_ n. дф _ д 
= 0; Je “ Эт, 
дф , Pa Z 
| 9; + р + g€ = 0, (7.2.4) 
дф!. 
і = 0: с Е f(z,y), 
о | = g(x,y), 
9 


эг + д = 0, - 4 <= 0. 


比较 (7.2.4) 与 (7.1.17) 两 个 问题 ,可 以 看 出 ,自由 面 上 边界 条 件 中 的 非 线 
性 项 02/2 已 被 略 去 ;此 外 ,(7.1.17) 第 一 ,第 三 第 四 、 第 五 ,第 六 、 第 七 各 式 中 的 
z=《, 已 被 (7.2.4) 中 z=0 所 替代 . 这 样 ,前 面 所 提 的 解 问题 (7.1.17) 中 的 两 
个 困难 均 已 不 复 存在 . 小 振幅 波 假设 (7.2.3) 在 这 里 起 到 了 关键 性 的 作用 ,因此 
通常 就 称 这 种 表面 波 为 小 振幅 波 . 

下 面 几 节 将 讨论 在 小 振幅 波 假设 下 的 这 种 液体 表面 波 . 
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本 节 将 利用 问题 (7.2.4) 求 出 一 个 最 简单 的 波动 周期 解 ,从 而 得 出 波动 的 一 
系列 特征 ,可 用 它们 来 说 明 自然 界 所 发 生 的 水 面 波 动 现象 . 这 一 结果 也 将 是 研 
究 更 复杂 的 波动 的 一 个 基础 . 

设 波动 是 一 维 的 , 即 波动 发 生 在 Оле 平面 上 ,与 у 坐标 无 关 . 液体 是 无 限 
深 的 , 且 侧 向 无 界 . 这 里 将 研究 一 种 简单 波动 一 一 简 谐 波 ,不 考虑 初始 条 件 , 目 
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大 气压 强 p。 = po 为 常数 . 
由 所 设 , 将 (7.2.4) 各 方程 中 的 p 作 以 下 变换 , 取 
Р 


т кер» 
则 (7.2.4) 各 方程 变 为 
V% = 0, (7.3.1) 
z = 0: 2e _9&, (7.3.2) 
Зе + gt =0, (7.3.3) 
==-o: S =o, (7.3.4) 
E PTP ы: О (13.5) 
自由 面 边界 条 件 (7.3.2) 与 (7.3.3) 式 可 以 合并 ,从 而 将 它 写 为 
z = 0:92 =-41 5. (7.3.6) 


为 了 简便 ,上 面 (7.3.1) 一 (7.3.6) 式 中 的 p Ap 表示 . 
方程 (7.3.1) 一 (7.3.5) 可 用 变量 分 离 法 求解 ,由 于 我 们 所 关心 的 解 是 沿 x 
方向 传播 的 波 , 故 取 解 的 形式 为 


g@ = 2(=) : X(x- ct). (7.3.7) 
将 此 代入 式 (7.3.1) ,得 分 离 表 达 式 
x z ZZ =— }? 
x Z Е 
于 是 有 方程 
Z -kZ=0 (7.3.8) 
Е. i 
X'+ PX = 0, (7.3.9) 
它们 的 解 分 别 为 р. 
Z(z) = Ае + Ae”, ` (7.3.10) 
X(x — с) = Bicos Р(х — ct) + В,ѕіп k(x — сі) 
= Bsin k[(x —.ct) + В], (7.3.11) 
В 
其 中 В? = Ві + B} ,48= arctan (32). 


将 边界 条 件 (7.3.4) 代 入 (7.3.10) 式 ,得 A, =0. 于 是 得 到 (7.3.7) 形 式 的 
解 为 
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ф = AiBe”sin k(x — ct + В). (7.3.12) 
解 (7.3.12) 应 满足 自由 面条 件 (7.3.6) ,将 它 代 人 后 得 
Ма (7.3.13) 


现 分 析 式 (7.3.12) 式 所 描述 的 波 , 有 怎样 的 运动 特征 . 为 简单 起 见 ,不 妨 设 
B=0, 且 取 A1B= A, 则 (7.3.12) 式 简写 为 
ф = Ae”sin k(x — ct). (7.3.14) 
(1) 自由 面 形状 
将 式 (7.3.14) 代 人 (7.3.3) 式 得 


- 12 kc 
£= Э .. А бов k(z - а) 

= Аџсоѕ k(x — сі). (7.3.15) 
Еж, НАЕК, ЕШШ A (А, = Акс/е, ЖЕ 7.10 节 将 会 
看 到 ,Ao 或 A 将 由 初始 条 件 决 定 ). r 及 上 均 作 周期 性 变化 . 固定 时 间 + 
(图 7.3), 使 位 相 0=k(x 一 ct) 变 化 2x 后 的 & 的 值 将 相同 ,此 相应 一 个 波 的 距 
离 称 波长 4 , 即 

0, су Ө, = k(x = сї) = Ё(х\ = ct) 


= k(x — жү) 
= 2л, 
А= 2) — 2} = = I (7.3.16) 


由 此 ,& 表示 2r 个 单位 长 度 内 所 包含 波 的 个 数 , 称 波 数 . 曲线 上 最 高 处 称 波 峰 ， 
最 低 处 称 波 谷 . 


图 7.3 自由 波形 及 波长 和 周期 图 7.4 波 速 与 波长 的 关系 


同样 ,固定 xz( 图 7.3), 使 位 相 6=k(zx 一 cz) 变化 2x 后 的 & 的 值 将 相同 ,其 
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相应 的 时 间 间 隔 , 称 周期 Т, Bll 
0, =, 0, 一 Ё(х == cta) = k(x ¿2 cti) 
= ke(t — t>) 


(7.3.17) 


这 里 w= kc 表示 2л 1 {ШЕ И] А ЕПТ ЙЕ БИИК С, ЖЕТИ ЭЙ ЖЕ OTE Н, f = >= 


表示 单位 时 间 内 振动 的 次 数 , 称 频率 ). 

另外 , 若 视 某 一 值 不 变 , 则 此 “将 沿 z 轴 移 动 ,其 移动 速度 由 xz 一 ct= 常 
数 而 得 到 ,由 此 有 

dt 

这 表明 ,整个 波 面 ( 任 5) 将 以 速度 c 向 右 推进 , 故 称 c 为 波 速 ,与 此 相应 的 波 称 
为 进行 波 , 由 (7.3.13) 式 可 以 看 出 , 波 速 c 随 & 而 变 ( 图 7.4), 小 &( 大 7) 的 波 ,c 
较 大 , 即 大 (长 ) 波 传播 较 快 ,而 小 ( 短 ) 波 则 传播 较 慢 . 这 种 波 的 传播 速度 与 波长 
有 关 的 现象 称 为 波 的 频 散 或 色散 . 这 是 波动 的 一 个 重要 现象 . 以 后 将 会 看 到 ， 
一 些 波 动 是 频 散 的 , 另 一 些 波动 则 是 无 频 散 的 . 

(2) 质点 速度 

从 (7.3.14) 式 ,质点 速度 


а А 
и = s. = SE Ecos k(x — ct) 


= Apwe” cos(kz — wt), 


а А 
w= 52 = Log tsin k(x— ct) 
z с 


(7.3.18) 


= Agwe sin (Ах — ot), 

并 有 
. v= Ми? + а? = Agwe”. 
(注意 ,上 式 中 的 v 不 是 > 方向 的 速度 分 量 . ) 由 此 看 出 ,质点 速度 的 大 小 与 x 无 
关 , 只 随 = 而 变 , 即 质点 离 液 面 愈 深 ,速度 愈 小 ,在 液 面 z=0 处 ,速度 最 大 :v= 
Ao ,无限 深 处 则 为 零 . 由 (7.3.18) 式 还 可 看 出 ,质点 速度 分 量 是 周期 性 变化 
的 . 

(3) 质点 的 迹 线 

求 质点 运动 的 迹 线 , 可 将 速度 (7.3.18) 式 代 人 迹 线 方程 积分 得 到 . 考虑 到 
质点 运动 的 幅度 为 小 量 ( 其 最 大 值 为 A。), 故 速度 表示 式 中 可 以 zo、zo 分 别 代 


12° 第 七 章 液体 表面 波 


Ë x、z, 积 分 不 致 产生 很 大 误差 ,从 而 有 
| ж — жу =- Аеёѕіп А(хо — ct), 
(7.3.19) 
z — zo = Але cos PF(zo — ct). 
消去 上 式 中 的 zi, 得 
(ж — z)? + (z — 20)? = (AF. (7.3.20) 
由 此 看 出 ,质点 的 迹 线 是 一 个 圆 . 其 圆心 在 (zo , zo) ,半径 为 Aoe” ,该 半径 随 质 
点 所 在 深度 增加 而 减 小 . 在 深度 等 于 一 个 波长 的 地 方 , 圆 半径 约 为 表面 处 半径 
Ao 的 e “1/535, 由 此 可 以 认为 波动 主要 限制 在 表面 一 层 的 液体 内 , “表面 波 ” 
一 词 即 由 此 而 来 . 
这 样 ,已 可 看 到 ,进行 波 中 的 每 一 液体 质点 ,都 以 хо, ж, 为 心 ,以 半径 为 
0° 作 贺 周 运 动 ,其 圆周 速度 为 Aw ,w 为 其 角速度 . 
S 0= Ехо – ot, M 


ж — хо = — Ae sin 0 = Ауе cos ЕЗ + в), 


z — z = Ae cos 0 = Асе sin( 2 + 8). 
于 是 0 可 以 认为 是 质点 在 圆周 上 的 以 圆心 为 极点 、 负 = 轴 为 极 轴 的 极 角 
(图 7.5) ,通常 称 为 幅 角 . 由 幅 角 O= k(x сг) = Асо — ot 知 ,9 ВЕНЕ] г 
小 ,这 表明 质点 沿 圆周 运动 是 顺 时 针 方 向 的 (此 为 相应 进行 波 是 沿 正 > 轴 传 播 
的 . 车 进行 波 沿 负 х 轴 传 播 ,9 = (хо + ct), 则 质点 圆周 运动 为 逆 时 针 方向 ). 
这 样 ,在 波峰 处 ,质点 运动 方向 与 波 进行 方向 相同 ,在 波 谷 处 则 相反 (图 7.6). 


图 7.5 质点 迹 线 速度 ' ”图 7.6 RASKE 
(4) 流 线 
将 (7.3.18) 式 之 速度 分 量 代 入 流 线 微分 方程 ,得 
dz dz 


coslkr — wi) “sin(kz — œt)’ 
积分 后 得 
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e coslkz — ot) = c(t), (7.3.21) 
其 图 象 如 图 7.7 所 示 . 
(5) 压强 
将 速度 势 (7.3.12) 式 代入 (7.3.5) 式 ， 
得 
P(z,za)=- pgz 05 + р, 
=— орх + gA cos( kz — at) + ро. 


(7.3.22) 
车 上 式 右 端 第 二 项 中 的 z,z Н хох К, 图 7.7 进行 波 流 线 
则 由 (7.3.19) 式 得 
b(z=,z,t) =- pgzo + ро. (7.3.23) 


这 表明 ,在 静止 时 (无 波动 时 ) 处 于 同一 水 平 位 置 z。 ы 在 波动 时 压 
强 相同 ,等 于 z= zo 时 的 静 压 强 . 

至 此 ,平面 小 振幅 波 问 题 (7.3.1) 一 (7.3.5) 的 解 已 经 完成 ,各 未 知 量 速度 、 
压强 已 经 求 到 ,还 得 到 了 多 个 波动 参数 的 关系 式 . 


7.4 DEW 波 的 反射 


现在 取 与 (7.3.14) 式 相 类 似 的 速度 势 


A š 
pı = 2 чуе”зп(Ёх — et), (7.4.1) 


Ф = Z Mersin(pr + ot). (7.4.2) 
前 者 与 (7.3.14) 式 相 比 是 振幅 小 一 半 , 其 余 都 一 样 . 而 后 者 除 振幅 小 一 半 以 外 ， 
其 波 是 向 左 传播 的 (这 是 由 于 在 0 = kz + ot 时 ,dz/di = – olk = — с). BR, X 
两 个 速度 势 完全 满足 (7.3.1) 一 (7.3.5) 各 方程 . 现 将 (7.4.1) 与 (7.4.2) 式 相 加 
有 


@ = pi + Фф = Zog Габе — wt) + sin( Ëz + ¿t ) ] 


= А08 sin kzcos wt. (7.4.3) 


由 于 (7.3.1)~(7.3.5) 各 方程 都 是 线性 的 , 故 (7.4.3) 式 所 代表 的 运动 也 满 
足以 上 各 方程 . 下 面 来 分 析 其 运动 的 特征 . 
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(1) 自由 面 形状 
将 式 (7.4.3) 代 人 (7.3.3) 式 ,得 


t= £ 99 о 7 Aosin kz sin wt. (7.4.4) 
这 表明 ,对 某 一 固定 时 刻 , 自由 面 为 一 正弦 曲 


线 , 波 面 与 轴 交 于 

x= nr/k 处 (n =0,+1,+2,). 
这 些 交点 的 位 置 不 随时 间 变化 ,这些 交 点 称 
为 节点 . 两 相 邻 节点 间 交 替 地 出 现 最 高 和 最 
低 液 面 , 分 别称 为 波峰 与 波 谷 (统称 腹 点 ) , 峰 图 7.8 驻 波 
谷 将 随时 间 交 蔡 出 现 , 若 前 半 周 期 为 峰 , 则 后 半 周 期 变 为 谷 . A 仍 称 振幅 ， 
| Aosin wt | 则 称 为 波幅 , 波 面 上 《= А, 仅 在 波峰 和 波 谷 处 达到 . 

与 进行 波 不 同 ,此 波 面 只 作 上 下 振动 ,不 向 左右 传播 ,因此 , 称 这 种 波 为 驻 


Ж. 
驻 波 的 波长 、 波 数 周 期 和 圆 频 率 , 有 与 进行 波 一 样 的 关系 : 
25 
Ë kd 
т= 2. 
(2) 质点 速度 


与 进行 波 一 样 ,质点 速度 


и = = Agwe” cos Ёл cos ot, 
(7.4.5) 


ka: 
w= = Apwe” sin kx cos wt. 


дф 
дх 
дф 
дг 

这 表明 ,在 节点 х=пл/Ё 处 ,w=0, 而 u40. 即 质点 仅 作 水 平 运动 . 在 波 
峰 及 波 谷 处 ,xz =0, 而 w 关 0, 即 质点 仅 作 上 下 (垂直 方向 ) 运 动 . 除 节 点 及 峰 谷 


点 外 ,质点 同时 有 水 平 及 垂直 方向 的 运动 . 


(3) 质点 迹 线 
将 (7.4.5) 式 代 人 迹 线 方程 并 与 进行 波 一 样 以 (zo, zo) 代 替 (z,z), 得 
dz = Awe cos kro cos wt, 
t 
dz = Apwe" sin kxo соз wt. 
积分 后 得 迹 线 


— zo = Аве cos Ëzo sin wt, 07.4.6) 


ГА ç 
z — zo = Аве sin Але sin ot. 
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消去 上 为 
е ~ zo = tan kro(x — zo). (7.4.7) 
这 表明 ,质点 的 迹 线 是 一 条 直线 ,直线 的 倾角 是 kz ,在 节点 处 tan &zo = tan пт 
=0, 迹 线 为 z = zo, 质 点 作 水 平 运动 ,在 波峰 及 波 谷 处 ,tan Ёл, = co , 即 质点 作 
垂直 方向 的 运动 ,这 与 对 速度 的 分 析 一 致 . 
同时 ,由 (7.4.6) 看 到 质点 运动 的 振幅 Aue”% 也 
随 深度 而 减 小 (图 7.9) 


(4) 流 线 
流 线 微分 方程 为 
dz 2.208 
cos kz зіп kz’ 
积分 后 得 
ee соз kz = с. (7.4.8) 


这 就 是 流 线 方程 . 由 于 它 不 含有 时 间 , 故 流 线 与 迹 
线 重合 . 可 以 证 明 , 式 (7.4.7) 与 式 (7.4.8) 是 一 致 
的 


这 样 ,液体 质点 作 小 振幅 驻 波 运动 时 ,每 个 质点 图 7.9 驻 波 迹 线 
沿 迹 线 在 平衡 位 置 附近 作 微 小 振动 , 迹 线 为 直线 ,其 
斜率 为 tan kzo ,振幅 为 Aoe” ,也 与 进行 波 一 样 很 快 随 深度 衰减 . 

(5) 压强 

将 驻 波 的 速度 势 代 人 压强 公式 有 


9 
р(х,=,1) =- ogz — p 3 + po 


= – pgz + pgAoe” зіп kz sin wt + po. (7.4.9) 
利用 (7.4.6) 式 ,(7.4.9) 式 变 为 
P = 一 0gzo + po- (7.4.10) 


这 又 与 进行 波 的 情况 一 样 . | 

以 上 为 两 列传 播 方向 相反 (其 余波 动量 相同 ) 的 进行 波 的 迭 加 ,得 出 驻 波 . 
从 其 质点 的 迹 线 可 以 看 出 ,在 波峰 与 波 谷 处 ,质点 只 在 该 处 垂直 平面 上 作 垂 直方 
向 振动 . 可 以 设想 ,这 就 如 同 该 处 有 一 直 壁 ,进行 波 自 左 向 右 传 来 , 遇 直 壁 后 , 波 
即 反 射 , 形 成 人 射 波 及 反射 波 的 琶 加 ,这 就 是 (7.4.3) 式 . 

在 自然 界 及 实验 室 中 ,进行 波 遇 上 直 壁 后 即 产生 反射 波 的 现象 ,是 经 常 看 到 
的 . 在 船舶 试验 水 池 中 , 造 波 机 自 水 池 一 端 产生 水 波 ,此 水 波 便 向 水 池 另 一 端 行 
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进 , 遇 上 池 端 直 壁 即 产生 反射 . 参见 附录 (A) 中 的 照片 7, 通 常 , 船 池 为 了 防止 反 


射 波 的 产生 ,必须 在 池 端 安 上 消 波 装置 . 


7.5 有 限 等 深度 液体 中 的 波动 


上 两 节 已 对 无 限 深 度 (d 一 oo ) 液 体 的 波动 作 了 讨论 ,对 有 限 等 深度 情况 ,可 


得 类 似 结果 ,这 时 基本 方程 与 边界 条 件 改 为 


8 Že 
m ss masi. 
га аф __ 1 20 
ж. = 0 Jz == g д" , 
_ _ 1 9Ф 
+ £ = а 
д 
2 = = а T = 0, 
2e + Р-Р + gz = 0 
与 以 前 不 同 处 在 于 底部 边界 条 件 (7.5.4) 式 . 
(一 ) 有 限 等 深度 液体 中 的 进行 波 


与 前 类 似 , 设 (7.5.1) 一 (7.5.5) 式 的 解 为 
olz,z,t) = Z(z)X(z - ct). 
将 此 式 代入 (7. 5.1) 式 , 辣 求 (7.3.8) 及 (7.3.9) 式 一 样 得 
Z(z) = Ach kz + A,sh kz, 


X(x — ct) = Bsink(x— ct + B). 


并 由 边界 条 件 (7.5.4) 式 确定 出 


从 而 


Z(z) = A, ФА d), 


同 无 限 深度 情况 一 样 ,不 失 一 般 性 可 设 8=0, 于 是 最 后 得 
_ À ch #(z + d) 
фт ch kd 
再 由 自由 面条 件 (7.5.2) 式 ,得 到 | 
= Ё kd 


sin k(x — ct). 


(7.5.1) 
(7.5.2) 
(7.5.3) 
(7.5.4) 


(7.5.5) 


(7.5.6) 


(7.5.7) 
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上 式 当 d—=coBf,th kd =1,c? = g/k, 这 与 (7.3.13) 一 致 . 
将 速度 势 gq 代 人 (7.5.3) 式 得 
£ = Acos k(x — ct), (7.5.8) 
其 中 А, = Ahc/g ,此 式 表明 ,自由 面 形 状 及 有 关 特 征 与 无 限 深度 进行 波 完全 一 
样 . 特别 指出 ,(7.3.16) 及 (7.3.17) 仍 成 立 
A= 2x/k, 


T= 2rj/w = 2x/kc, 299) 
再 将 速度 势 p 对 z 与 z 取 导 数 , 得 质点 速度 
и = $® = Aru + d) os k(x — ct), 
зе (7.5.10) 


тыз 2e = Aso А+ 0) sin k(x — ct). 
将 此 质点 速度 代入 迹 线 微分 方程 ,并 与 无 限 深度 时 一 样 积分 后 ,得 迹 线 方程 


z- т, =- А HtA, in k(x — ct), 


i (7.5.11) 
Z — 20 Sas 4) кеса), 
或 
(< — хь)? (z — z) pa 
[А чым ЕГ ма е ои 
9 sh kd sh kd 
类 似 地 得 流 线 方程 
sh k(z + d) созЁ(х— ct) = C(t). (7.5.13) 
最 后 将 ф 代入 (7.5.5) 式 得 压强 公式 
b(z,z,t) = — рде + pgAo “(ез d) os klz- сї) + po. 
(7.5.14) 


由 以 上 看 出 ,有 限 深度 时 ,多 数 波动 特征 受到 深度 d 的 影响 . 特别 要 指出 的 
是 ,质点 的 迹 线 为 一 椭圆 ,其 长 短 半 轴 也 随 深度 增加 而 减少 ,到 达 底 部 时 退化 为 
一 直线 (图 7.10 和 附录 (A) 中 的 照片 7). 
(二 ) 有 限 等 深度 液体 中 的 驻 波 ` 
与 无 限 深 情形 一 样 ,将 两 等 深度 液体 中 反 向 传播 的 进行 波 闪 加 ,可 得 驻 波 ， 
其 速度 势 
_ Az ch k(z + 4) 


w ch kd 


sin kx cos wt. (7.5.15) 
自由 面 形状 
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£ = Aosin kz sin ot. (7.5.16) 


ch (z + d) 
sh kd 


ваз 4) 
sh kd 


cos kx cos wt, 


w = Aow sin Ёл cos œt, 


(7.5.17) 


h + 
z- zo = А, о cog kro sin at, 


z— zo = А, ыз sin Ёле sin wt, 图 7.10 有 限 深 度 时 


质点 迹 线 
(7.5.18) 


或 之 一 Zo = (< — xo)th k(zo + 4)їап Ëzo. 
及 压强 


p =- рох + pgAo helzt d) gin kz sin ot + po. (7.5.19) 


这 些 公式 表明 ,等 深度 液体 中 驻 波 的 各 波动 特征 量 与 无 限 深 液体 中 的 驻 波 
有 大 致 一 样 的 公式 ,仅仅 是 前 者 受到 了 深度 d 的 影响 而 已 . 

(三 ) 浅水 情况 

从 (7.5.6) 及 (7.5.15) 看 到 , 当 d 一 co 时 ,它们 分 别 变 为 无 限 深度 时 的 
(7.3.14) 及 (7.4.3) 式 . 而 当 d 很 小 时 , 即 液体 深度 很 浅 时 ,由 于 sh kd 之 th kd ， 
ch #d=s1 , 则 对 进行 波 有 如 下 结果 : 


速度 势 
Фф = fs [Esin k(z-ct), (7.5.20) 
自由 面 形 状 
£ = Aocos k(x — ct), (7.5.21) 
质点 速度 ү 
и = А, £ cos k(x УА | 
ү | (7.5.22) 
ш = Ak (1 + 于 js Р(х — ct), 
质点 迹 线 Е 
Ao . 
z- хо =- ууп k(x- ct), 
(7.5.23) 


z— z = Ao(1+ 28 )eos k(x- ct), 
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с? = gd. (7.5.24) 

ER, = 2л, Т = 21| о, о = Ёс,А = cT У. (7.5.20) ~ (7.5.24) JE Br 
谓 的 浅水 公式 . 

在 实用 中 ,深水 与 浅水 的 严格 划分 比较 困难 ,习惯 上 , 4 kd >= а/А>102 


d_d_l ga d 
时 , 称 深水 波 . А < 或 知 < 千 < 元 时 , 称 中 等 深度 波 , 当 好 < 而 或 和 < 
A RKE 7.11). 
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图 7.11 不 同 波长 时 波 速 随 水 深 的 变化 


例 7.1 求 波长 为 145m 的 波浪 的 传播 速度 及 振动 周期 
解 ” 设 用 深水 波 公式 计算 


РЕЗ Е = (= реа: = 15.04 m/s, 
т 


Те А. = 9.64s. 
C 


例 7.2 小 振幅 有 限 深度 波动 ,已 知 周 期 为 10s, 波 振幅 A, 为 0.25 m, 水 深 
d=20 m, 求 深度 为 10 m 处 的 水 质点 的 速度 的 最 大 值 . 
解 ” 利用 有 限 深度 小 振幅 波 公式 
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u= Ал chklet d) os (kz — ot), 


sh klz +d) 
h kd 


w= Ав sin (kz — ot), 


最 大 速度 显然 为 
ch Ё(« + d) 
® sh kd I 


sh #(z + d) 
shkd ` 


W max 一 Agw 


ERF k 未知. 利用 公式 


2 
(2) ара. 


将 T=10 sd=20m 代 人 上 式 后 得 

0.040 2 = kth 20k. 
这 个 关于 上 的 方程 , 需 用 数值 计算 给 出 :k=0.051 9. 将 此 值 代入 u. то 
式 后 得 


ch0.519 _ 
БО х 0.519) = 0.144 4 m/s, 


sh0.519 _ 
0 х 0.519) = 0:069 пз. 


иь = 0.25 х 0.628 3 


Wmax = 0.25 х 0.628 3 


7.6 界面 й 


与 以 前 所 讨论 的 波动 有 一 个 自由 面 不 同 , 本 节 将 讨论 存在 两 层 流体 间 的 界 
面 时 发 生 的 波动 . 

设 有 密度 及 深度 各 不 相同 的 互 不 相 混 的 两 层 液体 或 一 层 液体 一 层 气体 , 平 
衡 时 其 间 有 一 水 平 界面 , 当 界 面 受 初始 扰动 后 
发 生 重力 波 , 此 波 常 称 界面 波 . 这 类 波动 现象 “ 
在 海洋 ,湖泊 中 并 不 少见 ,在 实验 室 也 容易 观 
察 到 . 研究 这 类 波动 对 了 解 海洋 、 湖 泊 以 及 大 
气 中 的 内 波 (一 般 是 密度 连续 分 层 流 体 ) 具有. 
重要 意义 . 内 波 有 一 系列 与 表面 波 不 同 的 性 
质 . 以 下 仍 研究 二 维 小 振幅 波 的 情形 ,也 不 考 
虑 初 值 问题 . 图 7.12 界面 波 

(一 ) 基本 方程 及 边界 条 件 


76 Ж m z . 21 ° 


设 上 下 两 层 液体 密度 各 为 о, K po: ,深度 各 为 d, 及 d, ,并 各 以 水 平 速度 

U, 及 О, (为 常数 ) 流 动 . 将 > 轴 取 在 平衡 时 的 液体 分 界面 上 ,z 轴 向 上 ,此 时 上 

下 两 层 液体 所 满足 的 方程 及 边界 条 件 与 前 几 节 稍 有 不 同 , 这 里 要 考虑 每 一 层 液 

体 均 有 均匀 速度 U, 与 U, ,以 及 两 层 液体 互相 的 关系 . 这 里 仿照 以 前 并 根据 本 

节 的 情况 , 写 出 上 下 层 液 ( 流 ) 体 的 方程 与 边界 条 件 如 下 : 
Fp Peg i=1,z>0, 


ди д 0) ы 
_ p.ti = 9 д 0с д 

embala o StU or ИШ 

bi = parbi =- 30 - 90 – pgi + pf(t),i= 1,2 (7.6.3) 

3 

z = 4: = 0, (7.6.4) 
Р) 

s бын а = А (7.6.5) 


这 里 ,仍然 认为 界面 上 的 波动 是 小 振幅 的 ,其 中 各 式 解释 如 下 :(7.6.1) 式 是 
显而易见 的 ,(7.6.2) 式 右 端 第 二 项 未 被 忽略 ,这 是 由 于 上 下 层 液体 各 有 均匀 流 


速 U, 及 U REREN +U), 著 , 是 与 我 一 样 的 一 阶 小 量 . 同样 


地 ,自由 面 动力 学 边界 条 件 (7.6.3) 式 中 的 v?/2 项 也 不 能 忽略 ,其 中 o, 包含 分 
Ви, + U, Ж, ,而 且 仍 保留 常数 项 f (i). 应 注意 ,一 般 来 说 ,速度 势 pi ,速度 
# w 及 拉 格 朗 日 积分 常数 f(z), 对 上 下 两 层 液 体 是 不 一 样 的 ,但 在 界面 上 , 压 
强 应 是 连续 的 , 即 p, 应 相等 :因此 р, = p, 便 是 界面 上 的 动力 学 边界 条 件 . 由 于 
仍 假定 为 小 振幅 波 ,z=& 的 物理 量 的 值 仍 均 用 z=0 的 值 去 代替 . 
(二 ) 求解 
自 方程 (7.6.1) 一 (7.6.5) 求 解 速度 势 o, ,可 采用 试 解法 . 速度 势 由 两 部 分 
组 成 ,一 部 分 是 均匀 流 的 速度 势 Uz , 另 一 是 界面 波 的 波动 速度 势 , 即 
pi = Ох + Z;(z)cos (kr — wt), і = 1,2, (7.6.6) 
£ = Азш(Ёк — ot). © (7.6.7) 
将 此 形式 解 代 人 (7.6.1) 一 (7.6.5) 各 方程 ,由 此 确定 Z(z) 的 函数 关系 并 求 出 
波动 物理 量 之 间 的 关系 . 
将 (7.6.6) 式 代 人 (7.6.1) 式 后 有 方程 
Z’(z) – Ë2Z, (xz) = 0. 
此 方程 的 一 般 解 为 
Z, = A;ch kz + Ash kz. ` 
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将 此 代入 (7.6.4) 式 及 (7.6.5) 式 就 可 确定 Z, 的 形式 ,从 而 有 
ch k(z dı) 
ch kd, 


Pı == Uiz + A, cos (Ах 一 ot), (7.6.8) 


ch k(z + dz) 

ch kd, 
再 将 (7.6.7)、(7.6.8) 及 (7.6.9) 三 式 代 人 (7.6.2) 式 就 确定 Au 与 A, ЖА, 的 
关系 : 


Фф = х + A, cos (kz — wt). (7.6.9) 


A, = Ao(c — U, )cth kdi, 
| А, =- Alc- U, )cth kdz. 
这 样 ,速度 势 р, 的 表达 式 , 最 后 表示 为 


А (Шиа 
E Фа + АКЕ TA EE d S (kz ~ et), (7.6.10) 


Aó (c — U,)ch k(z + d 
pı = Uz -os (k — æt). (7.6.11) 


但 上 式 中 界面 波 传播 速度 с = w/k ,并 未 确定 . 下 面 用 界面 条 件 (7.6.3) 式 确定 
с. 为 此 , 求 出 压强 p, Жор, 表示 式 中 的 各 项 . 因 


2 2 


ax д2 
_ a 1 
= Го, 一 де ША) оре . шы (Ах 一 а) | 
1 
Ao Е(с— U,)sh k(z — а,) ] 
+ ЕБ =з wt ) 
= U? _ 2Aok(c m е k(z a d) (kz = ot). 
1 
上 式 中 已 略 去 As 项. 
9 = ыз 
ж = Awe — U,)ch k(z 21) noote di) inita 一 wt), 
于 是 
д 1 | 
pi =- p -3p — р\н + pf 


z=% 
a р Аоо(с ә О, )cth kd sin (kx = wt ) 


- $o, [U} -2kAo U, (c — Ui)eth hdisin(kz — ot)] 
— pi1gAosin(kz — ot) + pifi. (7.6.12) 
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3 1 
b: =- ро 2 - 0295 — p28 + p: fa 


z= 


=- p, Ao (c — Uz)cth kdzsin (kz — wt) 
= TAL + 2РА, О, (с = U,)cth kd sin(kx = wt ) | 


— р, gAosinl kz — ot) + pfa. (7.6.13) 
利用 (7.6.3) 式 ,并 使 等 式 两 端 sn(&z — wt ) 前 的 系数 相等 和 等 式 两 端 其 余部 分 
相等 ,有 


р(с — UY cth kd + pi(c — U,)°cth Ай, = Б, (7.6.14) 
mf: — pf, = % (e ~ p, U). 


H (7.6. 14) 式 即 可 求 出 波 速 c, 它 是 01 өз, .0.4,.4, 及 Ё 的 函数 . 
当 dd 一 co 时 ,cth kdi 一 1,cth ka 一 1, 于 是 (7.6.14) 式 变 为 


plc = U.) + ple- 0.) = (ox р) Ё, 
从 而 可 解 出 c, 
1 
-aU toU: , + (entan еа = с. 
01 + 02 01 + 02 pı + 02 оу + px k 
£ 
а ы -po р10200 -U 1) 12 
人 雪人 2 一 人 一 | . 7.6.15 
pı + 02 k p + р> (о + р) 
为 使 c 为 实数 , 需 
(U, ~ т e . (7.6.16) 
s 


于 是 ,为 满足 上 式 , 首 先 必须 os > oj, 即 下 层 液体 的 密度 必须 大 于 上 层 液 体 的 密 
度 , 其 次 ,对 一 定 的 U, 及 U, ,总 存在 足够 大 的 (或 足够 小 的 波长 *), 使 上 式 
不 成 立 . 因此 ,波动 的 波长 不 能 太 小 ， тилла та. 


(=) 讨论 
1. 若 o = 0,U, =0, 这 相当 于 自由 表面 情形 , 则 依 (7.6.14) 式 ， 
= Еф kd,. 


这 与 前 面 等 深度 液体 表面 波 得 出 的 结果 (7.5.7) 式 是 一 致 的 . 又 若 da>, Rp 


无 限 深 液体 的 情形 , 则 有 c=w g/k, 这 与 (7.3.13) 一 致 . 
2. 当 U, = U, =0 即 液体 无 流动 时 , 依 (7.6.15) 式 (di d:>) 
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= | & 202-0 7.6.17 
c eara (7.6.17) 


此 时 , 若 上 层 流体 是 空气 ,下层 液 体 是 水 , 则 


c=V glk. 但 若 上 下 层 液 体 密度 相差 很 小 ,这 时 , 波 速 就 要 比 с = VE 小 得 很 
多 . 在 海洋 中 ,就 存在 这 样 的 分 界面 ,密度 差 仅 为 密度 值 的 千 分 之 几 , 在 这 样 的 
分 界面 上 产生 的 波动 (内 波 ) ,其 传播 速度 比 大 气 -水 这 种 分 界面 上 产生 的 波动 
(表面 波 ) 的 传播 速度 要 小 得 多 . 
3. 由 (7.6.15) 式 , 当 d, d:>, U, =0 时 ,可 求 得 
2 -2U | pU _ 02-01 g 
ito Mto р + рз kb; 
当 有 一 定时 , 取 del dU, =0, 即 得 
с = U, 
时 有 极 大 值 
т 1 
сш» = — g Y. (7.6.18) 
这 表明 ,最 大 波 速 发 生 在 风速 与 波 速 相同 时 . 
4. 由 (7.6.15) 式 , 当 U, =0, 


1 
c = AU: + [# eza J aU T, 
Di + 02 k pito (о +p) 


[z 02-01 [0 + р е2, 
HEN E pı + s 01 
N c 将 有 两 个 不 同 符号 的 值 ; снаа 且 顺 风波 的 波 速 大 于 逆风 
波 的 波 速 . 


此 时 ,车 


7.7 群 Ж 度 


前 面 主要 讨论 了 单个 频率 的 波 . 现在 讨论 当 有 多 种 不 同 频率 的 波 琶 加 在 一 
起 时 的 情况 . 这 时 ,将 出 现 波 群 , 由 此 引出 了 群 速 度 的 概念 . 

首先 讨论 简单 的 情况 . 设 有 两 列 振幅 相同 、 波 长 1( 随 之 波 数 k BU о) 
同 的 进行 波 , 同 时 在 液体 中 传播 , 则 它们 的 波 面 是 


77 群 * Ж 25° 
£= Acos(kr — ot) + Aocos (Ë “z — wt) 


k-k -w +k’ +w 
= 2А›со - са ЁЁ 90), (7.7.1) 


ЖФ k, k Уо, о 分别 表示 二 列 不 同行 进 波 的 波 数 与 频率 . 如 果 两 列 波 的 波长 
相差 很 小 , 则 上 述 波 面 的 图 案 为 图 7.13 所 示 . 易 发 现 
+k ot w ) 
T t 


7.13 WE 
与 原来 每 一 个 波 的 余弦 函数 接近 , 即 近似 为 cos(&z — ot). 但 是 原来 每 个 波 的 振 
Ж Ao 已 变 为 


24ucos( É > 025 > 
它 不 是 常数 ,而 是 随时 间 和 空间 作 周 期 性 变化 的 函数 . 这 样 ,二 个 波 的 合成 波 的 
波 面 仍 与 原来 每 个 波 的 波长 和 周期 相近 , 即 


_ __2т 2х 
МАЕ F 
2 
A 2 
Кт wto ~ w’ 
2 
同时 也 以 原来 每 个 波 相近 的 波 速 


vto e 
CC Уе YER 


传播 . 但 这 个 波 面 上 的 每 个 波 (个 别 波 ) 的 振幅 不 相等 ,它们 随 z( 也 随 1) 组 慢 地 
变化 ,并 使 个 别 波形 成 周期 性 的 群落 ( 包 络 ), 此 群落 的 长 度 为 


2т 2т 
E> 


— 
=a 
2 


n ыш s (7.7.2) 
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传播 ,通常 称 c, 为 群 速度 (为 区 别 起 见 ,单个 波 的 波 速 c 就 称 为 相 速 度 ). 
一 般 说 来 ,一 组 具有 连续 的 但 波 数 范 围 (ee Ak ,ko + Ak JIRE MIR А 
加 在 一 起 时 ,其 自由 面 高 度 可 表示 为 


£ = [Ае dg, | (7.7.3) 
其 中 w= w(k). #fE E= k, 处 将 o ERDER, 
w = o(k)= wlko + (Ë — ko)] 
e о, ol 0). 
将 此 代入 (7.7.3) 式 得 


bo+Ak 
t= f of A (k Jl 2-0-0 |, Јаре) 
ho-Ak 


:| 


eitkoz e t) Я 


是 被 缓慢 调制 的 , 它 所 确定 的 包 络 具有 如 图 7.13 所 示 的 波 群 形式 ,并 以 速度 


„с = до (7.7.4) 


行进 . 式 (7.7.4) 与 式 (7.7.2) 相 当 . 
知道 了 圆 频率 o 对 波 数 & 的 函数 关系 , 即 可 根据 公式 (7.7.4) 求 出 群 速度 
ca 对 于 简 谐 的 进行 波 ,w= kc ,可 算出 | 


ko 


`_ de _ d(&c) _ dc >n, de 
cae= q ду СТА cC Aq (7.7.5) 
对 于 等 深度 的 进行 波 ,w=Vv kgthkd , 
а C 2р4 
с = у= (1+ 52627). (7.7.6) 
对 于 深水 波 ,w=V kg, 


dg_c_l1/g (7.7.7) 


7.8 波动 的 能 重 \ 波 阻 “27 


对 于 浅水 波 ,w=k Vsa ， 


dw 


C = р gd = c. 


对 于 纯 毛 细 波 ,可 以 计算 出 ,c= а дт с 为 表面 张力 系统 ， 


由 此 看 出 ,对 于 深水 波 、 浅 水 波 、 纯 毛细 波 ,其 群 速 分 别 小 于 、 等 于 和 大 于 相 
速 . 

可 以 想象 深水 波 时 波动 传播 的 情景 :个 别 波 从 波 群 尾部 进入 波 群 , 随 之 振幅 
变 大 ,又 再 变 小 ,最 后 穿 出 此 波 群 又 进入 另 一 波 群 中 . 

群 速度 的 另 一 个 意义 ,将 在 下 节 给 出 . 


7.8 波动 的 能 量 ШН 


液体 质点 波动 时 具有 动能 ,质点 上 下 起 伏 也 引起 势能 的 变化 .波动 的 能 量 就 
由 动能 及 势能 组 成 . 

(一 ) 波动 的 动能 | 

若 以 一 个 波长 范围 来 计算 液体 波动 的 动能 , 则 深度 为 d 的 液体 波动 动能 为 


К.Е. = р рахда = Ж, EA + (32) | ахах. 
应 用 格林 公式 ,上 式 可 写 为 ` 
К.Е. = 2ф Ф541, (7.8.1) 


其 中 7 为 积分 面积 周 界 ABCDA ,如 图 7:14 所 示 ， z 
п Ж1 的 外 法 向 ,由 于 底部 AB 上 ap/am = [Әх 2 
=0, 两 侧 垂直 线 BC 及 AD Еф 相同 ,而 3p/3n 3 
一 符号 , 故 在 这 三 个 线段 上 积分 为 零 , 只 剩 下 在 波 
面 CD 上 的 积分 : | 


А 
_ 2[ „9Ф 
К.Е. АК 


dz 图 7.14 波动 能 量 的 计算 


= а |. ёё dx. (7.8.2) 


将 进行 波 的 速度 ТҮҮ 


28. 第 七 章 ， 液体 表面 波 


= Aog htt 4) inl kr — wt) 


w C 


与 驻 波 的 速度 势 


А 
= = Ф А24) э 4) sin kx cos wt 


代 人 (7.8.2) 式 ,得 : 
对 进行 波 К.Е. = --свА$А. (7.8.3) 


对 驻 波 К.Е. = 让 pgA?Acos ot. (7.8.4) 

(二 ) 波动 的 势能 

如 果 将 液体 平衡 (无 波动 ) 时 液体 的 势能 取 为 零 , 则 产生 波动 以 后 ,波动 的 势 
能 变化 可 以 认为 是 把 液体 低 于 平衡 位 置 的 部 分 ,提高 到 了 高 于 平衡 位 置 的 部 分 
(图 7.14) 所 增加 的 势能 . 现 计算 如 下 : 

设 dz 长 度 内 的 液体 体积 为 5dz ,其 重心 被 提高 了 & 高 度 , 即 其 势能 增加 了 
og dz ,在 一 个 波长 内 就 是 


Р.Е. = [овса = |: ова. (7.8.5) 
将 进行 波 的 波 面 高 度 
£ = Aocos(kz ~ ot) 
及 驻 波 的 波 面 高 度 
€ = Assin kz sin ot 


代入 (7.8.5) 式 得 : 
对 进行 波 P.E. = 1 овА{А. (7.8.6) 


对 驻 波 Р.Е. = 1 овА Аз? wt. (7.8.7) 
由 此 可 以 看 出 ,波动 的 动能 及 势能 均 与 深度 无 关 ,而且 , 对 进行 波 ,动能 与 势 
能 相等 , 且 均 与 时 间 无 关 ,动能 与 势能 之 和 为 填 psA3A. 对 驻 波 ,动能 与 势能 均 随 


时 间 变 化 ,但 两 部 分 之 和 为 二 pgA34 ,并 不 随时 间 变 化 . 实际 上 , 驻 波 的 动能 与 


势能 都 在 不 断 地 交换 着 : 当 波 面 到 达 最 高 位 置 时 ,势能 最 大 ,动能 为 零 ; 当 波 面 到 
达 平 衡 位 置 时 ,势能 为 零 ,动能 最 大 . 

(三 ) 能 量 的 传递 

对 进行 波 来 说 ,波动 状态 是 从 一 处 向 另 一 处 传播 的 . 随 着 波 的 传播 ,能 量 也 
将 随 之 转移 ,下 面 将 要 看 到 ,这 一 转移 是 液体 压强 通过 与 波动 传播 方向 相 垂 直 的 
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平面 作 功 来 实现 的 . 
在 与 波 传播 方向 相 垂直 的 平面 Oyz 上 取 一 截面 ,此 截面 在 у 方向 为 单位 宽 
BE, z 方向 从 自由 面 到 海底 , 现 计 算 dt 时 间 内 压强 在 此 截面 上 所 作 的 功 : 


t 
dW = | pdzudt, 
其 中 取 
90 
Р = pk -eg + pos 


Aog ch k(zx + d) 


9 = з — pu e — ot), 
= йу Фа) о (Еру 


这 一 功 在 一 个 周期 内 的 平均 值 为 
Trg 
W = +, | (# е5 一 pgz judzdt, 
其 中 被 积 函 数 第 一 项 与 第 三 项 的 积分 
[o — ogz)udt 


Aowch k(z + d г 
= Аоф Каа) („, = pgz)| cos(tz — ш)й: 


1 Tro 
W= +| |: _ ЭФ dzd: 


ro 
7 ШЕР, cos (kz — wt)dtf оС + d)dz 


_ 2оАфв® T 1 
 Tsh2#d 2 4k 


—(2kd +. :sh 2kd ) 


= 2 kd | 
= Lama li 5244). | (7.8.8) 


上 式 代表 了 通过 与 波动 传播 方向 相 垂 直 的 平面 , 左 侧 液体 向 右 侧 液体 在 一 个 周 
期 内 的 平均 作 功 值 , 也 就 是 左 侧 液体 向 右 侧 液体 在 一 个 周期 内 平均 转移 (传递 ) 
的 能 量 . 

还 可 看 出 , 依 式 (7.7.6), 式 (7.8.8) 可 写 为 
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W = L ogAtce (7.8.9) 
这 表明 ,通过 与 波动 传播 方向 相 垂直 的 平面 , 左 侧 液体 向 右 侧 液体 在 一 个 周期 内 
平均 传递 的 能 量 W ,等 于 单位 液 面 面积 上 进行 波 的 总 能 量 才 peA; 与 群 速度 с, 


= (1+2 ) 的 乘积 因此 , 群 速度 还 有 另 一 个 物理 意义 , 即 它 代表 波 能 的 


传播 速度 . 

(四 ) жїн | 

物体 在 液 面 上 行进 ,其 后 将 兴起 液体 表面 波 ,显然 ,这 个 表面 波 的 能 量 是 由 
物体 对 液体 作 功 给 予 液体 的 ,因此 ,物体 将 由 于 兴 波 而 遭受 阻力 ,这 就 是 所 谓 兴 
波 阻力 . 

设 物体 是 二 维 的 ,在 y 方向 为 无 限 长 , 它 沿 z 方向 运动 在 Ozz 平面 内 兴起 
波动 . 若 物体 运动 速度 c 为 常数 , 则 物体 后 兴起 的 波动 将 达到 定常 状态 ,从 而 这 
一 波动 将 具有 相 速度 c, = c. 

物体 以 “ 速 行进 时 ,单位 时 间 将 使 液体 增加 波 能 为 地 psAic, 此 波 能 由 两 部 
分 提供 ,一 部 分 来 源 于 物体 单位 时 间 内 所 作 的 功 , 它 等 于 兴 波 阻力 R, 55 c ЯЕ 


积 , 另 一 部 分 是 原先 形成 的 波动 传递 而 来 , 依 式 (7.8.9), 它 等 于 方 pgA3cs = 


sh kd 


Toga? (深水 波 c。=c/2) ,于 是 , 按 能 量 守恒 有 


--овАўс = Кы + + Au. 
由 此 得 兴 波 阻力 
Ro = 1 ogak. 
这 表明 由 兴 波 产生 的 波 阻 的 大 小 主要 取决 于 波动 的 振幅 . 


7.9 初始 扰动 引起 的 波动 


前 面 讨论 的 是 一 种 简 谐 波 ,在 方程 求解 过 程 中 未 涉及 初始 条 件 . 本 节 仅 以 
一 个 非常 简单 的 例子 ,介绍 有 初始 扰动 时 引起 的 波动 . 
7 中 己 经 提 到 ,初始 条 件 可 以 有 初始 液 面 位 移 和 初始 液 面 速度 两 种 提 法 


这 里 仅 讨论 有 初始 位 移 的 情况 . 设 :=0,z=0 时 ,5= Bosin jz,32= - gt = ` 
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- gBosin jz, 上 =0,z=0 时 ,p=0. 于 是 (7.2.4) 各 方程 可 写 为 


д? 

38 + э = 0, (7.9.1) 
а 9 

z=0: 58 = 5, (7.9.2) 
а 

J 92 +80 = 0, (7.9.3) 

z = — co 了 =o, (7.9.4) 

t=0,z = 0:ф = 0, (7.9.5) 
22 = - gBosin Iz (7.9.6) 

上 述 方程 的 解 容易 写 出 为 | 
9 =— Bolek sin Iz sin wt, 


5 = Bosin lz cos wt. 
它 是 一 个 驻 波 ,该 驻 波 的 波 数 由 初始 条 件 的 1 决定 ,振幅 由 初始 条 件 的 Bo 来 决 
定 . 
对 初始 条 件 为 一 般 函 数 的 情况 ,求解 较 繁 ,限于 篇 幅 , 这 里 不 再 述 及 . 


“7.10 斯 托 死 斯 波 简介 


本 章 以 前 各 节 ,讨论 的 只 是 小 振幅 波 的 情况 . 即 假定 波动 的 振幅 相对 于 波 
长 为 一 小 量 ,波动 问题 得 以 线性 化 ,从 而 获得 小 振幅 波 解 . 但 在 实际 问题 中 ,有 
时 振幅 相对 于 波长 并 非 为 一 小 量 ,而 为 一 有 限 的 值 . 这 时 小 振幅 波 假定 不 再 适 
用 ,边界 条 件 中 不 能 以 z = 0 RE z=& ,波动 速度 的 平方 项 也 不 能 忽略 ,因此 波 
动 立 即 表 现 出 非 线性 特征 ,对 它 的 分 析 变 得 复杂 起 来 . 斯 托 克 斯 于 1847 年 首先 
从 逐次 近似 的 方法 研究 了 有 限 振幅 波 ,并 得 出 小 振幅 波 只 是 其 最 低 阶 (一 阶 ) 的 
近似 ,还 有 其 它 各 阶 (高 阶 ) 的 近似 ,这 就 是 后 来 所 称 的 斯 托 克 斯 波 . 有 限 振幅 波 
有 很 多 种 ， 它们 都 是 非 线性 的 ,对 它们 的 分 析 都 比较 复杂 ,但 工程 上 常常 用 到 . 
本 节 只 介绍 斯 托 克 斯 波 . 

设 液体 是 不 可 压缩 无 限 深 的 ， 运动 是 二 维 的 、 无 旋 的 , 液 面 为 一 周期 性 波 面 
并 不 变 波形 地 以 常 速 。 Wy z 轴 行进 ,外 力 仅 为 重力 ,表面 压强 为 常 值 . 

满足 上 述 假设 的 波动 速度 势 可 取 为 

ф = сВеёзіпЕ (х — ct). (7.10.1) 

与 (7.3.14) 式 比较 ,这 里 8 并 非 小 振幅 波 的 振幅 ,而 为 一 常数 .〈7.10.1) 式 所 表 
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示 的 速度 势 除 满足 拉 普 拉 斯 方程 及 无 限 深 底部 条 件 外 , 它 还 必须 满足 两 个 自由 
面条 件 . 不 过 下 面 将 采用 流 函 数 进行 讨论 . 
因 液 体 为 不 可 压缩 的 ,运动 为 二 维 的 , 故 存在 流 函 数 ,与 (7.10.1) 式 的 速度 
势 相 应 的 流 函 数 为 
ф = сбе“созЁ(х — ct). (7.10.2) 
车 将 坐标 轴 取 在 波 面 上 , 则 运动 将 变 为 定常 ,在 此 运动 坐标 系 中 ,速度 势 及 
流 函 数 可 写 为 


| p =- cz + сбе“зїп kz, (7.10.3) 


ф = — cz + cpe” cos Ёл. 
且 这 时 自由 面 也 为 一 条 流 线 . (这 正 是 取 流 函数 来 讨论 的 原因 . ) 这 样 ,对 应 于 
流 函 数 所 应 满足 的 方程 (无 旋 条 件 ) 及 边界 条 件 为 


90 Р Zy =0, (7.10.4) 

2 x. 

Ф1,-; = 0( 设 液 面 为 零 流 线 )， (7.10.5) 
1r/9v\? AW 

et + ZLE) + (5) |. = Ж®. (7.10.6) 

IV Ф| AR. (7.10.7) 


显然 ,(7.10.3) 给 出 的 流 函 数 满足 (7. 10.4) 式 及 (7.10.7) 式 . 为 了 满足 
(7.10.5) 及 (7.10.6) 式 , 则 应 
£ = pecos kz, (7.10.8) 
285 + (068 с?е – 2e фе” cos Ez) |,-, = 常数 . (7.10.9) 
(7.10.9) 式 也 可 写 为 
2(е— k2)£ + ek Ре = 常数 . ` (7.10.10) 
《7.10.8) 式 是 关于 5=5(z) 的 隐 函 数 方程 ,求解 此 方程 必须 作 近 似 解 . 将 
es 展 为 泰勒 级 数 ,从 而 有 


¿= p[i + kg + ERO? + о вру + o Joos ka. 
(7.10.11) 
同样 , (7.10. 10) 式 为 | 
(к=к?) сё |1 了 оњ) + + (ОА? + = 常数 . 
(7.10.12) 
现 根据 (7.10.11) 及 (7.10.12) 式 , 求 各 级 近似 解 . 
(1) 一 级 近似 
Ж {= Bo ,将 此 代入 人 (7.10.11) 式 ,得 
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Beo = BUL + АВЕ, + ** Jeos ёл. (7.10.13) 
略 去 (7.10.13) 及 (7.10.12) 式 中 ¿8 及 其 高 阶 项 , 则 有 
bo = cos kz, 
2(g - Рс?) Е = 常数 ， 
或 
£ = Beos kz, (7.10.14) 
с® = glk, (7.10.15) 


ER B= a, 则 由 上 两 式 表 明 的 一 级 近似 下 的 斯 托 克 斯 波 的 波 面 及 波 速 与 小 振幅 
波 的 情形 相同 . 
(2) 二 级 近似 
E E= 36, + 5i, 将 此 代入 (7.10.11) 式 ,得 
Pto + BE = Bll+k(Beo + 8261) + <: Јооѕз kr (7.10.16) 
略 去 (7.10.16) 及 (7.10.12) 式 中 的 22 及 其 高 阶 项 ,比较 8 寡 次 项 的 系数 , 则 
有 
o = cos kz, 
С, = ktocos kx = kcos kz 


= É (1 + соз2Ёх), 


с? = glk. 
车 取 8= a , 则 


Ç = acos kz + 2 ka? (1 + cos 2kz). (7.10.17) 
因而 在 二 级 近似 下 , 波 面 有 一 升 高 (常数 项 地 ha?), 且 波峰 会 变 得 略 尖 , 波 谷 变 


2 

(3) 三 级 近似 | 

t= Bbo+ Pb1+B 5, 将 此 代入 (7.10.11) 式 ,得 
Вбо + В + 2 6, = B[1 + k(@ + В, + B E) 


А ГЕ кад 项 ,波束 不 变 . 


+ ERB + р + Pk L e es kz. (7.10.18) 
82: (7.10.18) (7.10.12) Рв" 及 以 后 的 项 ,比较 8 ЖКН # $ , WE 
б = cos kz, Е 


{ = Locos kz =$ (1 + cos 20а), 


ta = оов kz + + k соз kz 
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23,2 3 
= > k соз kz 


= 9. koos kz + З оов 3kz@, 


Е + фейз. 


(7.10.19) 
в-а + рс? = 0. (7.10.20) 
若 取 81+ ) = a а КУЗЕ, Ж 
| =a- ‚а? , 


代 人 (7.10.19) 式 ,得 
£ = ka? + acos ke + 方 ha?cos2hz + Э ка? сов 3kz. (7.10.21) 
且 从 (7.10.20) 式 有 
2 _ g ag 
c sga pp Ot as) (7.10.22) 
这 是 三 级 近似 下 的 波 面 及 波 速 公 式 . 
虽然 还 可 类 似 地 求 更 高 级 的 近似 解 , 但 那 要 复杂 一 些 ,这 里 不 再 继续 下 去 . 


在 三 级 近似 下 ,由 斯 托 克 斯 波 的 波 面 公式 (7.10.21) 及 波 速 公 式 (7.10.22) 看 出 : 
(1) 波 速 不 仅 与 波 数 k 有关 ,还 与 振幅 有 关 . 


(2) 由 (7.10.21) 式 ， 
ч | {е Jra’ jdz 0; 


此 式 表明 ,水 平面 == ka? 为 静止 时 的 自由 表面 . 自 静 止 表 面 算 起 的 波峰 高 度 
为 


让 


| Н, = a + ы? + ра. 
自 静 止 表 面 算 起 的 波 谷 高 度 为 
Pus apan һа? - ка 
波峰 与 波 谷 的 间距 ( 波 高 ) 为 | 
2а + Зра. 


Q ”此 式 的 得 来 已 经 应 用 了 三 角 函 数 的 倍 角 公式 :cos 3a = 4cos?a — Зсоѕ а. 


7.11 浅水 长 波 - ` 35. 
图 7.15 为 斯 托 克 斯 波 波形 及 与 小 振幅 波及 孤立 波 ( 见 下 节 ) 的 比较 . 


一 


小 振幅 波 


图 7.15 斯 托 克 斯 波 波形 及 比较 . 
图 7.16 为 斯 托 克 斯 波 理论 计算 得 到 的 波 剖 面 与 实验 室 测 得 的 波 剖 面 比 较 . 


图 7.16 斯 托 克 斯 波 理论 剖面 与 实验 比较 
а) H=0.362ft b)H=0.469ft 


T=0.87s T=1.21s 
d =2.09ft . d=1.035ft 
L=3.76ft ` L=5.42ft 
c=4.34ft/s Й с= 4.445 


由 图 中 看 出 , 当 а/а 值 较 大 时 ,两 者 较 吻合 ,但 当 аА 较 小 时 差别 较 大 . 


7.11 浅水 长 波 
(建议 放映 录像 .5 中 的 有 关 部 分 ) 


本 节 介 绍 液体 深度 相对 于 波长 为 很 小 的 情形 , 即 所 谓 的 浅水 波动 (浅水 长 
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波 ). 对 于 这 种 波动 , 波 面 铅 直方 向 的 位 移 及 速度 的 量 级 ,显然 要 比 水 平方 向 的 
尺度 及 速度 的 量 级 小 得 多 ,与 7.2 节 所 讲述 的 小 振幅 波 近 似 大 不 相同 ,必须 采用 
另外 的 方法 作 处 理 . 

浅水 波动 在 近海 区 域 颇 为 常见 , 它 与 许多 近海 工程 密切 相关 ,无 论 在 理论 上 
或 在 应 用 上 ,对 它 的 研究 是 很 有 意义 的 . 

(一 ) 浅水 波 方程 

设 Ory 平面 为 未 扰动 水 面 ,z 轴 向 上 ,水 底 为 z= — d(x,y). ERZ BZ 
维 情形 ,并 直接 用 连续 性 方程 及 运动 方程 来 描述 所 研究 的 运动 ,有 


ди Iw _ 
56 + эг = 0， (7.11.1) 
ди, „ди, „ди __19р 
дє. “дж СӘ» е дт? Ои 
дш | дш, аш _ 13p 
9; + и Эт +w Jz = PE g (7.11.3) 
其 相应 的 边界 条 件 为 
9 9 
z= {фиш = 58 ки 38, (7.11.4) 
P = Pos (7.11.5) 
z -22 
z=-dlz):w = и эт" (7.11.6) 


t £ 
| “uj | е (7.11.7) 
-4 -а Iz 


© Ju 8 r 


将 上 两 式 代 人 (7.11.7) 式 ,得 
25 + 元 | ийе = 0. (7.11.8) 
其 次 对 (7.11.1)~(7.11.3) 式 作 量 级 估计 . 设 z 的 特征 量 为 工 ,z 的 特征 


量 为 D ,水 平 速度 的 特征 量 取 为 品 , 垂 直 速 度 的 特征 量 取 为 W. 将 此 代 人 连续 
性 方程 (7.11.1). 有 
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Uadu 页 gw _ 
T 57 +0 Jz = 0, 


其 中 xz ,z u kw 分 别 为 x、z、u 及 w 的 无 量 纲 量 . 由 上 式 有 


或 
W = 20. (7.11.9) 


根据 浅水 假定 , 却 为 一 小 量 ,从 上 式 知 , 芷 亦 为 一 小 量 . 故 在 方程 (7.11.3) 中 各 
项 比较 ,可 略 去 含 小 量 W 的 各 项 ,从 而 得 到 


_ lop _ 
Pp oz 
积分 上 式 得 到 
Р = ро + og(t — х), (7.11.10) 


其 中 po 为 水 面 大 气压 . 此 即 为 浅水 长 波 中 的 静 力学 近似 . 
对 (7.11.10) 式 取 导 数 有 


9 9 
z 1 22 = s2. (7.11.11) 


上 式 表明 ,水 平 压强 梯度 与 z 无 关 , 随 之 水 平 加 速度 时 也 与 z 无 关 . 这 样 ,如 果 


初始 时 刻 水 平 速度 与 z 无 关 , 则 以 后 任 一 时 刻 也 与 z 无 关 . 于 是 有 wu = x(z， 
і), u 仅 与 x,t 有 关 , 且 有 


[ude = (£ + d)u. 
这 样 ,注意 到 (7.11.8) 式 ,基本 方程 (7.11.1) 一 (7.11.3) 变 为 


有 ды] = 0， (7.11.12) 

| S. utag, (7.11.13) 
这 就 是 浅水 长 波 方程 
(二 ) 线性 长 波 解 | 


(7.11.12)、(7.11.13) 显 然 是 非 线性 的 . 若 设 波动 为 小 振幅 的 , 则 速度 及 自 
由 面 位 移 均 为 小 量 , 上 述 两 式 均 可 化 为 线性 的 


ar lud) _ 
s: + 22 = 0, (7.11.14) 
Ол РЕТИ (7.11.15) 


э; РБ 
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从 上 两 式 消去 其 中 的 一 个 未 知 量 , 就 可 得 另 一 未 知 量 的 方程 : 


Pu д? 

Tu g Lua) = (7.11.16) 
а? а? a 
6255-69532 = 0. (7.11.17) 


这 便 可 分 别 用 来 求解 u Ж. 当 水 深 d 为 常数 时 , 即 成 为 典型 的 波动 方程 ,其 解 
为 


u = fi(x- ct) + f,(z + ct), (7.11.18) 

£ = gi(< — ct) + g(x + ct), (7.11.19) 
ЖР = 84 ,为 浅水 长 波 的 传播 速度 . f 及 g 是 向 右 传播 的 波 ( 右 行 波 ) , 户 
及 g, 是 向 左 传播 的 波 ( 左 行 波 ). 


若 仪 考虑 右 行 波 , 即 f, =0,g2=0, 将 w= 及 $=gi 代入 (7.11.14) 及 
(7.11.15) 式 有 


fi = Ëg = 56 = Ee. (7.11.20) 
同样 , 若 仅 考虑 左 行 波 时 ,有 
f, =- Eg, =- Tax =-A/ Se. (7.11.21) 
浅水 长 波 在 一 个 波长 内 的 势能 为 
pop = tef’ Рах, (7.11.22) 
动能 为 
К.Е. = of’ анат. (7.11.23) 


ЖЕЖ и = р = бат = TE 代入 动能 表达 式 (7.11.23) ,得 


1 P o. 
К.Е. = zel вх рор, (7.11.24) 


此 表明 ,在 一 个 波长 范围 内 ,动能 与 势能 相等 ; 
(=) кау 方程 及 孤立 波 
将 = 轴 取 在 水 底 KERRE h = d + t, 则 方程 (7 11. 12) 与 (7. 11:13) 可 改 
写 为 


9(hu) 
z + 一 一 FP = 0, (7.11.25) 
ди ди oh _ 
Je * “92 + #392 — 0. а. 


7.11 浅水 长 波 “ 39， 
利用 c = g(t+ d), EW ku] 5 38 
[Z t (u + с) 32 (и +2c) = 0, (7.11.27) 
2 + (u = c) 5 |u —2с) = 0, (7.11.28) 


RP = /gh=/ g(d+ 0). 
现 考虑 ,长 波 向 深度 为 d 的 未 受 扰动 的 静水 中 传播 的 情况 ,这 时 , 黎 曼 不 变 
Жи-2с= – 2с, ВШ 


и =2/ gh - 2 / рй, (7.11.29) 
其 中 c = / gd .将 此 代入 (7.11.12) ,得 
SE + G 2/64) 58 = 0. (7.11.30) 
由 于 
nt =i $+) (7.11.31) 
将 上 式 代 人 (7.11.30) 式 得 
tallia) = 0. (7.11.32) 
当 5/d<1 时 ,上 式 成 为 线性 长 波 方程 
IÈ + agt = 0. (7.11.33) 


上 式 与 式 (7.11.32) 显 然 没有 考虑 频 散 影响 (co = / gd 非 频 散 ).， 当 水 深 d 比 波 
长 不 是 小 得 太 多 时 ,co =V gd 作为 式 


c = J Z th kd 


的 近似 是 不 合适 的 . 而 当 采 用 展开 式 


. 
. 
М 
кюе 


с= cal1 - еа + 
= c [1 2 кеа Ёё °) (7.11.34) 


的 前 两 项 时 ,方程 (7.11.33) 应 修正 为 


i 


相应 方程 (7.11.32) 应 


3 
ERN] =0. (7.11.35) 
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这 是 一 个 既 包 含 非 线性 影响 又 包含 频 散 因素 的 方程 ,习惯 上 称 科 尔 特 弗 - 德 佛 
里 斯 方程 ,或 简称 为 KAV 方程 . 它 在 浅水 波动 理论 及 物理 学 中 有 广泛 的 应 用 ， 
利用 它 可 研究 孤立 波及 椭圆 余弦 波 等 . 
设 式 (7.11.35) 的 解 是 以 常 速 移动 的 .具有 不 变形 状 的 波 , 因 而 可 取 
£ = 40(Х),Х = х - 0 
将 此 代入 (7.11.35) 式 得 


lpda, 3 а (8 ja = 

64 10512 74Х = 1 ax = 0, (7.11.36) 
ER 可 立即 积分 出 

ipg, 3 2- (E- | Е 

лата ш. с: (7.11.37) 


以 4dyjdX 乘 上 式 ,再 积分 一 次 有 


2 
za ($) + -2 人 (二 = 1) +46у+Н = 0, (7.11.38) 


其 中 G 及 惠 均 为 积分 常数 ,在 т К аах 在 无 穷 远 处 均 趋 于 零 的 特殊 情况 下 , 
С=Н=0. 于 是 有 


1 dy Y° 
U 


其 中 а=2(0-1). 稍 作 分 析 便 知 ,7 将 从 X = co 处 的 у =0 增加 到 最 大 值 7 = 


a; 然 后 又 对 称 地 回 到 X= - co 处 的 7=0( 图 7.17). 这 就 是 孤立 波 ,其 波峰 高 为 
t= da. 孤立 波 的 速度 


它 依赖 于 振幅 . 
(7.12.39) 的 解 为 


ре a a e = Ur) |. 


这 是 KdV 方程 的 解 . 它 对 一 切 bold 都 适 
用 . 但 该 方程 是 在 t d<1 这 一 假定 下 
导出 的 . 事实 上 ,孤立 波 的 极限 情况 在 理论 上 是 56/d =0.78. 而 实验 表明 是 0.7. 


图 7.17 Жу 
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7.12 ”水波 对 竖 桩 的 作用 


(一 ) 莫 里 森 公式 

在 海洋 工程 中 ,建筑 物 所 受 外 力主 要 是 波浪 力 ,因此 计算 波浪 力 是 一 项 重要 
TE. 计算 波浪 力 , 实 际 上 与 建筑 物 类 型 有 关 . 有 一 类 建筑 物 ,其 特征 尺度 ( 桩 
柱 直径 ) 与 波长 相 比较 小 , 它 的 存在 可 以 认为 不 影响 波浪 场 , 这 种 型 式 建筑 物 就 
是 所 谓 桩 柱 (直立 就 是 竖 桩 ). 一 般 认 为 ,其 柱 体 直径 与 波长 工 相 比较 小 ,大 
约 在 0.15 左右 . 

作用 在 桩 柱 上 的 波浪 力 , 主 要 来 自 两 方面 ,一 z 
是 由 于 流体 流 过 桩 柱 时 ( 桩 柱 不 动 ) 流 体 产生 加 速 
度 或 减速 度 的 力 , 称 为 惯性 力 . 二 是 由 于 流体 流 过 <] 
桩 柱 时 与 柱 体 壁 面 产生 摩擦 并 在 柱 后 产生 尾 流 的 
力 , 称 为 粘性 阻力 . 

在 工程 上 此 两 类 力 可 以 以 特征 波 方法 ,也 可 以 
不 规则 波 方法 计算 ,这 里 采用 前 一 种 . 

惯性 力 与 流体 质点 运动 的 加 速度 有 关 , 对 小 直 
径 桩 柱 , 如 果 假 定 柱 体 的 存在 不 致 引 起 整个 流 场 的 图 7.18 
变化 ,那么 流 场 中 各 点 的 加 速度 就 可 以 按照 前 面 小 . 
振幅 波 理论 或 其 他 理论 来 计算 . 这 样 我 们 可 以 认为 ,一 个 由 柱 体 所 占 体积 内 的 
水 体 , 它 本 来 应 该 以 一 个 与 波浪 场 中 该 处 的 加 速度 运动 ,而 现在 由 于 这 个 体积 的 
水 体 被 认为 减速 至 静止 不 动 ,因此 ,这 个 惯性 力 的 大 小 就 应 等 于 这 个 体积 的 质量 
乘 以 其 加 速度 . 但 流 场 中 这 个 体积 的 水 体 各 处 的 加 速度 并 不 相同 ,作为 近似 ,就 
以 沿 柱 体 轴线 上 各 点 的 加 速度 来 代表 各 相应 深度 桩 柱 截面 内 各 点 的 加 速度 . 此 
外 ,除了 被 桩 柱 所 占 体积 的 那 部 分 水 体外 ,在 桩 柱 附近 还 将 有 一 部 分 附加 水 体 也 
将 被 加 速 或 减速 ,因此 作用 在 柱 体 上 的 实际 惯性 力 需 再 乘 一 个 系数 cn, 作用 在 
深度 z 处 的 单位 高 度 桩 柱 上 的 惯性 力 ,可 表示 为 


2 9 
А = cno E- Frl? (7.12.1) 


其 中 с„ 称 为 惯性 系数 . 

粘性 阻力 与 流体 质点 速度 有 关 , 一 般 , 设 该 阻力 与 流体 质点 速度 的 平方 和 质 
点 速度 垂直 方向 的 投影 面积 成 正比 ,这 样 ,在 深度 z 处 ,单位 高 度 桩 柱 上 作用 的 
粘性 阻力 ,可 表示 为 


fs = co Du lu |, (7.12.2) 
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其 中 cn 称 为 阻力 系数 . 
作用 于 深度 为 z 处 ,在 单位 高 度 上 的 总 波浪 力 了 就 为 “ 


f= үт С: x + co 5 Du. |ul,. (7.12.3) 


上 式 由 莫 里 森 等 人 提出 ,通常 称 为 莫 里 森 公式 (方程 ). 
为 了 确定 莫 里 森 方 程 中 水 动力 系数 c. cn 的 值 , 莫 里 森 等 人 进行 了 一 系列 
模型 试验 . 如 果 所 采用 的 水 波 为 小 振幅 波 , 则 其 


a =s 
ОЕ И 
u= 1 эе соок 2 А (7.12.4) 
sh 一 一 
_ Н ®_ t 
{ = Seoor( 记 -至 )， (7.12.5) 


一 般 对 圆柱 体 , 取 с, =2.0,cp=1.2. 
对 于 从 水 底 z=0 至 水 面 z=h + ç 的 整 条 竖 桩 ,总 波浪 力 是 
ese “|, (с. zD’ би срии |) dz (7.12.6) 
= Fp „cos wt | cos ot l- F, әп wt. 

ITIER BB) A JIE 
M; = ЛМЕ А ар т. LD | u |) 


= = Mp сої | cos wt | 一 M, „Sin wt, 


dz 
z=0 (7.12.7) 


其 中 | 
T ен, ° _2k(h + 6) +sh2E(h + 0) 
па OSO s 8sh 2kh ' 
р, = eg=D°H, p =shk(h +Ë) ` 
k G 2 Т C chik ”'` 
gH D 
КЫ. Ë Ёз, 


ks; = 2р2 ОИ 


32s ERAT 2kh 


k= — (АА + 0) + sh k(h+¢)-chk(h+¢)+1}. 


工程 设计 时 ,重要 的 是 知道 最 大 水 平 力 及 最 大 力矩 ,其 公式 是 
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ЕЛ 
F, [1 +0.2s | 第 和 | | -2 >F, , 


2 
Fa = 4 
Кыз ще ФЕ 
(7.12.8) 
Г 2 
Mp ЕС м) |， x Mp > > M, , 
Ma == < D max 
Mi» 当 Mo SM, 
(7.12.9) 


在 计算 上 述 公 式 中 , 当 相 对 水 深 h/L 很 小 时 ,可 取 5=0, 和 否则 , 按 如 下 近 
似 : 

计算 Fi ЖМ, , BR ={°—Н[2. 

计算 F。 及 Mp o Risg. 
АНИ 7.19 给 出 . 


0.8 
x 
Š ол 
мл 
0.6 
ОТУП 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 
H/h 
Ё 7.19 


近年 来 ,由 于 生产 的 需要 ,海上 平台 的 位 置 有 逐渐 移 向 较 深 海域 的 趋势 ,这 
样 桩 柱 的 直径 必须 加 大 , 随 之 它 对 波浪 力 的 影响 不 能 再 忽略 不 计 , 于 是 有 人 利用 
数值 方法 对 这 一 问题 进行 研究 取得 了 较 好 的 结果 . 
(二 ) 应 用 举例 | 
设 桩 基 码头 处 ,水 深 h =10m 设计 波 高 及 =2.0m, 波 长 L = 60m, 桩 柱 直 径 
D=0. 5m. 求 作用 于 桩 柱 的 最 大 波浪 力 及 作用 位 置 . 
解 1. 取 c,, =2.0， ca =1.2, 
og =1.025t/m°, 
k=2x/L =0.105rad/m, 
H/h =2.0/10=0.2, 
由 图 查 出 € /Н=0.62,18 £*' =0.62H=1.24m, 
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g= ¢* —H]2=1.24 -2.0/2=0.24m. 


2 2 
в, = ЎН. ~ > 0 1.025 X< 3.14 0.5 х 2.0 


sh0.105(10 + 0.24) 


ch(0.105 x10) 0:326 


3. 计 算 Fo 


Ро = co ОНА, = 0.291 
4. 因 Fp >1/2F , 

# Fa = Е (1+0.25(F [Е )2) = 0.381 
5. 计 算 M 


2 
М, eenD H, = 1.79tm 


6. 计 算 Мь 
Mb... = cp НР, = 1.98t/m 
7. 计 算 Ms o E Mn >м, 
ЖОМ» = M, 11+ 0.25(М, IM, )1 = 2.38t * m 
8. 计 算 最 大 水 平 力 作用 点 高 度 ( 从 水 底 起 ) 
Z = Му /Fg = 6.26m 


小 结 


流体 波动 是 常见 的 一 种 自然 现象 ,也 是 一 种 流体 运动 形式 . ER ERRA 
液体 重力 波 (包括 表面 波 、 界 面 波 ) 及 表面 张力 波 . 

当 无 粘性 \ 不 可 压缩 流体 在 重力 场 中 作 无 旋 运动 时 ,波动 的 基本 方程 组 在 给 
定 边界 条 件 与 初始 条 件 下 求解 是 十 分 复杂 的 . 为 此 必须 作 简化 假设 . 若 振幅 相 
对 于 波长 为 一 小 量 时 ,就 可 得 到 小 振幅 波 , 由 此 可 粗略 解释 自然 界 中 的 部 分 波动 
现象 . 

界面 波 是 两 种 不 同 流体 分 界面 上 的 波动 . 表面 张力 波 是 表面 上 有 表面 张力 
〈 作 恢复 力 ) 作 用 的 表面 波动 ,它们 有 不 同 的 成 因 和 有 不 同 的 特征 ,因此 对 理解 波 
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动 现象 深入 了 一 步 . 

不 同 频 率 \ 不 同 波 长 的 单一 波 迭 加 形成 波 群 . 波 群 移动 速度 称 为 群 速度 , 它 
是 波动 能 量 的 传播 速度 . | 

斯 托 克 斯 波 是 一 种 典型 的 有 限 振幅 波 ( 非 线性 波 ) ,由 于 其 非 线性 特征 ,求解 
要 困难 得 多 ,但 它 是 现代 波动 理论 的 重要 内 容 . 

浅水 长 波 在 工程 上 有 重要 应 用 , 它 也 是 现今 研究 波动 的 重要 方向 . 
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(十 一 ) 孤立 波 

为 了 研究 船舶 在 运动 中 所 受到 的 阻力 ,1834 年 8 H J. S. 拉 塞 尔 (1808 一 
1882) 在 一 条 运河 中 牵引 各 种 船舶 进行 全 尺寸 的 实验 与 观测 . 最 初 ,牵引 的 动力 
是 两 匹 马 ,以 后 改 用 滑轮 和 配 重 系 统 . 拉 塞 尔 是 研究 波 的 形成 如 何 影响 船舶 阻 
力 的 第 一 人 . 他 在 实验 过 程 中 发 现 了 孤立 波 . 后 来 在 做 学 术 报告 和 发 表 文章 
时 ,他 是 这 样 描述 这 一 现象 的 : 

“我 把 注意 力 集中 在 船舶 给 予 流 体 的 运动 上 ,立刻 就 观察 到 一 个 非 同 寻常 而 
又 非常 绚丽 的 现象 , 它 是 如 此 之 重要 以 致 我 将 首先 详细 描述 它 所 表现 出 来 的 外 
Йй. 当 我 正在 观察 一 只 高 速 运 动 的 船舶 ,并 让 它 突然 停止 时 ,在 船舶 周围 所 形成 
的 小 波浪 中 ,一 个 紊乱 的 扰动 现象 吸引 了 我 的 注意 . 在 船 身长 度 的 中 部 附近 , 许 
多 水 聚集 在 一 起 ,形成 一 个 廊 线 很 清楚 的 水 堆 ,最 后 还 出 现 一 尖峰 , 并 以 相当 高 
的 速度 开始 向 前 运动 ,到 船 头 后 ,继续 保持 它 的 形状 不 变 ,在 静止 流体 的 表面 上 ， 
完全 孤立 地 向 前 运动 ,成 为 一 孤立 进行 波 ,直至 河道 的 转弯 处 才 开 始 消 
失掉 .” 

拉 塞 尔 还 继续 生动 地 描述 了 他 对 这 一 现象 所 作出 的 反应 ; 

“我 立刻 离开 了 船舶 停留 的 地 方 ,准备 用 步行 去 跟 上 它 ,但 发 现 它 运动 得 很 
快 ,我 即刻 骑 上 马 ,在 几 分 钟 之 内 赶 上 了 它 ,并 发 现 它 以 一 均匀 速度 沿 静 止 流体 
表面 作 孤 独 的 运动 ,跟随 它 一 英里 多 以 后 ,我 发 现 它 开始 逐渐 衰减 ,并 在 运河 的 
转角 处 最 后 消失 . 这 一 现象 只 要 船舶 快速 行驶 时 ,突然 让 它 停止 ,就 可 以 重复 观 
察 到 , 它 是 如 此 的 重要 和 有 趣 , 以 致 后 来 诱 使 我 进行 了 许多 有 关 水 波 课题 的 实 
验 .” 

的 确 ,为 了 验证 这 一 现象 的 存在 和 它 的 性 质 . 拉 塞 尔 于 1837 年 8 月 又 在 一 
长 20 英尺 宽 1 英尺 的 水 槽 中 进行 了 一 系列 受 人 工控 制 的 实验 ,获得 了 与 现场 实 
验 相同 的 结果 ,同时 根据 这 些 实验 结果 他 提出 孤立 波 的 传播 速度 

с =/ g(ho + a), 
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其 中 g 为 重力 加 速度 ho 为 静止 水 的 初始 深度 和 a 为 孤立 波 的 高 度 . 

当时 科学 界 的 权威 们 对 拉 塞 尔 的 这 些 结果 最 初 表 示 怀 疑 和 反对 ,甚至 连 С. 
B. 艾 里 与 G.G. 斯 托 克 斯 也 对 在 静止 水 面 上 能 存在 不 变形 的 行 波 提出 质疑 . 直 
至 1862 与 1865 年 H.E. 巴 津 又 对 孤立 波 的 持续 性 进行 了 一 系列 实验 ,最 终 才 证 
明 拉 塞 尔 的 工作 是 正确 的 . 

1895 年 数学 家 D.J. 科 尔 特 弗 和 他 的 学 生 G. 德 弗 里 斯 在 小 振幅 与 长 波 的 
假定 下 导出 了 著名 的 KdV 方程 . 


Jj ж 


7.1 在 海洋 中 观测 到 一 分 钟 内 浮标 升降 20 次 , 设 其 波动 可 认为 是 无 限 深水 小 振幅 平面 
波 , 求 波长 及 其 传播 速度 . 
7.2 设 二 维 有 限 深 度 波 动 速度 势 为 


= 228 hk(s гы - at), 
求 此 相应 的 流 函 数 及 复 势 表达 式 . 
“7.3 WEE 
2 2 
pa E е) 
求 波长 .周期 和 波 速 . 


7.4 车 坐标 取 在 波 面 上 , 试 写 出 习题 7.2 速度 势 的 表示 式 . 
7.5 在 无 限 深水 表面 作用 一 按 简 谐 变化 的 压强 
р, (х,1) = Aosin(kzr — ot), 

求 由 此 压强 引起 的 速度 势 , 设 A. 为 小 振幅 . 

7.6 对 二 维 有 限 水 深 d 的 小 振幅 波 , 若 波动 传播 方向 两 侧 z=0 Z x=1 为 界 , 写 出 此 
波动 应 满足 的 方程 及 边界 条 件 , 然 后 求解. 

“7.7 对 二 维 有 限 水 深 d 的 小 振幅 波 ， EUMENE r= ro 为 界 , 立 出 此 波动 应 满足 的 方 
程 及 边界 条 件 ,然后 求解 . 

"7.8 设 有 上 下 两 层 液体 ,深度 、 密 度 分 别 为 d1、di 及 pl\p, 上 层 液体 有 自由 面 , 若 界面 
波及 表面 波 波 速 相同 , 求 此 波 速 . 

ш ей 


ке k(z – di)sin(kzr — ot) + = 


ж Е ch #zsin(#z — ож). 
1 


下 层 液 体 速度 势 为 


p = Fike + d; )sin( £= — ot), 


习 题 . 47. 


其 中 As, B. 分 别 为 界面 波及 表面 波 的 振幅 . 

7.9 上 题 中 当下 层 深 度 а, ові, RER. 

7.10 波长 为 4 的 简 谐 波 系 沿 深水 表面 传播 ,证 明 , 在 未 扰动 表面 以 下 深度 为 h 的 点 
上 , 受 扰动 后 此 点 达到 h + £ 深度 的 通 时 压强 ,与 同一 点 的 未 扰动 压强 之 比 为 


[i+ feo- 2) 


“7.11 深 为 d= 常数 的 水 以 离 底 (y=0) 的 距离 成 正比 的 速度 流动 ,水 面 y= d 上 速度 为 
v, WERN ,在 流动 方向 上 传递 的 波 速 c 由 下 式 给 出 


2 


2 
| (c-o) + vule- о) 5 =, 
其 中 с, 为 波动 在 静水 中 的 波 速 . 
7.12 假定 有 两 种 密度 为 or 及 p 的 不 可 压缩 流体 ,上 层 流体 以 速度 U, 下层 流体 以 速 
度 U, Ех 轴 方 向 流动 , 若 两 种 流体 的 波动 速度 势 分 别 以 91、92 表示 ,证 明 ,在 分 界面 上 波 
面 升 高 “满足 下 列 方程 


„(52 + U, 2 )- „(52+ U, е) - (рі — рг), 


Ж U = U, =0, 并 且 两 种 流体 深度 均 为 无 限 , 求 此 界面 上 波长 为 4 的 波 的 传播 速度 . 

“7.13 若 z=0 是 两 无 界 不 可 压缩 流体 的 水 平 界面 ,密度 为 o 的 上 层 流体 在 z 方向 以 速 
BE U 流动 ,而 密度 为 o 的 另 一 流体 处 于 静止 状态 ,证 明 , 两 种 定常 状态 流体 的 小 扰动 速度 势 
pi 及 p 在 界面 上 满足 的 连续 条 件 为 


а? _ 2 
元 天 (9 = Фф) = U 59: 
2° ç а 
“(5 ол) о = (в - ов 38. 


再 证 明 , 仅 当 > „Гын DE A 的 扰动 才能 沿 界 而 以 实 信 速 度 传递 


7.14 设 运动 二 维 ,无 限 水 深 ， 自由 表面 上 有 表面 张力 作用 ， 建立 波动 方程 并 求解 (同时 
考虑 重力 ). ° 
7.15 若 两 流体 界面 上 有 表面 张力 作用 ,证 明 其 毛细 重力 波 的 波 速 由 下 式 决 定 
ak? + glo- р) = klps(U,— cj) eth kdz + p, (U, = c)°cth kdi], 
其 中 o 为 表面 张力 , U U, 为 上 下 层 流体 的 流动 速度 . 
7.16 БЕН а, .4, 比 波长 À 为 小 量 , 则 证 明 


Xa d d, 
pıdı + pdz 


7.17 上 下 各 有 一 固定 水 平面 为 界 的 两 液体 层 间 的 界面 上 发 生长 波 , 两 液体 层 深 度 分 别 


Lok? + g(p2 = o)l. 


с 
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为 di 及 d, ,密度 分 别 为 о, 及 pz , 求 界面 长 波 传播 速度 . 

7.18 一 无 限 长 渠道 ,矩形 截面 ,一段 等 深度 为 d ,等 宽度 为 5, 另 一 段 等 深度 为 d ,等 宽 
EH b , 沿 渠道 有 一 列 波 行进 ,证 明 , 若 Au 及 A 分 别 是 两 段 中 的 波 的 振幅 ,k,k 为 波 数 ,并 
假设 沿 渠 道行 进 时 周期 不 变 , 则 有 

kth kd = k'th kd', 
A?bsh kd (sh 2kd + 24) = А?Ь' s kd (sh2k'd +264). 

7.19 求 界 于 两 平板 间 的 两 液体 层 界面 上 产生 波动 的 能 量 . 

“7.20 若 地 震波 5 = Aocos( Ez — 地) 在 海底 传播 , 求 海面 上 的 自由 面 形状 , 设 水 深 d 较 


小 . 
“7.21 证 明 , 沿 一 模 截 面 为 A 的 渠道 传播 的 长 波 的 波 速 是 < =/ 4& ,其 中 b 为 截面 宽 
Ë. 


粘性 不 可 庄 缩 流体 的 层 流 运动 


在 前 面 几 章 中 着 重 分 析 了 无 粘性 流体 的 运动 . 这 一 简化 的 流体 模型 可 以 成 
功 地 解决 一 些 实际 问题 ,例如 流线型 物体 表面 的 压强 分 布 和 所 受 的 升力 等 ;但 对 
另 一 些 问题 ,例如 求 物体 所 受到 的 流体 阻力 等 , 却 导致 荒 订 的 结论 (“ 达 朗 贝 尔 伴 
Ж”). 事实 上 ,物体 所 受 的 流体 阻力 包括 摩擦 阻力 和 压 差 阻力 . 摩擦 阻力 是 由 
流体 的 粘性 所 引起 的 , 压 差 阻力 除 包含 第 六 章 讲 过 的 由 附加 质量 引起 的 非 定常 
阻力 以 外 ,还 包含 由 表面 流 线 分 离 所 引起 的 尾 涡 阻力 ,而 后 者 也 直接 与 粘性 相 
Ж. 在 流体 力学 中 还 有 许多 问题 与 粘性 、 热 传导 和 扩散 等 不 可 道 耗 散 现象 有 关 . 
在 讨论 这 样 一 些 问题 时 ,就 必须 采用 粘性 流体 这 一 模型 . 

粘性 流体 的 运动 有 两 种 状态 : 层 流 和 汕 流 . 前 者 的 流 线 层次 分 明 , 后 者 的 流 
体质 点 运动 杂乱 无 章 . 本 章 探讨 粘性 不 可 压缩 流体 层 流 运动 的 基本 概念 和 基本 
理论 ,而 把 湾流 运动 留待 下 章 讨论 . 

本 章 前 四 节 介绍 粘性 流动 的 一 般 特 点 和 研究 方法 ,第 5,6 节 分 别 讲述 层 流 
运动 的 一 些 精确 解析 解 和 一 些 在 低 雷 诺 数 极限 下 的 近似 解 ,第 7 至 14 节 则 阐述 
在 很 高 雷诺 数 极限 下 的 边界 层 近似 . 所 谓 雷 诺 数 是 反映 流体 惯性 力 与 粘性 力作 
用 相对 重要 性 的 无 量 纲 参数 . 由 于 空气 和 水 的 粘度 系数 较 小 ,通常 飞机 或 轮船 
运动 的 雷诺 数 都 很 高 ,粘性 的 影响 局 限 在 物 面 附近 的 一 个 薄 层 (就 是 边界 层 ) 中 . 
在 边界 层 中 ,粘性 流动 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 组 得 到 很 大 简化 . 边界 层 理论 对 
于 计算 物体 的 摩擦 阻力 与 传 热 有 重要 意义 . 


8.1 ”粘性 不 可 压缩 流动 的 基本 方程 组 


在 第 三 章 中 ,我 们 已 经 导出 了 流体 力学 的 基本 方程 组 . 对 于 粘性 不 可 压缩 
流体 的 流动 ,这些 方程 可 以 写作 
У :о =0, (8.1.1) 


Dv 1 1 
—=F,-—Vp>p+— V (24S), (8.1.2) 
Dz b р р р (2u ) 
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єс үр =y (k V T)+ @. (8.1.3) 


RP ¿= 华 是 流体 的 比 热 (对 不 可 压缩 流体 不 再 区 分 为 等 容 比 热 , MPE EM 


с,). 在 导出 上 述 连 续 性 方程 \ 动 量 方程 和 能 量 方程 时 ,我们 采用 了 如 下 假设 : 

1) 流体 是 连续 介质 ; 

2) 流体 是 均 质 不 可 压缩 的 各 向 同性 牛顿 流体 ,服从 斯 托 克 斯 假设 ( 见 上 册 
中 (1.6.12) 式 ); 

3) 流动 中 每 一 瞬时 流体 质点 处 于 准 热平衡 态 ; 

4) 流体 中 的 热传导 服从 傅 里 时 定律 ( 见 上 册 中 (1.1.10) 式 ). 注意 (8.1.2) 
和 (8.1.3) 式 只 适用 于 惯性 坐标 系 ,(8.1.1) 式 与 坐标 系 是 否 惯性 系 无 关 . 在 上 
式 中 ,应 变 率 张 量 S 的 分 量 s; 与 速度 分 量 v 的 关系 是 (参看 1.4 节 ): 


„= (52 +39) | (8.1.4) 
而 不 可 压缩 流体 的 耗 散 函数 O 定义 为 (参看 上 册 中 (3.6.23 式 ): 
Ф=2и5:8. (8.1.5) 


粘度 系数 a ЖИЕ = ЖК k 和 比 热 c 通常 是 温度 本 的 给 定 函 数 ,单位 质量 流体 上 
作用 的 体力 F, ECHE. 对 于 均 质 不 可 压缩 流体 , 常 密度 o 也 是 已 知 的 . 这 
样 ,方程 组 (8.1.1) 至 (8.1.3) 包 含 两 个 标量 方程 和 一 个 矢量 方程 ,其 中 有 两 个 未 
知 标 量 (压强 p 和 温度 丁 ) 和 一 个 未 知 矢量 (速度 vw ) ,因而 是 封闭 的 . 其 中 的 运 
动 方程 (8.1.2) 式 是 法 国 科学 家 C.L.M.H. 纳 维 于 1821 年 和 英国 物理 学 家 
G.G. 斯 托 克 斯 于 1845 年 分 别 建 立 的 ,后 来 被 称 为 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 . ТЕХ 
献 中 常 简称 为 N 一 S 方 程 . 
如 果 所 考虑 的 问题 中 流体 粘度 系数 jy 随 温度 了 的 变化 小 得 可 以 忽略 不 计 ， 
那么 方程 (8.1.1) 至 (8.1.2) 可 以 简化 为 
У :о =0, (8.1.6) 
рор. Ly yoa (8.1.7) 
D: о 
AP у= yl/p, 称 为 运动 粘度 系数 ,有 时 又 称 为 动量 扩散 率 . (8.1.6) 和 (8.1.7) 
式 与 无关 ,因而 可 以 从 中 解 出 р 和 wv ,然后 青 将 v 代入 (8.1.3) 式 求解 温度 场 
Т. 在 实践 中 ,许多 问题 的 流 场 中 温度 变化 范围 很 小 ,或 者 流体 粘度 对 温度 变化 
很 不 敏感 ,这 时 都 可 采用 上 述 近 似 假设 ,把 流体 力学 问题 和 传 热 问 题 分 开 , 依 次 
求解 . 
下 面 我 们 便 在 ws 兰 常 数 的 假设 下 , 列 出 几 种 常用 的 正 交 坐标 系 之 下 
(8.1.6)、(8.1.7) 和 (8.1.3) 式 的 分 量 形式 ,其 中 S$S 和 @ 已 用 (8.1.4) 和 (8.1.5) 
式 的 表达 式 代入. 


8.1 粘性 不 可 压缩 流动 的 基本 方程 级 ` 51 ， 
HAERA, y, z): 
ðu ðv ди 
Ix ат 
ди „ди, ди, дир lap [ди Pu, ди 
ГАТА т кл ә 22), 
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球 坐标 系 (R ,0,4): 
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(8.1.10) 


在 第 三 章 中 ,我 们 还 导出 了 粘性 流体 流动 的 边界 条 件 . 简 而 言 之 ,常用 的 有 


8.1 粘性 不 可 压缩 流动 的 基本 方程 组 a 


以 下 几 种 : 
(1) 在 流体 与 固体 分 界面 上 : 
对 于 不 可 渗透 的 固 壁 有 无 滑 移 条 件 : 
u= om. (8.1.11) 
在 流体 与 固体 分 界面 上 通常 没有 温差 . 如 果 壁 面 温度 Ta 已 知 , 则 有 
| = Ta. (8.1.12) 
如 果 固 壁 传导 给 流体 的 单位 面积 热流 量 q, 已 知 , 则 有 热流 连续 条 件 ; 
K i (8.1.13) 
这 里 ”是 从 固 壁 指向 流体 内 的 法 线 方向 


(2) 在 两 种 液体 的 分 界面 上 : 
界面 两 侧 流 体 的 速度 温度、 压强 分 别 相等 ,而 且 切 应 力 和 热流 量 各 自 连续 ; 
1=%,Т,=Т,,р = р, 
0) (ан) ы (8), e), | 
这 里 ”是 界面 法 向 坐标 , U 是 界面 切 向 的 速度 分 量 . 
(3) 在 液体 与 气体 的 分 界面 (自由 面 ) 上 : 
在 忽略 表面 张力 时 ,自由 面 上 的 液体 压强 等 于 界面 上 方 气体 的 压强 po. 
Pw = Po. (8.1.15) 
这 时 自由 面 两 侧 流体 的 法 向 速度 连续 ,而 切 向 速度 可 有 滑 移 . 由 于 气体 的 粘度 
系数 和 热传导 系数 都 比 液体 中 小 得 多 ,自由 面 上 切 应 力 和 热流 都 近似 为 零 ; 


(50) =% сй =0. (8.1.16) 


在 非 定 常情 形 中 ,还 要 给 定 初始 时 刻 w ,pp, 工 在 空间 的 分 布 这 些 初始 条 件 . 
在 各 种 实际 应 用 中 ,最 重要 的 体力 是 重力 . 在 除 重力 外 没有 其 它 体力 作用 
时 ,动量 方程 (8.1.7) 式 有 如 下 形式 : 
p P= у pa: (8.1.17) 
这 里 假定 重力 指向 z 轴 负 向 . 这 时 如 果 引 入 广义 压强 p =p- [b + og (zo — 
z)] ,可 将 (8.1.17) 式 化 为 i 


(8.1.14) 


D 2 
p D ` -Vp +uV%, (8.1.18) 


即 形式 上 与 无 体力 时 的 动量 方程 一 致 . (8.1.18) 与 (8.1.17) 式 的 速度 场 是 一 样 
的 ,不 同 的 只 是 两 个 压强 场 相差 一 个 流体 静 压 强 po + pg (zo - z)( 参 看 上 册 中 
(2.3.3) 式 ). 这 就 是 说 :流体 静 压强 并 不 引起 流 场 速度 的 改变 ,只 有 流体 压强 p 
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与 其 静 压 强 po + og (zo — z) 之 差 才 引起 流 场 速 度 的 变化 . 既然 重力 的 影响 可 以 
通过 引入 广义 压强 而 消去 , 它 的 作用 就 仅 限 于 产生 流体 静 压 强 ,我 们 也 就 可 以 在 
今后 的 讨论 中 不 再 考虑 重力 . 但 有 自由 面 的 情形 是 例外 ,因为 引入 广义 压强 后 
边界 条 件 (8.1.15) 中 会 引入 g ,这 时 重力 的 影响 不 能 消去 . 

粘性 流体 力学 中 最 重要 的 问题 是 给 定 固 壁 与 流体 的 相对 运动 , 求 流体 作用 
于 固 壁 上 的 作用 力 和 通过 固 壁 单位 面积 的 热流 量 . 通常 定义 固 壁 上 的 局 部 表面 
摩擦 系数 ci 为 


(8.1.19) 


这 里 r。 是 壁面 切 应 力 , U。 是 流体 特征 速度 ,u 是 平行 于 壁面 方向 的 流体 速度 

分 量 ,n 是 壁面 法 向 的 坐标 . 对 于 壁面 的 传 热 ,通常 定义 表面 对 流传 热 系数 h 为 
йы эш Ja 

ктр TT, (8.1.20) 

其 中 q, 是 通过 壁面 单位 表面 积 的 热流 量 (以 从 壁面 流向 流体 方向 为 正 ) ,T, 是 

HERE, Т, 是 流体 中 的 某 一 特征 温度 . 在 上 式 中 用 到 了 g。= - k SL. 为 导 


出 此 式 可 在 单位 表面 积 的 壁面 两 侧 取 一 无 限 注 的 小 控制 体积 考虑 其 能 量 守恒 ， 
由 于 壁面 流体 速度 为 零 不 必 考 虑 对 流传 热 ,因而 由 固 壁 传人 的 热量 q, 等 于 由 
流体 一 侧 通过 热传导 带 走 的 热量 -3 

纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 组 是 讨论 粘性 流体 流动 的 出 发 点 ,正如 前 几 章 中 讨论 
无 粘 流 体 流动 由 欧 拉 方 程 出 发 一 样 . 在 第 四 章 中 ,我 们 曾 对 重力 场 中 无 粘 不 可 
压缩 流体 做 定常 流动 时 ,导出 沿 流 线 成 立 的 伯 努 利 积分 ( 见 上 册 中 (4.2.6) 式 ): 


2 2 
Z: | Ду —2 , bz 
2: 


— gz К 
р ç 


式 中 下 标 1 和 2 表示 同一 流 线 上 两 点 ,z 是 竖 直 向 上 的 坐标 . 仔细 研究 一 下 
(8.1.17) 式 ,发 现 它 与 无 粘 流 动 的 欧 拉 方程 相 比 ,区 别 只 在 最 后 一 项 ayo. 仿 
照 第 四 章 推 导 伯 努 利 方程 时 的 论证 ,可 以 导出 :重力 场 中 粘性 不 可 压缩 流体 做 定 
常 流动 时 , 沿 流 线 由 点 1 到 点 2 有 | 
К: 
ЖА = t'u tgn thu, (8.1.21) 
式 中 
м [9% а-у | 2-9 (8.1.22) 
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积分 沿 流 线 进 行 . h, 项 称 为 压 头 损失 ,表示 由 于 粘性 作用 所 引起 的 流体 能 量 的 
不 可 逆 损 失 . 〈8.1.21) 式 叫做 修正 的 伯 努 利 方程 , 它 在 计算 流体 通过 管道 长 途 
输送 的 问题 时 非常 有 用 . 在 这 类 问题 中 ,由 于 累计 的 粘性 损耗 相当 严重 ,不 能 再 
应 用 无 粘 流 的 伯 努 利 方程 (4.2.6) 式 . 本 书 8.5,9.5,9.6 节 中 将 要 举例 说 明 管 
流 中 的 h, 如 何 计算 . 
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粘性 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 在 数学 上 相当 复杂 ,除了 极 少数 特殊 情 
形 外 ,无 法 求 得 它 的 解析 解 . 因此 为 了 解决 各 种 工程 实际 问题 ,需要 广泛 进行 各 
种 模拟 实验 . 例如 ,把 飞机 或 火箭 模型 放 到 风 洞 中 吹风 ,或 者 把 舰 船 模型 放 到 拖 
Ва PRESARE. 很 自然 ,把 模型 做 得 和 实物 一 样 大 小 是 很 不 经 济 的 或 者 
不 现实 的 ,因此 模拟 实验 中 一 般 采 用 缩小 了 的 模型 . 这 就 产生 了 两 个 问题 :为 了 
保持 模拟 流 场 与 实物 流 场 之 间 的 一 定 对 应 关系 ,或 者 说 相似 性 ,实验 中 的 各 种 特 
征 参数 (例如 所 用 的 流体 性 质 , 来 流速 度 ,壁面 温度 等 ) 要 不 要 相应 地 调整 ? 由 模 
拟 实验 测 出 的 各 种 数据 ,例如 模型 所 受 的 流体 作用 力 和 通过 壁面 的 热流 量 , 又 需 
要 怎样 换算 才能 给 出 实物 上 的 对 应 值 ? 这 些 就 是 本 节 的 相似 律 所 要 讨论 的 内 
容 . 在 本 节 中 ,我 们 只 限于 讨论 不 可 压缩 均 质 粘性 流体 流动 的 相似 律 . 

我 们 首先 定义 怎样 的 两 个 流动 称 为 彼此 相似 的 . 所 谓 两 个 流动 现象 彼此 相 
似 , 有 以 下 四 个 不 同 的 层次 : 

1. 几何 相似 : 指 两 流 场 中 的 被 绕 流 物体 和 流 场 中 各 对 应 线 元 之 间 夹 角 相 
等 , 且 对 应 长 度 成 比例 . 分 别 取 模 型 与 实物 的 特征 长 度 和 特征 时 间 构 成 无 量 纲 
量 ,那么 两 流 场 中 无 量 纲 坐标 和 无 量 纲 时 间 相同 的 点 称 为 时 空 对 应 点 ; 

2. 运动 相似 : 指 两 个 几何 相似 的 流 场 中 时 空 对 应 点 上 的 速度 方向 相同 ,大 
小 成 比例 ; 

3. 动力 相似 : 指 两 个 运动 相似 的 流 场 中 时 空 对 应 点 上 对 应 面 元 所 受 的 力 方 
向 相同 ,大 小 成 比例 ; 

4. 热力 相似 : 措 两 个 动力 相似 的 流 场 中 时 空 对 应 点 的 温度 成 比例 ,通过 对 
应 点 上 对 应 面 元 的 热流 方向 相同 ,大 小 成 比例 . 

显然 ,对 于 不 同 的 实际 问题 ,我们 需要 提出 不 同 层次 的 相似 要 求 . 例如 ,如 
果 某 一 工程 设计 只 需要 知道 物体 所 受 的 流体 作用 力 而 对 传 热 不 感 兴趣 , 那 就 只 
需 令 模 型 流 场 与 实物 流 场 动力 相似 ,而 不 必要 求 它们 热力 相似 . 需要 强调 指出 
的 是 , 单 有 模型 与 实物 的 几何 相似 并 不 能 保证 两 个 流 场 之 间 动 力 相似 . 举例 说 ， 
如 果 两 个 几何 尺寸 相同 的 机 辟 模型 , 放 在 两 个 来 流速 度 相同 的 风 洞 中 做 实验 ,但 
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这 两 个 风 洞 中 使 用 粘度 不 同 的 流体 . 那么 由 于 机 杜 所 受 的 升力 与 流体 的 粘性 无 
关 ( 见 第 六 章 ) ,所 以 两 个 机 票 上 所 受 的 升力 相同 ,而 由 于 机 可 所 受 的 阻力 大 部 分 
来 源 于 流体 的 粘性 摩 氛 力 ,所 以 两 个 机 票 上 所 受 的 阻力 会 彼此 不 同 . 这 样 一 来 ， 
两 个 机 票 所 受 的 流体 作用 合力 (等 于 升力 与 阻力 的 矢量 和 ) 不 仅 大 小 不 同 ,方向 
也 不 一 样 . 在 实验 所 测 得 的 两 机 器 模 型 所 受 流体 作用 合力 之 间 , 就 没有 简单 的 
办 法 互相 换算 了 . 可 见 ,为 了 使 实验 结果 能 够 模拟 实物 的 受 力 情况 ,必须 要 求 两 
个 流 场 动力 相似 . 

那么 ,两 个 流 场 之 间 要 满足 些 什么 条 件 ,才能 在 动力 学 上 或 热力 学 上 彼此 相 
似 呢 ? 由 于 这 个 问题 的 重要 性 ,我 们 将 采用 两 种 不 同 的 方法 进行 推导 . 一 种 是 
量 纲 分 析 法 , 另 一 种 是 由 方程 组 和 边界 条 件 出 发 的 方法 . 为 了 清晰 起 见 ,下 面 将 
以 重力 场 中 粘度 系数 p 为 常数 的 均 质 不 可 压缩 流体 绕 过 某 一 物体 的 流动 为 例 ， 
假设 来 流速 度 U. fE Оле 平面 上 ,与 x а 角 ,重力 指向 z 轴 负 向 ,流体 自由 
面 上 方 是 大 气压 po. 

量 纲 分 析 的 x 定理 告诉 我 们 ,在 一 个 物理 问题 中 如 果 有 n 个 物理 量 ,其 中 包 
含 > 个 基本 量 岗 ,那么 这 个 问题 就 可 以 用 ”- > 个 独立 的 无 量 纲 量 来 描述 . 在 我 
们 这 个 绕 流 问题 中 的 几何 特征 量 取 为 物体 的 特征 尺度 工 ;时 间 特 征 量 取 为 某 一 to 
(例如 物体 的 振动 周期 , 它 在 定常 问题 中 不 出 现 ); 运 动 学 特征 量 有 来 流速 度 U. 和 
攻 角 a; 动 力学 特征 量 有 重力 加 速度 g, 流 体 密度 о 和 粘度 系数 /大 气压 po( 注 
意 :在 动力 学 中 有 意义 的 是 压强 差 而 不 是 压强 的 绝对 大 小 ,因而 可 把 来 流 压强 po 
取 作 基准 值 ,各 点 压强 由 p 起算. 这 样 ,p. 就 不 再 是 特征 量 ); 热 力学 特征 量 有 流 
体 的 热传导 系数 k ER c 以 及 物 面 与 来 流 的 温差 T. - T (和 压强 类 似 ,对 传 热 
起 作用 的 只 是 温差 而 不 是 绝对 温度 ). 如 前 所 述 , 当 p 为 常数 时 流体 力学 问题 与 热 
力学 问题 可 以 分 开 依次 求解 . 流 场 中 各 点 (zx,y,z) 在 时 刻 t 的 压强 p 和 速度 v B 
了 是 时 空 点 (zx,y,z,t) 的 函数 之 外 ,还 依赖 于 上 述 前 八 个 特征 量 L,io,U。 ,a,g， 
о, 和 po; 而 流 场 中 的 温度 ТУ T 之 差 则 除了 是 (x,y,z,i) 的 函数 之 外 ,还 依 
赖 于 上 述 全 部 十 一 个 特征 量 . 后 者 可 用 函数 关系 表示 为 : 

T-To=f(z,y,z,t;L,to, Us agopypbo RicT — To). (8.2.1) 
在 这 一 关系 式 中 ,出 现 n=16 个 物理 量 ,其 中 骨 + =4 个 基本 量 纲 (长 度 ,时 间 ， 
质量 ,温度 ) ,因而 按照 x 定理 ,可 以 把 它 化 为 n — т = 12 个 无 量 纲 量 之 间 的 函数 
关系 . 这 十 二 个 无 量 岗 量 可 以 有 无 穷 多 种 取 法 ,因为 任 一 个 无 量 纲 量 的 圭 也 是 
无 量 纲 量 , 任 意 两 个 无 量 纲 量 相 乘 仍 得 无 量 岗 量 . 在 (8.2.1) 式 中 若 取 工 ,to， 
ро, T, - 工 。 为 基本 量 , 与 所 有 其 它 量 分 别 构成 无 量 纲 量 的 话 ,就 会 得 到 无 量 纲 
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以 及 其 它 无 量 纲 参 数 xi 到 z, 的 如 下 函数 关系 : 
T* = filr, y sZ st SA A2,A3 Ta Ts» M6» T7). 


U» to _ boto = й _ ЁСТ„— Т.) 


2 
这 里 ”zi = S m я; = 8%, п = 200 л л 
这 1 L s72 2—3 1,? 4 о?’ 5 Doto’ 6 poL” , 


Ра 2 
” = Tat, 适当 组 合 这 些 无 量 纲 参数 可 以 得 到 不 同 的 函数 形式 ,一 种 方 
便 的 形式 是 : | 

Т* = Е, (х,у z ,t ;St,a,Fr,Eu,Re,Pr,Ec), (8.2.2) 
式 中 


(8.2.3) 


L U: 
29 —_ ean SS a, 
Р ‚ Pr £ ‚ Ec c(T Te) . 


很 显然 ,这 些 无 量 参数 可 由 前 面 的 xi 至 x, 按 如 下 方式 组 合 而 得 : 


类 似 地 ,可 以 用 量 纲 分 析 方 法 导出 : 
010. = Е,(х',у ,zx ,t ;St,a,Fr,Eu,Re), | 
ЗА; (8.2.4) 
510002.) = F,(z ‚у, st ;St,a,Fr,Eu, Re). 
根据 我 们 前 面 的 定义 ,在 无 量 纲 初始 条 件 相同 时 ,要 想 使 几何 相似 的 模型 与 实物 
的 流 场 动力 相似 ( 即 在 时 空 对 应 点 上 有 相同 的 w JU 和 p| (oU, )) ,必须 要求 两 
流 场 有 相同 的 St,c, Fr ,Eu 和 Re; 要 想 使 这 两 个 流 场 同 时 也 热力 相似 ( 即 在 时 
空 对 应 点 上 有 相同 的 个 ” ) ,二 者 除 上 述 参数 相同 外 ,还 必须 有 相同 的 Pr ЯП Ес, 
所 有 这 些 无 量 纲 参数 叫做 相似 参数 (或 相似 准则 ) ,它们 都 各 有 明确 的 物理 意义 ， 
在 解释 这 些 相似 参数 的 物理 意义 之 前 ;我 们 试用 另 一 种 方法 来 导出 相似 的 
条 件 . 这 种 方法 从 间 题 的 方程 组 和 定 解 条 件 出 发 ,有 助 于 更 清晰 地 揭示 相似 参 
数 的 物理 意义 . 重力 场 中 粘度 系数 w 为 常数 的 均 质 不 可 压缩 绕 流 满足 (8.1.1)， 
(8.1.17) 和 (8.1.3) 式 . 在 这 些 方程 中 ,p 和 芽 都 出 现在 微 商号 下 ,可 取 p H p< 
算 起 ,并 取 T-TREE 工作 为 因 变量 ,于 是 我 们 考虑 的 问题 的 数学 提 法 为 ; 
Vo =0, (8.2.5) 


= -pgk -Vptuv', (8.2.6) 
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pe T-T V.k Y(T-T=)]+0, (8.2.7) 

物 面 ( 固 壁 )z= f,i(z,y):o =0, Т-Т.=Т,- Т., (8.2.8) 

自由 面 z= zo:p= po, (8.2.9) 
来 流 V r + y + 22—00 y = U. (cos ai + sin ak), 

p=0, Т-Т.=0 (8.2.10) 


在 非 定常 问题 中 ,还 要 加 上 初始 条 件 : 

t=0:v =o (z,y,z),bp=pb(z,y,z),T= T (х,у, =). (8.2.11) 
下 面 我 们 就 从 数学 提 法 (8.2.5) 一 (8.2.11) 出 发 ,来 推导 动力 相似 与 热力 相似 所 
必须 满足 的 条 件 . 首先 引信 下列 无 量 纲 量 : 


二 之 У, Е ийе ОЁ 
X L’ L L Be 

_v ,, we T-T. (8.2.12) 
КА -U ‚ P oU > Т. = Т. 


将 方程 组 和 定 解 条 件 无 量 岗 化 ， 记 “= i 455 + 了 了 + k gp, ЖЕ 


(8.2.5) 的 无 量 纲 形式 是 : 
VvV’.v’=0. (8.2.13) 
此 方程 仅 变换 了 变量 ,而 不 出 现任 何 无 量 纲 参 数 . 这 说 明 : 连 续 性 不 受 任何 流动 


参数 的 直接 影响 . Жүр =з +0. V ,可 得 动量 方程 (8.2.6) 的 无 量 纲 形式 : 


до 2 РА Y eE 1, Е ГАЧ 1 ”2 , 
St о + (v У’) = Fk у р рУ Ç. (8.2.14) 
非 定 常 对 流 重力 压 差 ” 粘性 应 力 
负 的 惯性 力 


这 里 出 现 了 三 个 无 量 纲 参数 :斯 特 劳 哈 尔 数 St , 弗 劳 德 数 Fr 和 雷诺 数 Re ,它们 
的 定义 见 (8.2.3) 式 . 由 上 式 中 注 出 的 各 项 物理 意义 可 以 看 出 : Re 表征 惯性 力 
与 粘性 应 力 的 相对 大 小 ,Fr 表征 惯性 力 与 重力 的 相对 大 小 ,而 S: 表征 非 定常 效 


应 的 相对 重要 性 . 例如 , St 可 写成 St = =: < 即 流体 以 特征 速度 UJ。 流 过 特征 


长 度 工 E КЕЕН И Gq kuya: 如 果 物 体 
尺度 很 小 ,流速 和 振动 周期 较 大 ,那么 St 就 会 很 小 , 非 定 常 效应 就 可 以 忽略 不 
H. 从 物理 上 说 ,这 时 流体 流 过 物 面 所 需 时 间 很 短 . 物 面 还 来 不 及 明显 地 振动 ， 
所 以 非 定常 效应 不 明显 ,以 后 我 们 还 会 看 到 ,无 量 纲 形式 的 方程 对 于 分 析 不 同 
物理 效应 的 相对 重要 性 是 非常 方便 的 , 它 提供 了 一 把 统一 的 尺子 来 度量 不 同 物 
理 量 的 大 小 . 在 上 述 某 一 相似 参数 很 大 或 很 小 时 ,常常 可 以 忽略 方程 中 的 一 些 
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项 而 使 数学 处 理 大 大 简化 . 注意 (8.1.5) 和 (8.1.4) 式 所 给 出 的 D 的 定义 ,能 量 
方程 (8.2.7) 可 以 无 量 纲 化 为 
DT' _ 1 


КОКОС, ТС 
DI =v | EVT )+ БФ (8.2.15) 
对 流传 热 热传导 粘性 耗 散热 


A Ф = 在 这 一 方程 中 引入 了 两 个 新 的 无 量 纲 参数 : 普 朗 特 数 Pr 和 埃 


克 特 数 Ec ,它们 的 定义 也 见 (8.2.3) 式 . 由 定义 看 出 ,P = GE RRR ERUN ы 


热传导 效应 的 相对 重要 性 , Ec = чєк r Em at 5880531 ЕЛЕ. 
1 2.15) 式 可 知 ,对 流传 热 . 热 传导 和 粘性 耗 散热 的 相对 重要 性 正比 于 1: 


记忆 : 巧 . 边界 条 件 与 初始 条 件 (8.2.8) ~(8.2.11) 式 的 无 量 纲 形 式 是 


х2 = Е(х',у): v =0, Т‘ =1, 
z =z0: р = Еи, | 
х? + у? + 22—00 ;р = соз ai + іп ak, р =0, Т" =0, (8.2.16) 

t =0:0 svile sy ,2), р =р(х,у,=2'), | 

T*=Tf (= у.е). 
这 些 条 件 中 出 现 的 无 量 纲 参数 有 欧 拉 数 Eu (定义 见 (8.2.3) 式 ) , 攻 角 a 和 初始 
Жо, р, Ту. 这 里 Eu 表示 压 差 力 与 惯性 力 的 相对 大 小 . 总 结 一 下 无 量 纲 
方程 和 定 解 条 件 (8.2.13) 一 (8.2.16) ,我 们 可 以 得 到 如 下 的 相似 律 :对 于 重力 场 
中 粘度 系数 w 为 常数 的 均 质 不 可 压缩 流体 的 绕 流 问题 ,两 个 几何 相似 ( 即 上 式 
中 下 与 zo 相同 ) 的 流 场 彼此 动力 相似 的 充分 必要 条 件 是 : 

1) 它们 有 相同 的 相似 参数 St, Fr , Eu M Re; 

2) 它们 有 相同 的 攻 角 a; 

3) 它们 有 相同 的 无 量 纲 初始 条 件 v1 (zx,y ,zx ),pi(x yx)( 对 定常 问 

题 无 此 项 要 求 ); 

为 使 这 两 个 流 场 彼此 热力 相似 ， 除 满足 以 上 条 件 外 ， 还 要 求 满足 : 

4) 它们 有 相同 的 相似 参数 Pr 和 Ec; ` 

5) 它们 有 相同 的 无 量 纲 初始 条 件 Ti (x ,y z). (对 定常 问题 无 此 项 要 求 . ) 
很 显然 ,这 些 结论 和 前 面 应 用 量 纲 分 析 方 法 导出 的 (8.2.2)、(8.2.4) 式 是 完全 一 
致 的 . 

值得 指出 的 是 ,上 述 具 体 的 相似 条 件 是 针对 重力 场 中 и 为 常数 的 均 质 不 可 
压缩 流体 绕 流 问题 导出 的 . 对 于 不 同 的 流体 力学 问题 可 以 导出 不 同 的 相似 条 
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件 , 其 中 许多 问题 里 可 以 出 现 别 的 相似 参数 . 我 们 学 习 流体 力学 ,应 该 着 重 学 会 
推导 相似 律 的 方法 ,以便 在 实际 工作 中 针对 不 同 的 情况 自行 推导 具体 的 相似 条 
件 . 上 面 介绍 的 两 种 方法 各 有 其 优 缺 点 ,由 方程 与 定 解 条 件 无 量 纲 化 的 方法 能 
够 直观 地 给 出 相似 参数 的 物理 意义 ,但 对 有 些 复杂 现象 不 易 列 出 全 部 方程 和 定 
解 条 件 时 ,从 物理 上 分 析出 各 种 影响 因素 采用 量 岗 分 析 往 往 更 为 方便 . 

还 应 指出 ,即使 对 于 重力 场 中 j 为 常数 的 均 质 不 可 压缩 流体 绕 流 问题 ,也 
并 不 总 是 同时 出 现 所 有 上 述 相似 参数 . 例如 , 当 自 由 面 不 存在 时 ,可 以 通过 引信 
广义 压强 的 方法 消除 重力 对 流 场 的 影响 (参看 (8.1.18) 式 前 后 的 论述 ) ,从 而 使 
无 量 纲 动量 方程 (8.2.14) 中 不 出 现 含 Fr 的 项 . 这 时 边界 条 件 中 也 不 出 现 欧 拉 
Ж Eu. 于 是 动力 相似 所 要 求 的 四 个 相似 参数 St, Fr, Еи 和 Re 就 只 剩 下 两 个 : 
St 和 Ке. 在 定常 流动 问题 时 ,不 出 现 St Ж. 对 于 温差 较 大 而 流速 很 低 的 流动 ， 
Ec 数 会 很 小 ,往往 可 以 忽略 不 计 . 因此 我 们 可 以 总 结 出 : 

` 1) 对 于 粘性 流动 来 说 , Re 数 通常 是 最 重要 的 相似 参数 ; 

2) 为 使 非 定常 流动 相似 ,必须 保持 S: 数 相同 ; 

3) 为 使 有 自由 面 的 流动 相似 ,必须 保证 其 Fr 数 和 Ew 数 分 别 相同 ; 

4) 在 考虑 有 传 热 的 流动 相似 时 ,必须 保证 其 Pr 数 相同 . 

5) 在 流速 较 高 的 传 热 问题 中 ,必须 保证 其 Ec 数 相同 . 

相似 律 在 工程 实践 上 有 重要 应 用 . 下 面 举 例 加 以 说 明 . 

例 8.1 为 确定 在 深水 航行 的 潜艇 所 受 的 阻力 ,采用 1/20 缩 尺 的 模型 在 水 
洞 中 进行 模拟 实验 . 若 潜艇 速度 为 Up =2.572m/s, 海 水 密度 pp = 1 010kg/m, 
运动 学 粘度 系数 yp =1.30 x 10-m2/s, 水 洞 中 水 密度 Om = 988kg/m ,运动 粘度 
系数 va =0.556х10 m/s. 试 确定 潜艇 与 模型 的 阻力 比 . 

解 ” 按 题 意 ,要 求 几何 相似 的 模型 与 潜艇 的 流 场 动力 相似 . 因 问题 为 定常 ， 
不 存在 St 和 初始 条 件 ; 因 潜艇 在 深水 中 远离 自由 面 , 故 不 考虑 Fr 和 Eu; 因 问 
题 的 攻 角 a=0 故 亦 不 必 加 以 考虑 . 由 本 节 导 出 的 相似 律 ,只 要 两 个 流 场 的 雷诺 
Ж Кер = Re。 ,就 有 两 个 流 场 动力 相似 ， 
Wr 


130х10# 1:978X 10° Lp. 


若 潜 艇 长 为 Lp, 则 Rep = 


1 
“Омзд1, 
Dla кор, 
因 模 型 长 工 , = Le 有 Re,, = wa C 0 556X10 °` 


H Кер = Ке, 解 出 模型 试验 中 水 速 U =22.0 m/s. 
根据 (8.2.4) 式 ,这 时 应 该 有 
р (00) = Е, (х,у, х; Re) 
由 于 阻力 D 等 于 压强 和 剪 切 应 力 投 影 沿 物 面 的 积分 ,具有 pL? 的 量 纲 ,而 模型 
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与 潜艇 的 形状 又 是 几何 相似 的 ,可 知 :无 量 纲 阻力 Co( 又 叫 阻 力 系数 ) 只 是 Re 
的 函数 , 即 


Сь= дурт” F (Re). 
由 于 模型 与 潜艇 流 场 的 Re 相等 , 故 其 Co 应 该 等 . 于 是 
Pe тр 
pr n ULL ’ 
由 此 可 以 推出 : 
pp. (SH ш] = у; > 


所 以 潜艇 与 模型 所 受阻 力 之 比 为 5.59. 

注意 ,由 此 例 我 们 知道 ， 两 个 动力 相似 的 流动 中 物体 所 受 无 量 纲 力 是 相等 
的 ,但 其 有 量 纲 力 一 般 并 不 相等 ,而 要 按 一 定 比例 换算 . 

例 8.2 已 知 粘性 不 可 压缩 均 质 流体 通过 长 为 1 的 直 圆 管 的 压 降 Ap Жо, 
kK，U,D,l Же 的 函数 ,其 中 p,y,U 分 别 是 流体 的 密度 、 粘 度 系 数 和 平均 速度 ， 
D 是 圆 管内 直径 ,e 是 管内 壁 的 表面 粗糙 度 (定义 为 内 半径 的 平均 偏差 )， 试用 
量 纲 分 析 证 明 ,它们 之 间 的 关系 可 用 无 量 纲 量 表示 成 : 

Ap _ 了 e 
了 , (8.2.17) 
式 中 Re=CLP ; 


и 
解 ” 按 题 意 

Ар= р. (о,и,О,р,1,е). 
此 式 中 有 n=7 个 物理 量 ,其 中 含 =3 个 基本 量 纲 , 按 x 定理 可 简化 为 n — r = 
4 个 无 量 纲 其 之 间 的 函数 关系 . 记 质 量 , 长 度 与 时 间 的 基本 量 纲 分 别 为 M,L 和 
T, 写 出 各 量 的 量 纲 如 下 : | 

[Aap]=ML !T2,[o]=ML , [u]=ML T, 
[U]=LT 1,[D]=L,[e]=L. 
AR o, U, D 为 基本 量 ,将 其 余 各 量 与 这 些 基本 量 组 合成 无 量 纲 量 . 例如 , 设 
[Ap]=[pJ*[UJ]A[DJ?, 列 出 此 式 两 侧 的 量 纲 有 : 
MLT? = (ML-3)“(LT-1)8L7 

显然 两 侧 的 M,L, 工 的 寡 次 应 该 分 别 相等 : 

对 M 有 : 1=a， 

XLE: -1= -3а+8+ Уу, 

xT: = 2= = 8: 
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由 此 解 得 ; 

a=1,8=2,y=0 
[др ]= оО, Р Др/оО? 构成 一 个 无 量 纲 量 . 对 y,1,e ,类 似 地 构造 无 
量 纲 参数 ,可 以 得 到 


这 就 是 (8.2.17) 式 . 
注意 ,如 果 没 有 (8.2.17) 式 ,在 设计 管道 时 ,每 改变 о, U,w,D,!,e 中 任何 
一 个 参数 ,都 要 做 一 次 实验 测量 其 压 降 Ap. 有 了 (8.2.17) 式 ,只 要 分 别 改变 


UD 就 可 
人 , 方 做 实验 测定 其 多, 画 出 图 表 ,就 可 以 用 于 任何 场合， RIEMEN 


DARTEN, RENE ШОР ЫА — АВ, ТДА p, U, Dy 


分 别 任意 变化 的 情形 . 可 见 量 纲 分 析 不 只 能 帮助 我 们 推导 相似 律 ,而 且 能 帮助 
我 们 设计 实验 ,大 大 减少 实验 的 工作 量 . 

例 8.3 为 了 估算 船 在 水 面 行驶 的 阻力 ,用 缩 尺 1/20 的 模型 在 拖 点 水 池 做 
实验 . 设 船体 长 30m, 速度 Sm/s, 水 的 密度 1 000kg/mi ,粘度 系数 и = 0.001kg/ 
(m's). 试问 如 何 安排 试验 条 件 才能 保证 试验 与 真实 情况 动力 相似 ? 

解 这 两 个 流动 都 是 攻 角 а =0 的 定常 流动 ,不 出 现 St 和 初始 条 件 . 自由 
面 上 方 的 压强 po = p< , 按 上 文 由 ps 起 算 的 po 都 是 0, 因 而 都 有 Ex =0. 因此 
在 这 一 问题 中 重要 的 相似 参数 是 Re 和 Fr. 为 保持 实验 与 真实 流动 动力 相似 ， 
必须 要 求 两 流动 的 Re 和 Fr 都 相等 . 


U} КЕ. 
对 实物 :Fy = T = 98х30 
2 2 
对 模型 :下 == = 0.085, 
8-m 9. 8Х 5) 30 


由 此 算出 : 0, =1.118m/s. 


_ р Ia 1000x 5 х 30 _ 
实物 的 : Re = 0.001 


=0.085. 


=1. 50 х 10°. 


1.118х 1 x30 
模型 的 ; — = 一- — 
由 此 解 出 :vy, =1.118xXx10 m/s. 
因此 要 实现 模型 试验 与 真实 流动 的 动力 相似 ,必须 使 模型 以 速度 1.118m/s 
在 运动 粘度 系数 为 1.118x10 m/s 的 液体 表面 运动 . 要 实现 这 样 的 拖 忠 速度 


=1.50x10°. 
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并 不 困难 , 难 的 是 找 不 到 任何 一 种 流体 有 这 样 低 的 运动 粘度 系数 . ЭЕ ПЛ ,20C 
下 水 的 y=1.02Xx10 m/s, 汽 油 的 v=4.37X10-'nm/s. 运动 粘度 系数 最 低 的 
水 银 有 v=1.21X10 "m/s, 仍 比 所 要 求 的 va 高 一 个 数量 级 . 在 这 种 情况 下 , 根 
本 无 法 实现 两 个 流动 间 的 动力 相似 . 因而 人 们 只 得 退 而 求 其 次 ,只 保证 一 个 主 
要 的 相似 参数 相同 . 因为 船体 所 受 的 波 阻 取决 于 Fy ,而 船体 所 受 的 粘性 阻力 依 
HT Re ,在 实际 试验 时 人 们 往往 采用 水 作为 试验 流体 ,通过 调节 拖 电 速度 U. 
保证 其 Fy 与 真实 情况 一 致 ,然后 通过 理论 计算 对 测量 值 加 以 修正 ,以 考虑 Re 
不 一 致 所 引起 的 误差 . 这 种 只 能 保证 试验 与 真实 流动 部 分 相似 的 做 法 也 常用 于 
其 它 种 类 的 试验 ,例如 风 洞 试验 . 

从 这 些 例题 我 们 看 到 ,模型 试验 必须 在 理论 的 指导 之 下 进行 . 而 且 , 由 于 模 
型 试验 常常 不 能 完全 模拟 真实 流动 ,也 由 于 模型 实验 有 时 仍 需 要 消耗 巨大 的 人 
力 物力 ,所 以 对 于 一 些 典型 情况 进行 理论 探讨 或 者 数值 计算 仍 有 着 重要 意义 ， 
我 们 学 习 流 体力 学 ,必须 认识 到 实验 ,理论 和 计算 这 三 者 是 相辅相成 , 互 为 补充 
的 . 我 们 一 定 要 熟练 地 掌握 这 三 方面 的 技能 ,不 可 偏 废 . 
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前 面 几 章 中 ,我 们 主要 讲 无 粘性 流体 的 运动 . 粘性 流体 的 运动 有 一 些 显著 
不 同 于 无 粘性 流体 的 特点 ,这 就 是 :运动 的 有 旋 性 ,机 械 能 的 耗 散 性 和 涡 旋 的 扩 
ШЕ. 下 面 分 别 加 以 说 明 . 

(一 ) 粘性 流体 运动 的 有 旋 性 | 

第 五 章 的 凯 尔 文 定理 告诉 我 们 ,在 有 势 体力 作用 下 的 正 压 无 粘性 流体 ,一旦 
无 旋 就 永远 无 旋 . 当然 ,无 粘性 流动 也 可 能 变 为 有 旋 , 例 如 当 流体 为 斜 压 或 者 体 
力 为 无 势 时 . 但 是 ， 粘性 流体 的 流动 除了 极 个 别 特例 外 ， 几乎 都 是 有 旋 的 . 这 可 
以 用 下 述 方法 反 证 . 

为 了 数学 上 简明 ,我 们 从 и 为 常数 的 均 质 不 可 压缩 粘性 流体 的 纳 维 - 斯 托 
克 斯 方程 组 (8.1.6) 一 (8.1.7) 式 出 发 ,但 所 得 结论 对 一 般 粘 性 流体 运动 均 成 立 . 
这 一 方程 组 是 | 

У.о =0, (8.3.1) 
Dv 


Desr -dv ptv V. (8.3.2) 
根据 矢量 计算 法 则 ,(8.3.2) 式 的 最 后 一 项 中 ， 
Via=V(yo)-yYx(VYxnpn)=-VYxo. 


这 里 о=У xv 是 流体 的 涡 量 . 如 果 粘 性 流体 无 旋 , 那 么 @o=0, 于 是 (8.3.2) 式 
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最 后 一 项 为 零 , 纳 维 — 斯 托 克 斯 方程 组 变 为 


V:v =0, 
э 1 
тя f тув 


它 在 形式 上 与 无 粘性 流体 的 欧 拉 方程 组 一 样 . 根据 第 六 章 ,无 粘性 流体 的 欧 拉 
方程 组 在 一 定 条 件 下 有 唯一 解 . 乍 一 看 来 似乎 无 旋 的 粘性 流动 与 无 粘性 流动 应 
有 相同 的 解 . 但 实际 上 一 般 并 不 如 此 . 这 是 因为 无 粘性 流动 与 粘性 流动 的 边界 
条 件 提 法 不 同 . 在 固 壁 上 ,无 粘性 流动 只 要 求 流 体 法 向 速度 与 固 壁 法 向 速度 相 
同 ,而 粘性 流动 则 要 求 流体 与 固 壁 的 法 向 、 切 向 速度 都 相同 . 一 般 说 来 , 欧 拉 方 
程 组 的 解 满足 法 向 速度 连续 条 件 ,但 并 不 满足 切 向 速度 无 滑 移 条 件 . 举例 说 ,大 
家 熟知 的 圆柱 无 粘 绕 流 解 ,圆柱 表面 的 流动 法 向 速度 为 零 , 但 该 处 流体 切 向 速度 
并 不 便 等 于 零 ,无 论 怎样 增加 环 量 均 不 行 . 从 数学 上 说 ,这 是 因为 欧 拉 方 程 的 微 
分 阶 数 低 于 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 (包含 vV o 项 ) 的 微分 阶 数 ,因而 前 者 满足 边 
界 条 件 的 个 数 应 该 少 于 后 者 . 这 就 是 说 ,尽管 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 组 原则 上 人 允 
许 有 无 旋 解 ,但 由 于 固 壁 边界 条 件 的 限制 ,无 旋 的 粘性 流 解 一 般 不 存在 . 也 就 是 
说 ,除了 极 个 别 特例 之 外 ,粘性 流动 一 般 都 是 有 旋 的 . 

所 谓 极 个 别 特例 ,是 指 无 粘 流动 的 解 恰巧 也 满足 切 向 速度 无 滑 移 条 件 的 情 
J. 例如 图 8.1(a) 画 的 是 无 粘性 流 中 一 个 环 量 为 Г 的 孤立 直线 涡 所 引起 的 速 


EAH ulr) CE r= а 处 的 值 是 w = 51 = 常数 ;图 8.1(b) 画 的 是 一 个 以 角 
速度 o 绕 轴 旋转 的 圆柱 (半径 为 a) 在 圆柱 以 外 粘性 流体 中 引起 的 流动 . 这 时 的 
粘性 流动 恰巧 是 无 旋 的 ,因为 只 要 令 (a) 中 的 P = 2а? ,那么 (a) 的 解 在 r= a 
处 刚好 是 vo = wa ,恰巧 满足 (b) 中 旋转 的 圆柱 表面 的 切 向 速度 无 滑 移 条 件 ，(a) 
和 (b) 在 r>oo 的 边界 条 件 也 相同 : v0. 


N a. 22 


(a) 点 涡 引 起 的 无 粘 流动 (b) 圆柱 旋转 引起 的 粘性 流动 
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(二 ) 粘性 流体 运动 机 械 能 的 耗 散 性 
在 第 三 章 中 我 们 已 经 导出 流体 质点 粹 的 变化 率 为 (参见 上 册 中 (3.6.28) 
式 ): 


от р?=7-(ЕУТ)+д+Ф. (8.3.3) 


Ш, Е TS НАЙ, ЕЕ A AER ЕЮ 
w, MRAR ТЖ РЕЛ ЕТТУ ДЕ НАЙМ. 由 (8.1.;5) 式 知 


Е а ди 2 ду д до ди 
h RUN D 


(5 +5) Gee). (8.3.4) 


因为 y >0, 除 非 二 0( 即 流体 象 刚体 一 样 运动 时 ), 恒 有 Ф>0. 于 是 可 知 ,粘性 
力 所 做 的 功 只 有 一 部 分 变 为 动能 ,而 另 一 部 分 则 引起 耗 散 性 的 不 可 逆 过 程 . 而 
由 (8.3.3) 可 知 ,无 粘性 无 热传导 的 流动 则 是 非 耗 散 性 的 . 这 是 粘性 流动 与 无 粘 
性 流动 的 一 大 区 别 . 由 (8.3.4) 式 看 出 ,流体 变形 率 越 大 ,或 粘性 越 大 时 ,机械 功 
的 耗 散 就 越 大 . 我 们 平时 观测 到 的 轴承 发 热 ,飞行 器 表面 温 升 等 ,都 是 机 械 功 耗 
散 的 具体 表现 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 现在 来 计算 一 个 静止 封闭 容器 中 均 质 不 可 压缩 粘性 流 
体 的 能 量 耗 散 率 


E= | oar. | (8.3.5) 
这 里 с 是 容器 的 体积 ,假设 它 的 边界 面 是 S. 在 (8.3.4) 右 方 减 去 恒 等 于 零 的 
2 (V: o )? ко „ЗЛЖ о = roto ,得 到 
du дф до ди диди Aw ди 


ду ðz Iz ду де ðr дх д 


ди до ди дә 
=. е 736 | (8.3.6) 


将 此 式 代入 (8.3.5), 并 注意 | 
1055 38-22 zl = 1569 5) эг” зу)]4 
= fola cos TAS y cos ~) |45 =0. 


上 式 最 后 一 步 用 了 不 动 壁面 上 的 粘 附 条 件 ("=0). 类 似 地 ,可 以 证 明 (8.3.6) 中 
方 括号 内 所 有 各 项 的 体积 分 为 零 , 于 是 (8.3.5) 式 变 成 


Е = | Фаг = uf wzdr (8.3.7) 
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此 式 表明 :不 动 封闭 容器 中 均 质 不 可 压缩 粘性 流体 的 总 耗 散 率 只 与 该 体积 内 的 
涡 旋 强度 有 关 . 由 于 不 动 封闭 容器 中 不 可 压缩 流体 的 运动 总 是 有 旋 的 ,所 以 总 
是 存在 机 械 能 耗 散 . 

(=) 粘性 流体 运动 中 涡 旋 的 扩散 性 

由 第 五 章 我 们 知道 , 均 质 不 可 压缩 无 粘性 流体 在 有 势力 作用 下 , 涡 的 强度 保 
持 不 变 , 流 场 中 的 涡 就 好 象 "冻结 "在 涡 线 上 一 样 . 但 是 在 粘性 流体 中 ,不 均匀 的 
涡 场 却 不 断 地 变化 着 , 涡 较 强 的 部 分 要 变 弱 ,而 涡 较 弱 的 部 分 要 变 强 . 总 的 看 
来 ,趋向 于 使 涡 场 强度 “拉平 ”, 就 好 象 涡 旋 在 扩散 一 样 . 举例 说 ,对 于 在 有 势力 
作用 下 平面 均 质 不 可 压缩 粘性 流体 的 运动 ,由 于 olo ,(5.2.1) 式 中 的 (@*V )o 


等 于 零 ,该 式 在 o 的 极 值 点 { 38= 8 一 0 变 为 


2 2 
e=. vb= ozat] (8.3.8) 
2 2 
ZEER о= ок 沿 z 轴 方 向 . 显然 ,在 o 的 极 小 值 点 ,卫生 +220, 


2а >0 N o 的 极 大 值 点 ,了 8 + 2% <0, то <0. 这 就 说 明了 ,原来 能 处 
£ y . t 
要 变 强 , 原 来 强 处 要 变 弱 . 这 样 在 粘性 流动 中 即使 原来 无 旋 的 地 方 也 会 由 于 周 
转 的 涡 的 扩散 而 变 为 有 旋 . 这 再 一 次 说 明了 ,粘性 流动 一 般 都 是 有 旋 的 . 
在 第 5.4 节 中 ,我 们 讲 了 粘性 流体 中 直线 涡 扩 散 的 例子 ,现在 我 们 再 来 详细 
地 考察 一 下 它 的 演变 过 程 ,以 期 得 到 清晰 的 物理 图 象 
(5.4.20) 式 指出 ,车 初始 时 刻 (=0) 位 于 r =0 的 直线 涡 的 环 量 是 Tu , 则 在 


任意 时 刻 :>0 位 于 > ДАЛЕ о 为 
2 

®=р®ехр [е | . (8.3.9) 
图 8.2 对 于 不 同 的 时 刻 vt 画 出 了 涡 强 度 w(7r,t ) 随 空间 坐标 7 的 变化 . 在 上 =0 
(图 中 未 画 ) ,全 部 涡 强 集中 于 >=0, 而 任何 50 点 的 涡 强 为 零 ( 无 旋 ). 而 当 
t >0 ,在 流 场 中 任 一 点 都 有 o >0, 这 说 明 整 个 空间 在 一 瞬时 产生 了 涡 旋 . 为 了 
清晰 起 见 ,图 中 涡 的 强度 采用 对 数 标尺 . 可 以 看 到 ,一 开始 涡 量 集中 于 z Ж 
近 , 随 zt 加 大 向 外 扩散 并 衰减 得 很 快 . 没 半径 为 > 的 圆周 的 环 量 是 


r=| ОЕ Беу; (8.3.10) 
ЖЕ p= TT H r 2 — 
гі =1.665/ м. 
可 见 е: ВЕ гЗ ТЕНИ Ж. 也 就 是 说 , 随 着 时 间 的 增长 , 涡 旋 逐渐 向 外 扩散 ， 
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图 8.2 


图 中 的 o Bë r 变化 越 来 越 平缓 ,而 w 的 最 大 值 ( 位 于 + =0 处 ) 则 越 来 越 减 弱 . 
直到 :>oo 时 ,全 流 场 n>0, 也 就 是 流体 的 粘性 耗 散 掉 初 始 时 孤立 线 涡 的 全 部 动 
能 ,所 以 流 场 静止 下 来 . 现在 请 大 家 翻阅 本 书 上 册 图 5.35, 让 我 们 考察 流 场 中 某 
一 确定 点 (7 固定 ) ,那么 上 >0 时 点 涡 强 度 先 逐渐 增 大 ,到 у = 2/04) А 


到 最 大 值 www = =?e-”, 然 后 逐渐 减 小 到 零 . 可 见 + 越 大 的 点 达到 最 大 值 的 


时 间 越 晚 ,而 其 最 大 值 更 是 随 x 的 增 大 而 急剧 衰减 . 所 以 , 距 < 轴 很 远 的 地 方 虽 
然 在 涡 扩 散 中 也 变 为 有 旋 , 但 其 涡 量 却 始终 小 得 可 以 忽略 不 计 . 也 就 是 说 ,实际 
上 一 个 孤立 涡 只 须 扩 散 某 一 有 限 距 离 , 其 强度 就 会 衰减 到 几乎 等 于 零 了 . H 
(8.3.9) 看 出 ,显然 运动 粘度 系数 › 越 大 , 涡 就 衰减 得 越 快 . 

顺便 指出 ,如 果 按照 (8.3.9) 式 画 出 w/(T0/w) 随 &=r?/(w) 而 变 的 关系 ， 
我 们 会 得 到 一 条 指数 曲线 . 也 就 是 说 ,通过 适当 的 无 量 纲 化 ,图 8.2 的 多 条 曲线 
归结 为 单一 曲线 . 与 此 相对 应 的 是 ,原来 描述 流体 运动 的 偏 微分 方程 也 会 变 为 
以 为 自 变 量 的 常 微分 方程 . 象 这 种 能 化 为 单一 自 变量 表示 的 解 叫做 相似 性 
解 . 相似 性 解 的 存在 有 着 严格 的 条 件 , 即 在 所 考虑 的 问题 中 不 能 有 有 限 的 特征 
长 度 或 特征 时 间 . 例如 ,用 量 纲 分 析 容 易 证 明 , 一 个 有 限 大 小 区 域 的 涡 在 无 界 流 
体 中 扩散 的 问题 就 不 存在 相似 性 解 . 5.4 节 中 讲 过 的 无 限 长 平板 在 粘性 流体 中 
突然 起 动 的 问题 是 存在 相似 解 的 又 一 例子 ,而 有 限 长 平板 的 相应 问题 就 不 存在 
相似 性 解 . 在 8.10 节 中 我 们 还 会 进一步 结合 边界 层 理论 讲解 相似 性 解 的 概念 
和 它 的 存在 条 件 . 
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8.4 粘性 流体 的 流动 图 案 


在 开始 讨论 求 粘性 流动 的 数学 解 之 前 , 先 介绍 一 些 由 实验 观测 到 的 粘性 流 
动 的 物理 图 象 . 

1883 年 ,英国 力学 家 О. 雷诺 观察 直 圆 管 中 的 流动 中 
他 在 保持 流速 和 管 径 不 变 的 前 提 下 ,改变 所 用 流体 的 运动 7” 
粘度 系数 ， 他 发 现 所 测 得 的 管道 阻力 (可 由 管道 两 端 压 
差 算出 ) 先 随 y 减 小 而 减 小 ,但 当 v 减 到 某 一 值 y. 时 ,阻力 
突然 增 大 (图 8.3). 进一步 观察 还 发 现 ,如 果 在 管 流 上 游 
某 一 位 置 用 细 管 注 人 染料 ,那么 在 上 述 v> 只 时 染料 形成 
平行 管 壁 的 直线 (图 8.4(a)), 而 从 vy<v_ 开 始 ,染料 线 逐 图 8.3 雷诺 实验 观测 
渐 失去 规则 性 (图 8.4(b)) ,直到 › 进一步 减 小 时 染料 杂乱 PODRES 
无 章 地 相互 掺 混 ,最 终 遍 及 全 管 形成 一 片 模糊 (图 8.4(c) ， 开交 性 变化 
(4)). 这 里 有 两 种 不 同 的 流动 状态 . 前 一 种 流动 中 流 线 层次 分 明 ,互相 平行 , 沿 
管道 模 截面 的 速度 剖面 成 抛物 面 分 布 ( 见 后 面 8.5 节 ) , 称 为 层 流 . 后 一 种 流动 
中 流体 质点 的 运动 杂乱 无 章 , 其 中 含有 大 量 的 无 规则 的 三 维 旋 涡 , 流 体质 点 的 动 
量 和 能 量 高 效率 地 相互 混合 ,使 其 平均 速度 剖面 中 心 部 分 平坦 而 边缘 陡峭 . 造 
成 壁面 剪 应 力 增 大 ,从 而 使 管 流 阻力 增 大 ,这 种 流动 状态 叫 濡 流 . 改变 圆 管 直 径 
D 和 平均 流速 UU, 做 大 量 实验 发 现 ,流动 是 层 流 还 是 清流 状态 主要 取决 于 雷诺 


数 Re = 了 的 大 小 Re 数 越 大 流动 越 容易 处 于 满 流 状 态 . 这 一 点 很 容易 由 雷诺 


数 的 物理 意义 加 以 说 明 . 雷诺 数 表征 流体 所 受 惯性 力 与 粘性 力 之 比 . 粘性 力 倾 
向 于 使 流体 中 的 扰动 衰减 ,而 惯性 力 则 倾向 于 使 流体 中 的 扰动 增长 . 这 样 ,雷诺 
数 大 时 流体 的 运动 就 较 易 于 变 成 杂乱 无 章 的 满 流 状态 . 在 雷诺 管 流 试验 中 , 减 
小 y 就 使 Re 增 大 ,因而 流动 由 层 流 变 为 油 流 ,使 得 流动 阻力 增 大 . 由 层 流 过 渡 
到 渍 流 相 应 的 雷诺 数 叫 临 界 雷诺 数 Re. , 它 并 不 是 一 个 确定 的 值 ,而 和 来 流 中 所 
含 扰动 的 大 小 , 管 壁 的 粗糙 程度 有 关 . 但 是 临界 雷诺 数 存在 一 个 下 限 Ке ы. 
当 流 动 雷诺 数 Re< Ке, ,时 ,不 管 外 加 多 大 的 扰动 ,流动 总 是 保持 层 流 状态 而 
RARA. 对 于 圆 管 中 的 流动 , Rea 大 约 是 2 x 103 . 

层 流 和 满 流 的 区 别 并 不 仅仅 是 对 管 流 而 言 ,而 是 粘性 流动 中 普遍 存在 的 . 
层 流 和 汕 流 中 的 物理 现象 .数学 提 法 和 力学 规律 都 有 着 明显 区 别 ,在 许多 问题 中 
必须 区 别 对 待 . 

雷诺 数 是 粘性 流动 中 最 主要 参数 ,不 同 雷诺 数 范围 的 流动 图 象 常 有 明显 不 


Va v 
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(а) 


(b) 


(c) 


(d) 


图 8.4 在 雷诺 管 流 实验 中 自 上 游 注入 的 染料 所 显示 的 形状 ,由 (a) 到 (d) 雷 诺 数 逐渐 增 大 . 
(a) 为 层 流 ;(b) 开 始 由 层 流 向 湛 流 过 渡 〈c) ,(d) 完 全 变 为 消 流 . (照片 取 自 M. Van Dyke 编 
(An Album of Fluid Mechanics), The Parabolic Press, 1982, p.61) 


同 . 下 面 以 圆柱 的 均 质 不 可 压缩 粘性 绕 流 为 例 来 说 明 (图 8.5 和 附录 (A) 中 照片 
5). 这 时 特征 雷诺 数 用 来 流速 度 U. ,圆柱 直径 d 和 流体 运动 粘度 系数 ， 定义 
为 Re = 一 ><. 图 8.5 所 注 Re 数 并 不 是 准确 数值 ,而 是 大 致 的 范围 . 在 Re Ж 
大 约 低 于 1 时 流 场 中 的 惯性 力 与 粘性 力 相 比 居于 次 要 地 位 ,圆柱 上 下 游 的 流 线 
前 后 对 称 ,圆柱 对 于 均匀 来 流 的 扰动 直到 许多 倍 d 之 外 仍 能 清晰 地 观察 到 (图 
8.5(а)). 这 种 流动 称 为 低 雷诺 数 流 ， 随 着 Re 的 加 大 ,圆柱 上 下 游 的 流 线 逐 渐 
失去 对 称 性 ,对 下 游 的 影响 比 对 上 游 深远 . 当 Re >4 时 , 沿 圆柱 表面 的 流体 质点 
在 到 达 圆 柱 后 缘 之 前 就 由 物 面 脱落 ( 称 为 “分 离 "), 并 在 圆柱 下 游 形成 两 个 “附着 
їй”. 注意 : 涡 内 的 流体 自 成 封闭 回路 ,并 不 向 下 游 远 处 流 去 , 称 为 “死水 区 ”( 图 
8.5(b)). 随 着 Re 增 大 ,死水 区 逐渐 拉 长 ,圆柱 前 后 流 场 的 非 对 称 性 更 趋 明显 . 
当 Re >40 以 后 ,即使 来 流 仍然 保持 定常 , 流 场 也 不 再 是 定常 的 ,圆柱 的 两 侧 后 
方 周 期 性 地 轮流 有 涡 脱 落 ,各 自 形成 等 间隔 规则 排列 的 涡 列 . 同一 涡 列 中 涡 的 
旋转 方向 相同 ,而 两 列 涡 的 方向 彼此 相反 ,每 一 个 涡 的 纵向 位 置 在 另 一 列 两 相 邻 
涡 的 正中 间 . 这 样 的 涡 列 是 著名 的 美 籍 匈牙利 裔 力学 家 Т. von 卡门 在 1912 年 
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Re=40~300 


(4) 
Re 一 10 一 3X105 


RAR 
(е) 
е. 
Әя V Re>10: 


图 8.5 圆柱 绕 流 图 案 随 雷诺 数 的 变化 


首先 作出 理论 分 析 的 , 称 为 卡门 涡 街 (图 8.5(c)). 当 Re >300 以 后 ,圆柱 后 方 
的 涡 排 列 逐 渐 失 去 其 规则 性 和 周期 性 . 当 Re 进一步 升 高 时 , 流 场 中 的 大 部 分 区 
域 惯 性 力 远 远 大 于 粘性 力 ,可 以 当 作 无 粘性 无 旋 流 对 待 . 但 在 贴近 物 面 的 一 个 
薄 层 内 流体 速度 梯度 很 大 , 物 面 上 流速 为 零 而 在 这 一 薄 层 外 迅速 变 到 U。 量 级 ， 
于 是 此 薄 层 内 的 粘性 力 与 惯性 力 为 同 量 级 ,不 能 当 作 无 粘性 流 , 这 一 薄 层 称 为 
边界 层 ,边界 层 中 的 流体 流 到 圆柱 下 游 构成 尾 流 (图 8.5(d)). 边界 层 和 尾 流 中 
都 是 有 旋 的 粘性 流动 . 当 Re 大 约 小 于 3x 105 时 ,边界 层 中 的 流动 为 层 流 状 态 . 
而 当 Re 大 于 这 一 值 时 ,边界 雇 中 的 流动 有 可 能 变 为 湾流 状态 (图 8.5(e)). E 
流 边界 层 和 沸 流 边界 层 中 物 面 流 线 分 离 的 位 置 是 不 同 的 . 满 流 边界 层 中 流体 带 
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有 较 大 的 动能 ,能 够 更 有 效 地 克服 壁面 的 摩擦 阻力 ,因而 分 离 发 生得 较 晚 .详情 
将 在 9.14 一 节 中 解释 . 

与 上 述 不 同 雷诺 数 范围 的 不 同 流动 图 案 相对 应 ,圆柱 所 受 流体 阻力 的 大 小 
也 不 相同 . 通常 定义 阻力 系数 Cn 为 


Cp= (8.4.1) 


D 
Тала 
AF D 是 周围 流体 给 予 单位 长 度 圆 柱 的 阻力 . 图 8.6 根据 实验 结果 画 出 圆柱 
Ж Co В Re 变化 的 曲线 . 注意 图 中 C, 和 Re 都 是 用 的 对 数 标尺 . 我 们 看 到 ,在 
低 雷 诺 数 Re 范围 ,近似 有 Co 一 Re ,这 说 明 低 雷 诺 数 下 圆柱 所 受阻 力 D 正比 
于 来 流速 度 U, . 而 在 较 高 的 雷诺 数 下 (Re =10? 一 3X10’), Co 几乎 不 随 Re 而 
变 , 说 明 这 时 D~U. 大 家 记得 ,速度 为 Uw 的 物体 迎面 碰壁 所 产生 的 作用 力 
也 正比 于 UL. 从 物理 图 象 上 看 出 ,这 一 Re 范围 的 阻力 主要 是 由 图 柱 前 后 的 压 
差 引 起 的 :圆柱 下 游 尾 流 中 的 压强 显著 低 于 上 游 的 流体 压强 (回想 一 下 无 粘性 无 
旋 流 中 圆柱 下 游 的 压强 应 该 恢复 到 上 游 同 等 水 平 ). 在 图 8.6 中 最 为 引 人 注 目 
的 是 在 Ке=3х10° 附近 C, 的 急剧 下 降 ,而 正 是 在 这 一 Re 附近 边界 层 由 层 流 
向 沸 流 过 渡 . 由 于 满 流 边界 层 分 离 较 晚 ,圆柱 下 游 的 尾 流 中 压强 恢复 得 比 层 流 时 


10° 


1 
107! 1 10 10 10 10 10° 10° 10 


图 8.6 圆柱 的 阻力 系数 随 雷 诺 数 的 变化 


高 ,从 而 使 圆柱 前 后 压 差 在 湛 流 时 比 层 流 时 低 . 这 就 是 上 述 C, 突然 下 降 的 原 
因 , 这 一 现象 称 为 “ 失 阻 ". 失 阻 现象 不 只 发 生 于 圆柱 绕 流 ,也 发 生 于 圆 球 或 其 他 
钝 头 体 的 绕 流 . 钝 头 体 所 受 的 流体 阻力 主要 来 源 于 物体 上 下 游 的 压 差 . 为 了 减 
少 它 在 高 速 下 的 阻力 , 常 希望 物 面 上 的 边界 层 变 为 满 流 (例如 :高 尔 夫 球 表面 划 
上 许多 沟 痕 以 扰动 边界 层 中 的 流动 ). 而 流线型 物体 或 细 长 体 所 受 的 流体 阻力 
则 主要 来 源 于 壁面 的 粘性 摩擦 应 力 . 由 于 沸 流 边界 层 中 的 表面 摩擦 力 显 著 大 于 
层 流 边界 层 中 的 值 , 人 们 常设 法 保持 细 长 体 表面 的 边界 层 为 层 流 . 这 个 例子 启 
发 我 们 ,在 研究 粘性 流动 时 一 定 要 注意 研究 流动 的 物理 现象 ,才能 充分 利用 不 同 
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自然 现象 的 特点 ,更 好 地 为 工程 设计 和 经 济 建设 服务 . 

顺便 指出 ,一 般 把 物体 在 流体 中 运动 时 所 受 的 阻力 分 为 摩擦 阻力 和 压 差 阻 
力 ,前 者 指 表面 切 应 力 的 贡献 ,后 者 则 为 表面 压强 的 贡献 . 前 者 固然 与 流体 的 粘 
性 分 不 开 ,后 者 也 常 与 粘性 有 关 . 第 六 章 讲 过 的 达 朗 贝尔 详 雇 指出 :在 无 粘性 无 
旋 流体 的 假设 下 ,物体 作 定常 运动 所 受 的 阻力 为 零 . 其 原因 是 物体 前 后 所 受 的 
压强 对 称 , 而 无 粘性 流体 又 没有 剪 应力， 物体 在 粘性 流体 中 运动 时 ,前 后 压强 失 
去 对 称 性 ,特别 当 雷 诺 数 不 是 十 分 小 时 , 常 出 现 表面 流 线 分 离 而 形成 尾 涡 , 使 前 
后 压 差 形成 对 物体 的 阻力 ,这 叫做 尾 涡 阻力 . 此 外 ,我 们 还 讲 过 ,物体 在 流体 中 
作 非 定常 运动 时 要 考虑 附加 质量 而 引起 的 非 定常 阻力 ( 见 6.8 节 ); 物 体 在 具有 
自由 面 的 重 流体 中 运动 时 ,会 引起 表面 波浪 而 受到 波 阻 ( 见 7.8 节 )， 我 们 没有 
讲 过 的 有 :有 限 长 的 机 桔 在 流体 中 运动 时 ,由 于 物 面 有 涡 脱 落 而 引起 诱导 阻力 ; 
物体 在 气体 中 以 很 高 速度 飞行 时 ,会 在 物体 前 形成 激 波 ( 见 10.5 节 ) 而 引起 激 波 
阻力 .后 面 这 四 种 阻力 也 属于 压 差 阻力 ,但 它们 与 流体 有 无 粘性 无 关 ,即使 物体 
在 无 粘性 流体 中 运动 也 存在 . 对 于 不 同 的 工程 问题 ,各 种 阻力 的 贡献 大 小 不 一 ， 
必须 对 具体 问题 做 具体 分 析 . 例如 ,图 8.7 画 的 是 某 双 要 飞机 的 要 间 支 柱 的 阴 
力 系数 C, 随 其 剖面 最 大 相对 厚度 t/L 的 变化 . 设 剖面 最 大 厚度 ; 固定 , 当 改 
ERKE L 时 , 压 差 阻力 随 工 减 小 而 增 大 ( 因 剖 面 变 钝 ,表面 流 线 分 离 加 剧 ) ,而 
摩擦 阻力 却 随 L 增 大 而 增 大 ( 因 受 到 表面 摩擦 的 面积 增 大 )、 压 差 阻力 与 摩擦 
阻力 之 和 构成 总 阻力 ,总 阻力 大 约 在 t/L=0.27 处 达到 最 小 值 . 
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图 8.7 ”一族 双 权 飞机 辟 间 支柱 的 阻力 系数 


由 上 文 我 们 看 到 ,雷诺 数 是 决定 粘性 流体 流动 图 案 的 最 重要 参数 . 下 面 我 
们 将 指出 ,对 于 不 同 的 雷诺 数 范围 ,描述 粘性 流动 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 组 可 以 
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做 出 完全 不 同 的 简化 . 
以 wp 为 常数 的 均 质 不 可 压缩 粘性 流体 运动 的 无 量 纲 方程 (8.2.13) 和 
(8.2.14) 式 为 例 . 把 它们 重新 写 在 这 里 : 
ў'+0^'=0, (8.4.2) 
St P2 +(%' зур” -k-vp+ у" о’. (8.4.3) 
大 家 记得 ,在 完全 不 考虑 粘性 (相当 Re 一 co ) 时 ,对 于 无 旋 流 动 可 以 先 求 解 速度 
势 方程 给 出 速度 场 ,再 通过 拉 格 朗 日 积分 计算 压力 场 ,把 运动 学 与 动力 学 问题 分 
别 开 来 ,从 而 避免 了 运动 方程 中 对 流 项 是 非 线 性 的 困难 . 在 Re 为 有 限 值 的 粘性 
流 问 题 中 ,由 于 流 场 的 有 旋 性 不 再 存在 速度 势 , 因 而 元 法 象 上 面 那样 分 两 步 求 
Ж. 由 于 (8.4.3) 式 中 的 非 线 性 项 ,除了 极 少数 特殊 情形 之 外 ,N 一 S 方 程 组 无 法 
准确 地 求解 析 解 . 但 是 在 Re 很 小 和 Re 很 大 这 两 种 极端 情形 下 ,(8.4.3) 可 以 得 
到 很 重要 的 简化 . 当 Re 很 小 时 ,(8.4.3) 式 左 方 的 惯性 项 可 以 忽略 不 计 , 如 果 把 
式 中 的 p 理解 为 无 量 纲 的 广义 压强 ( 即 把 流体 静 压 除外 ) 就 可 去 掉 重 力 项 ,而 得 
到 如 下 的 运动 方程 组 (化 为 有 量 纲 形式 ): 
У.о =0, 
и Vo =Vp. 
这 个 方程 组 叫做 斯 托 克 斯 方程 组 ,适用 于 Re 接近 于 零 的 粘性 流动 (为 了 简便 ， 
这 里 和 下 文 用 р 表示 广义 压强 ). 由 于 (8.4.4) 是 线性 方程 组 ,求解 起 来 就 要 容 
易 多 了 . 另 一 方面 , 当 Re 很 大 时 ,在 流 场 大 部 分 区 域 可 以 忽略 (8.4.4) 的 最 后 一 
项 (粘性 力 ) ,但 在 边界 层 内 必须 兼顾 惯性 力 与 粘性 力 . 必须 注意 ,武断 地 在 全 流 
场 忽 略 (8.4.4) 最 后 一 项 会 使 微分 方程 降 阶 ,壁面 边界 条 件 不 能 满足 ,因而 不 能 
这 样 做 . 幸运 的 是 ,在 边界 层 中 N-S 方 程 也 能 做 出 重大 简化 ,尽管 它 仍 保持 非 
线性 项 ,但 却 可 以 对 许多 有 意义 的 情形 方便 地 求解 . 至 于 Re 既 不 很 大 又 不 很 小 
的 一 般 情形 ,就 只 有 对 N- SS 方程 数 值 求 解 了 . 

在 下 一 节 中 ,我 们 将 介绍 N- S 方 程 的 几 个 有 代表 性 的 精确 解析 解 . 在 第 6 
节 中 介绍 Re 一 0 的 极限 情形 .Re 很 大 时 的 层 流 边界 层 将 在 8.7 一 8.14 节 中 讲 
述 . 粘性 流体 的 湾流 运动 留待 第 九 章 讨论 . 至 于 N-S 方程 的 数值 求解 则 是 计 
算 流 体力 学 的 重要 内 容 . 


(8.4.4) 
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在 文献 中 能 够 查 到 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 的 精确 解析 解 不 过 几 十 个 . 这 
些 精确 解 虽然 为 数 不 多 , 却 能 揭示 粘性 流动 的 一 些 本 质 特征 ,其 中 有 些 还 有 重要 
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的 实用 价值 . 在 发 展 新 的 数值 计算 方法 时 ,可 取 有 精确 解析 解 的 情况 作为 算 例 ， 
通过 比较 其 结果 便 可 以 判断 数值 计算 方法 的 精度 . 在 一 些 复杂 的 粘性 流体 力学 
问题 中 ,有 时 还 可 以 近似 地 用 情况 相近 的 精确 解 做 初步 估计 或 者 作为 用 摄 动 法 
求解 的 基础 . 在 建立 一 些 新 的 理论 时 ,也 常常 从 这 些 精 确 解 的 特殊 情况 出 发 , 探 
讨 在 原 有 方程 或 定 解 条 件 中 加 人 一 些 描写 新 现象 的 项 会 引起 什么 变动 (例如 ,将 
在 9.1 节 中 介绍 的 流体 力学 的 稳定 性 理论 就 用 到 本 节 ( 一 ) 段 描述 的 精确 解 ). 
因此 ,对 于 精确 解 的 研究 有 重要 的 理论 和 实践 意义 . 

纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 的 绝 大 多 数 精确 解 是 对 y 为 常数 的 均 质 不 可 压缩 流 
体 求 得 的 . 这 时 流体 力学 的 速度 场 和 温度 场 问题 不 再 耦合 ,可 以 先 解 出 速度 与 
压强 场 ,再 算 温 度 场 . 如 (8.1.18) 式 那样 引入 广义 压强 (以 下 如 不 加 说 明 ,p 均 
指 广义 压强 ) 以 消除 重力 影响 , 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 和 能 量 方程 形 如 下 式 ; 


V:v =0,， (8.5.1) 
о|5°+(т.У)о]=-Ур+иу%, (8.5.2) 
ос[51+(о.У)Т|=У RYT) +0. (8.5.3) 


如 前 所 述 ,求解 N- S 方 程 的 主要 困难 在 于 其 中 的 对 流 项 (w V )o 是 非 线性 的 ， 
因而 不 能 应 用 到 加 原理 求 得 一 般 解 . 但 是 对 于 某 些 简单 的 几何 形状 , 当 流体 沿 
某 一 坐标 单 向 流动 时 ,恰好 使 得 (v V )o 变 为 恒 等 于 零 , 从 而 使 (8.5.2) 化 为 线 
性 微分 方程 而 能 精确 求解 . 这 类 精确 解 有 :两 平行 平板 间 的 定常 流动 ,完全 发 展 
的 定常 管 流 ,两 同 轴 旋 转 圆 柱 面 间 的 定常 流动 , 沿 有 吸 哆 作用 的 平 壁面 的 流动 ， 
非 定常 滑 移 平板 引起 的 流动 和 圆 管 中 的 非 定常 流动 等 . 另 一 类 问题 的 非 线性 项 
(о `V )o 并 不 变 为 恒 等 于 零 ,但 却 化 成 较 简单 的 形式 ,能 使 NS 方 程 化 为 常 微 
分 方程 求解 . 这 类 精确 解 有 :收缩 或 扩张 通道 中 的 平面 定常 流动 , 驻 点 附近 的 流 
动 和 旋转 圆 盘 引起 的 流动 等 . 下 面具 举 三 个 属于 第 一 类 精确 解 的 例子 ,其 余 可 
查阅 参考 书 [19]~[22]. 

需要 指出 的 是 :上 述 方程 组 只 适用 于 流动 为 层 流 状态 的 情形 ,所 对 应 的 雷诺 
数 范围 都 不 太 高 . 沸 流 问题 的 提 法 和 解法 将 在 第 九 章 讨论 . 

(一 ) 两 平行 平板 间 的 粘性 流动 й | 

如 图 8.8 所 示 的 两 无 穷 大 平板 间 充 满 粘度 系数 „ 为 常数 的 均 质 不 可 压缩 
流体 ,上 板 以 常 速度 U 沿 板 面 z 方向 滑动 ,温度 均匀 为 Ti ,下 板 静止 不 动 ,温度 


均匀 为 Th. 设 沿 z 方向 的 压强 梯度 2 = Р = 常数 ,两 板 间距 为 2h. 取 坐标 系 


如 图 8.8 所 示 ,我 们 先 来 研究 这 一 流动 的 速度 剖面 和 板 面 所 受 的 摩擦 力 ,再 来 研 
究 流 体 中 的 温度 剖面 和 通过 板 面 的 传 热 率 . 
先 研究 速度 场 . 对 于 这 个 定常 二 维 流动 ,(8.5.1) 和 (8.5.2) 式 在 直角 坐标 


8.5 层 流 流动 的 精确 解 . 75 ° 


系 下 的 分 量 形式 是 : 


图 8.8 
а 


边界 条 件 是 : 
| у= -ћ: и=0, v=0, 
y=h: и= 0, v=0. 
首先 我 们 分 析 一 下 这 一 流动 的 特点 :因为 z 方向 是 无 穷 长 ,没有 特征 长 度 ,所 以 


天 = 0, 于 是 由 上 述 第 一 个 方程 有 52 = 0, 结 合 o 的 边界 条 件 知 "=0, 再 由 第 三 


个 方程 知 池 = 0. 于 是 ,这 一 流动 的 特点 是 : 
и=и(у), о==0, j (8.5.4) 
由 此 可 知 上 述 第 二 个 方程 中 的 左 端 对 流 项 u SE + o 于 这 时 恰好 变 为 恒 等 于 
零 ,从 而 使 方程 变 为 线性 的 : 
Фи 
Ha 
ке sa е 
эз) O —А?). (8.5.5) 
ыйа нынын асл 工 方向 没有 压强 梯度 (P=0) 时 ,只 
由 于 上 板 滑 移 而 引起 的 流体 运动 , 称 为 简单 库 埃 特 流动 ,其 速度 剖面 是 y 的 线 
性 函数 ( 见 图 8.9(a) ); 第 二 项 则 表示 上 下 板 都 静止 不 动 (U= 0) 时 ,流体 在 т 向 
压强 梯度 P 作 用 下 引起 的 运动 , 称 为 二 维 泊 肃 叶 流动 ,其 速度 剖面 为 上 下 对 称 的 


Sb 
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图 8.9 ”两 平行 板 间 定常 流动 的 速度 廓 线 
(а) 库 埃 特 流 (b) 二 维 泊 肃 叶 流 (с) 一 般 情形 


部 物 线形 ( 见 图 8.9(b)). EEH = P >0 时 ,流动 朝向 负 z 方向 ; 当 3e = p 


<0 时 ,流动 朝向 正 > 方向 , 即 流动 总 朝向 压强 减 小 的 方向 . 可 以 算出 ,二 维 泊 
肃 叶 流动 的 体积 流量 为 


v= Гау =-2 РЫ. (8.5.6) 
显然 Qv 正比 于 压强 梯度 P 并 正比 于 板 间距 2А 的 三 次 方 . 若 定义 平均 速度 去 
-E7 , 按 绝对 值 来 说 ,二 维 泊 肃 叶 流动 的 最 大 速度 (在 y=0 处 ) w= — 


2 =T Ж P 和 UU 都 不 为 零 时 ,速度 为 两 项 的 到 加 ( 见 图 8.9(c)), 在 P 


与 可 异 号 时 ,整个 流动 者 是 单 向 的 ,在 P 5U SR CP >T RETAN 
处 出 现 北向 流动 . 可 以 算出 ,上 下 壁面 所 受到 的 流体 前 应 力 分 别 为 ， 


= „(и -gU 
amela oa eU + Ph . (8.5.7) 


随 着 U 和 PP 大 小 方向 的 不 同 , 上 下 板 所 受 的 剪 应 力 的 大 小 可 以 不 同 ,只 有 对 于 
P=0 的 简单 库 埃 特 流 两 壁 所 受 前 应 力 才 大 小 相等 ,方向 相反 . 


85 层 流 流动 的 精确 解 “л. 


现在 研究 温度 场 . 对 于 这 一 定常 二 维 问题 ,(8.5.3) 式 在 所 取 的 坐标 系 下 为 
Т Т Ə т Т 
eE 
ЖИЕНИ ти = и(у),о=0 和 工 = 工 (y)( 因 每 一 壁面 等 温 ) ,上 式 左 端 变 
为 零 , 右 端 第 一 项 消失 ,最 后 一 项 Ф=„($®}. 如 果 温 度 变化 范围 不 大 ,可 以 候 


设 热 传导 系数 = 常数 ,于 是 上 式 化 为 


9y dy 
边界 条 件 是 ; 
y=-h: Т= To; 
у= +h: T=T,. 
将 (8.5.5) 式 的 wx(y) 代 人 上 式 , 可 以 解 出 温度 分 布 了 (y) 如 下 : 
r= =Z(+y' )+ EE(1- y"2) 
_PrEcB/, + _ +3), PrEcB’/, sa 
за МЕЛ = s A (8.5.8) 
式 中 y* =уһ,В= Р, Рь= 06, Ес= т-ту .此 式 中 前 两 项 表示 简 


РРСРР Аер 图 8.10 ШИН f (а) В 
二 0( 库 埃 特 流 ) 和 (b)B = 20( 大 部 分 是 二 维 泊 肃 叶 流 ) 两 种 情形 下 的 温度 剖面 . 
注意 T 的 直线 部 分 ((8.5.8) 式 中 第 一 项 ) 相 当 于 静止 流体 中 的 纯 热 传导 ,而 当 
了 B-~co( 纯 二 维 泊 肃 叶 流 ) 时 , 工 趋 于 很 平坦 的 四 次 分 布 而 与 U 无 关 : 


ДЕА hi P? aa; *4 
Шъ T “pu СТ, туб 3. 75 


图 8.10 平行 平板 问 定常 流动 的 温度 廓 线 
由 (8.5.8) 可 以 算出 上 下 壁面 单位 表面 积 的 热流 量 为 


aT 
人 
Чут» ду у= +h 
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k(T,- To) _ z gU? 1 = Py 
— отче ы + Орт, h°. (8.5.9) 


其 中 第 一 项 为 静止 流体 中 的 传 热 ,第 二 、 四 项 分 别 表示 简单 库 埃 特 流 和 二 维 泊 肃 
叶 流 的 贡献 ,第 三 项 则 仅 当 U.P 同时 不 为 零 时 才 出 现 . 对 于 P=0 的 简单 库 埃 
特 流 , 若 静止 壁 绝热 (g,- _; =0), 可 得 


U? 
To= Ti+ Pr 5 (8.5.10) 


即 下 表面 的 温度 高 于 上 表面 的 温度 ,其 温度 剖面 如 图 8.11(a) 所 示 , 这 时 由 粘性 
耗 散 产生 的 热量 将 由 上 壁面 散 出 . 对 于 T, = Т, 的 二 维 泊 肃 叶 流 动 (U=0)， 
(8.5.8) 和 (8.5.9) 变 为 . 


Ж Pr А“ | _ :) 
thip zrl e (8.5.11) 
= Юр (8.5.12) 
9у= +һ ШЕ? ç | „Эу 


z + Ër № рг 


(b) 12c д? 


图 8.11 两 大 平行 板 间 流动 的 温度 剖面 
(а) 库 埃 特 流 , 下 板 绝热 (b) НАТР, аа 


这 一 温度 剖面 如 图 8.11(b) 所 示 ,两 板 间 渠道 中 由 粘性 耗 散 产生 的 热量 通过 两 
侧 板 面向 外 散失 . 这 一 温度 剖面 接近 于 粘度 很 大 而 流动 缓慢 的 不 可 压缩 流体 通 
过 二 维 渠道 的 真实 情况 . 

需要 指出 的 是 ,在 (8.5. 8) 式 给 出 的 温度 剖面 中 ， 所 有 偏离 线性 的 项 都 正比 
于 无 量 纲 参数 PrEc. 事实 上 ,除了 粘性 很 高 的 油 类 外 ,典型 的 PrEc 都 小 得 可 以 
忽略 . 例如 , 当 U =30 ms, Т, =66C ,T=10C 时 ,对 于 空气 PrEc=0.01 ,对 
于 水 ,PrEc =0.03, 对 于 原油 , PrEc =9.0. 因而 对 于 油 类 以 外 的 流体 ,一 般 可 以 
不 考虑 粘性 耗 散 对 于 温度 场 和 传 热 的 影响 . 这 时 流 场 中 的 温度 变化 不 大 ,我 们 
在 本 节 开 始 时 所 设 的 w 为 常数 自然 就 是 一 个 合理 的 近似 . 

(二 ) 无 限 长 直 圆 管 中 的 粘性 流动 

在 工程 中 广泛 地 应 用 各 种 截面 形状 的 管道 来 输 运 流体 ,其 中 用 得 最 多 的 是 
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HAE. 实验 观测 发 现 , 当 远离 管道 人 口 某 一 距离 1; ( 称 为 “入 口 段 长 度 ”) 之 后 ， 
沿 不 同 横 截 面 的 速度 剖面 不 再 随 轴 向 距离 x 变化 ,这 时 称 z > 1, 处 的 流动 为 完 
全 发 展 的 管 流 . 对 于 圆 管 中 的 层 流 运动 ,已 知 


iz È Res. (8.5.13) 


这 里 4 是 圆 管 的 直径 ,Res = 地 是 以 平均 流速 和 贺 管 直径 为 特征 量 的 雷诺 数 ， 


如 果 管 道 的 长 度 比 L 长 得 多 ,那么 就 可 以 忽略 人 口 段 的 影响 ,把 管道 看 成 是 无 
穷 长 的 . 同 理 , 上 一 人 
长 与 宽 较 其 人 口 段 长 许多 时 的 一 种 抽象 . 

对 于 机 截面 为 任意 形状 的 等 截面 无 限 长 直 管 , 若 取 流动 方向 为 xz 轴 , 可 由 
问题 的 特点 =u(y,z),v=w=0, 将 (8.5.1) 和 (8.5.2) 式 简化 为 


дт 
а? а 
0= -52 к > 
Я 
бе ү 
ә 
0= -5%. 
由 后 两 式 知 p= р(х). 于 是 第 二 式 变 为 
Fu ,oul_dp 
“(5®+54)=%Е | (8.5.14) 
边界 条 件 是 : 
管 壁 边界 上 : и =0. 


由 于 (8.5.14) 式 左 方 只 是 y,z 的 函数 , 右 方 只 是 x 的 函数 ,双方 相等 必须 双方 
同时 为 常数 ,于 是 


dPR), 


р Bü z аеры 7 l T 一 段 管道 上 的 压 降 p, - 加 ,就 很 容易 
算出 | 


dap bh b (8.5.15) 


将 此 值 代 回 (8.5.14) ,该 式 变 为 关于 u 的 泊 桑 方程 ,对 于 许多 规则 形状 都 可 以 
解析 求解 . 其 中 横 截 面 为 圆 形 时 , (8.5.14) 式 化 为 常 微分 方程 ,特别 容易 求解 . 
下 面 就 来 介绍 这 个 解 . 

对 于 圆 管 流动 , 取 圆 柱 坐标 系 ,由 于 轴 对 称 性 ,(8.5.14) 式 变 为 
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1 d аи\ Р 
је (8.5.16) 
边界 条 件 是 | 
r~=7ro( 圆 管 半径 ): u=0. (8.5.17) 
将 (8.5.16) 式 对 > 积分 一 次 ,得 
du_P С 
dr 2p ATE 
由 于 轴 对 称 性 应 有 г=0:04 =0, Ж C =0, 于 是 上 式 可 以 写 为 ; 
вов | (8.5.18) 
注意 到 (8.5.15) 式 及 r= z S“ ,很 容易 把 此 式 改写 为 
— >. (8.5.19) 


这 说 明 ,在 圆 管 流动 中 流体 前 应 力 的 大 小 与 径 向 坐标 > 成 正比 ,在 管 中 心 线 上 
为 0, 而 在 管 壁 上 达到 最 大 值 . (8.5.19) 式 叫做 斯 托 克 斯 公式 , 它 也 可 以 如 图 
8.12 那样 在 管 中 心 取 一 半径 为 ,长 为 ! 的 小 圆柱 体 (流体 ) ,考虑 圆柱 面 上 的 剪 
应 力 т 与 两 端面 上 压强 po。 和 p, 的 合力 在 z 方向 的 平衡 而 导出 : 

r'2nr + (ро pi)rxr =0. 


图 8.12 ” 圆 管 流动 中 圆柱 形 流体 元 的 受 力 平衡 


注意 ,这 里 用 到 了 流体 惯性 力 p S =0 这 一 性 质 . 将 (8.5.18) 再 积分 一 次 ,考虑 
边界 条 件 (8.5.17) ,得 
кк (8.5.20) 


我 们 看 到 ,无限 长 直 圆 管 中 的 流动 速度 沿 半径 成 抛物 线 分 布 , 如 图 8.13 所 示 . 
流动 方向 指向 压强 减 小 的 方向 ( 即 u 与 忆 方向 相反 ). 速度 wx 的 大 小 在 管 中 心 
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е ок: 


КБ _ Ра Рі 2 
max sgr дд" 


通过 圆 管 的 体积 流量 为 
Оу = ИС * 2rrdr = – 


将 (8.5.15) 的 忆 值 代入 得 


_ xro(po— pi) (8 5 22) 
Q= S .3-.22) 图 8.13 ЗАЙРА 


1839 年 和 1841 年 ,德国 工程 师 G.H.L. 哈 根 和 法 国 

生理 学 家 J.L.M. 泊 击 叶 先后 用 玻璃 管 做 了 大 量 实验 ,得 到 了 类 似 的 关系 . 但 是 
直到 1858 Е. 哈 根 巴赫 才 导出 了 如 上 的 解析 表达 式 . 后 人 把 无 限 长 直 圆 管 中 的 
流动 称 为 泊 肃 叶 流动 ,而 把 (8.5.22) 式 给 出 的 贺 管 中 流量 与 压 降 的 关系 称 为 哈 
根 一 泊 击 叶 定律 ,或 简称 为 泊 击 叶 定 律 . 这 一 定律 表明 ,流量 与 单位 长 度 上 的 压 降 
成 正比 ,与 粘度 系数 成 反比 . 尤其 引 人 注意 的 是 ,流量 与 管 半径 的 四 次 方 成 正比 . 
例如 ,一 根 直径 10cm 的 圆 管 与 四 根 直径 Sm 的 圆 管 尽管 总 横 截面 积 相等 ,但 当 其 
它 条 件 相同 时 前 者 流 过 的 流量 却 相 当 于 后 者 总 和 的 四 倍 ! 这 一 结果 很 容易 由 图 
8.13 的 速度 剖面 加 以 说 明 . 由 (8.5.22) 易 知 圆 管 流动 的 平均 速度 


== х _ Во Ро Рр г? = i, 
т 8a O оа 


(8.5.21) 


zró P 
8u ` 


(8.5.23) 


(对 比 一 下 ,二 维 泊 击 时 流动 亏 = 子 we. 根据 (8.5.19) 和 (8.5.23) 式 ,可 以 算 


出 壁面 (x = ro) 剪 应 力 为 
_ dul 
аа ® 
它 与 平均 流速 云 和 粘度 系数 w 成 正比 ,而 与 管 半径 ro 成 反比 . 
在 文献 中 , 常 引 入 两 种 无 量 纲 阻力 系数 … 一 种 叫 J.T. 范 宁 摩擦 因子 ,定义 为 


= = сар. (8.5.24) 


с=т: А (8.5.25) 
20“ 
由 (8.5.24) ,对 于 圆 管 泊 击 叶 流动 ,有 
z8 le 
бе» Re, | (8.5.26) 


式 中 两 种 不 同 的 雷诺 数 定义 为 


Re, =Po, R = P Ра (8.5.27) 
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另 一 种 无 量 纲 阻力 系数 定义 为 


P а | (8.5.28) 
20" ze% 


ЖУ Н.Р.С. 达 西 摩擦 因子 ,引入 这 种 形式 的 理由 将 在 第 9.5 节 进 一 步 说 明 . 
根据 (8.5.24) 式 , 泊 肃 叶 流 动 的 А: 


(8.5.29) 


(8.5.26) 和 (8.5.29) 告 诉 我 们 ,不 管 Ci 还 是 都 与 雷诺 数 Re,( 或 Rea) RE Ш. 
实验 测量 表明 ,在 保持 层 流 状态 的 整个 雷诺 数 范围 内 , 泊 肃 叶 定 律 精 确 地 成 立 . 
一 般 说 来 ,这 要 求 Re, 小 于 大 约 2 000. 对 于 直径 d = 20cm 的 水 管 来 说 ,这 要 求 
平均 流速 и < 1cmls; 若 保持 水 的 平均 速度 去 = 1m/s, 则 要 求 圆 管 直径 d < 
0.2cm. 因而 泊 肃 叶 公 式 一 般 只 适用 于 流速 较 慢 的 细 管 . 例如 ,中 国 早 在 古代 便 
开始 用 漏 壶 来 计时 ,为 了 维持 通过 细 管 的 流量 稳定 ,历代 做 了 多 次 改进 ,关键 是 
维持 漏 壶 内 水 面 高 度 不 变 , 也 就 是 哈 根 - 泊 肃 叶 公 式 中 的 压 差 不 变 . 早 在 汉代 
(公元 元 年 前 后 ) ,中 国 的 文献 就 记载 了 温度 变化 引起 粘度 变化 ,因而 引起 流量 变 
化 这 一 事实 . 这 些 都 是 与 哈 根 - 泊 肃 叶 公 式 一 致 的 . 

BR- 泊 肃 叶 定 律 的 发 现在 流体 力学 理论 发 展 史上 有 过 不 可 磨灭 的 功绩 . 
事实 上 ,斯 托 克 斯 在 推导 出 粘性 流体 运动 方程 (现在 称 为 纳 维 - 斯 托 死 斯 方程 ) 
的 同时 ,就 推导 过 圆 管 中 流 动 的 理论 解 . 不 过 当时 (1845 年 ) 他 还 不 知道 哈 根 和 
泊 肃 叶 的 实验 结果 ,说 不 准 流体 在 管 壁 处 是 否 有 滑 移 , 没 敢 发 表 他 的 理论 解 . А 
到 哈 根 和 泊 肃 叶 的 大 量 实验 结果 公 诸 于 世 之 后 , 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 广义 牛顿 
应 力 公 式 和 固 壁 无 滑 移 边界 条 件 这 一 整套 理论 体系 才 雄 辩 般 地 得 到 证 明 ,而 被 
普遍 接受 . 这 一 事例 又 一 次 生动 地 显示 了 在 流体 力学 发 展 史 上 理论 与 实验 相互 
补充 、 缺 一 不 可 的 辩证 关系 . 

例 8.4 毛细 管 粘度 计 

毛细 管 粘度 计 是 根据 哈 根 一 泊 肃 叶 定 律 设计 的 一 种 简便 经 济 的 测量 液体 粘 
度 的 装置 ,在 工程 与 医疗 检测 上 有 广泛 应 用 . 图 8.14 画 的 是 其 中 一 种 型 号 的 原 
理 示 意图 . 它 的 主要 部 件 是 一 根 竖 直 的 毛细 管 ,其 内 直径 2a 远 远 小 于 其 长 度 
L, 其 上 方 有 一 盛 试 样 的 容器 ,容器 的 模 截 面积 远 远 大 于 毛细 管 的 横 截 面积 . 试 
样 在 重力 作用 下 由 下 端 流 出 . 如 果 测 出 当 容 器 液 面 高 度 为 H 时 流出 的 体积 流 
量 为 Qv, 则 可 由 (8.5.22) 式 推算 出 液体 试 样 的 粘度 . 注意 我 们 在 推导 (8.5.22) 
式 时 并 未 考虑 重力 ,而 是 把 p 当 作 广义 压强 看 待 的 . 现在 ,装置 上 下 端 都 是 大 气 
Е p. ,因而 毛细 管 人 出 口 的 广义 压强 分 别 是 po = (pam + pgH) — (ры + оН) 

=0 #0 р = p р + og(H+L)]= —р&(Н + L), о 是 试 样 液体 的 密 
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度 ,易于 测定 . 于 是 可 由 (8.5.22) 式 导出 : 
e=): (8.5.30) = 
导出 这 一 公式 之 后 ,我 们 要 问 一 问 : 泊 肃 叶 定律 
的 成 立 是 有 条 件 的 ,毛细管 粘 度 计 是 否 满足 这 些 条 
件 呢 ? 让 我 们 逐一 检视 :(1) 毛 细 管 无 限 长 假设 : 实 
验证 明 , 只 要 Lla >200, 毛细 管 的 人口 效应 就 可 以 
忽略 不 计 ;(2) 流 动 定常 假设 : 随 着 液 面 降 低 , 厂 Ж 
小 ,毛细 管 中 的 流量 О, 也 会 逐渐 减 小 ,因而 实际 流 
动 不 可 能 是 严格 定常 的 ;但 因 盛 液 容器 的 横 截 面积 
远 远大 于 毛细 管 横 截 面积 ,所 以 液 面 降 低 的 速度 远 图 8.14 毛细 管 粘度 计 示意 图 
比 毛 细 管 中 平均 流速 慢 得 多 ,流动 可 以 近似 看 作 准 
定常 的 。 在 实际 操作 中 ,用 两 条 刻 线 把 盛 试 样 容器 的 高 度 三 等 分 ,记录 液 面 通 过 
这 两 条 刻 线 的 时 间 用 以 计算 在 这 一 段 时 间 内 的 平均 流量 Qy, 取 两 刻 线 的 平均 
高 度 当 作 (8.5.30) 式 中 的 Н. 实验 证 明 , 这 样 可 以 把 流动 的 非 定常 效应 减 到 允 
许 误差 范围 ;(3) 层 流 假设 :毛细 管 直径 很 小 (一 般 为 毫米 量 级 ) ,流速 很 慢 ,其 雷 
诺 数 很 低 ,能 够 保证 流动 为 层 流 ; (4) 直 圆 管 假设 :实际 上 毛细 管 难免 有 椭圆 度 、 
锥 度 、 弯 度 等 几何 缺陷 ,克服 的 办 法 除了 在 挑选 毛细 管 时 严格 把 关 之 外 ,还 可 采 
用 相对 测量 法 , 即 用 两 种 流体 在 同一 套装 置 分 别 做 测试 ,于 是 由 (8.5.30) 可 知 
L241 二 (pz2Qvi)/(p1Qw), 如 果 其 中 一 种 流体 是 已 知 粘度 的 标准 液 ,就 可 以 算 
出 另 一 种 液体 的 未 知 粘度 . 因为 几何 缺陷 对 两 种 流体 的 影响 是 大 体 相同 的 ,此 
法 可 将 它 所 引起 的 粘度 测量 误差 减 到 很 小 . 除了 以 上 这 些 因 素 外 , 液 面 的 表面 
张力 也 常 引起 测量 误差 ,在 设计 时 应 采取 适当 措施 加 以 修正 . 

从 这 一 例题 我 们 看 出 ,理想 化 的 力学 模型 与 实际 的 工程 应 用 之 间 常 常 存在 
很 大 的 差异 . 在 我 们 应 用 某 一 理论 公式 时 ,必须 注意 它 成 立 的 条 件 . 只 要 用 这 
一 观点 来 指导 工程 设计 ,理论 成 果 常 常 可 以 发 挥 巨大 的 作用 . 

在 结束 这 一 例题 时 我 们 指出 : юк какына; 它 的 规律 将 在 下 章 
9.5 和 9.6 节 讲 述 . 

现在 我 们 可 以 回 过 头 来 计算 修正 的 伯 努 利 方程 (8. 1.21) 式 中 的 压 头 损失 

. 按 定义 (8.1.22) 式 ， 


i _ 
h, 三 一 КЕ ер Я ү dz: = bo — Ё | 


р р 
于 是 ,由 泊 肃 叶 公 式 (8.5.22) ,有 


l Виш. (8.5.31) 


4 
nro о ro 
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此 式 适 用 于 处 于 层 流 状态 的 无 限 长 直 圆 管 中 均 质 不 可 压缩 粘性 流动 ,在 工程 管 
道 设计 中 很 有 用 . 显然 ,管道 越 长 越 细 , 或 平均 流速 越 大 ,或 流体 运动 粘度 系数 
越 大 , 压 头 损失 就 越 严 重 . 这 就 说 明了 ,为 什么 对 较 短 较 粗 的 管道 常 不 计 粘性 损 
耗 而 近似 地 应 用 无 粘性 流动 的 伯 努 利 积分 (4.2.6) 式 ,但 对 较 长 较 细 的 管道 , 则 
必须 计 及 粘性 损耗 Ai ,采用 修正 的 伯 努 利 积分 (8.1.21) 式 . 

现在 求 圆 管 流动 中 的 温度 分 布 . 假设 热传导 系数 k 为 常数 , 管 壁 温度 T. 
为 常数 与 r 无 关 , 则 由 问题 特点 易 知 T = T(r)5 х 无 关 . 这 时 (8.5.3) 式 左 端 


变 为 0, 而 $= “(д zy , 式 中 以 由 (8.5.20) 式 给 出 ,于 是 有 


k (> “Т)= Ж „(8) =- 16p r? 
r dr dr dr ro š 


积分 两 次 ,可 得 通 解 为 


一 2 
Т= а r4+ Cliln r+ С,. 
0 


根据 >=0 处 代为 有 限 值 和 r= ro FF Т=Т„,1$# 


—2 5 : 
T=T, +48 (1-5) | (8.5.32) 
ro : 


式 中 第 二 项 表示 由 于 粘性 耗 散 引起 流体 的 温 升 . 最 大 温度 ТЕ Р.Б (к= 
0) 处 达到 : 


Tan T, + E | 


事实 上 ,除了 粘性 很 高 的 油 类 之 外 ,粘性 耗 散 所 引起 的 温 升 一 般 可 以 忽略 不 计 : 
例如 , 当 平 均 流 速 亏 =30m/s 时 ,空气 的 最 大 温 升 约 为 0.5C ,水 的 最 大 温 升 约 为 
1.5C ,而 原油 的 最 大 温 升 约 为 450C. 

由 (8.5.31) 式 可 求 得 壁面 单位 面积 的 热流 量 : 


а= (92). atr. (8.5.33) 


qe 20 表明 热流 指向 固 壁 内 部 ， 为 维持 壁面 常温 度 о 
流体 的 耗 散 热 传 出 . з 
(=) 平板 在 自身 平面 内 振动 所 引起 的 流动 
如 图 8.15 所 示 ,无 限 大 的 平板 位 于 y=0, 其 上 方 (y >>0) 充 满 粘度 系数 为 = 
= 常数 的 均 质 不 可 压缩 流体 . 设 平板 在 其 自身 平面 内 以 速度 Uocos wt 振动 ,由 
于 粘性 作用 , 它 将 带动 上 半空 间 的 流体 作 周 期 性 运动 . 现在 来 求 流体 的 速度 u 
随时 间 和 位 置 的 变化 . 假设 广义 压强 р 是 均匀 的 . 
根据 问题 的 物理 特点 , 板 在 z 方向 为 无 限 长 ,坐标 原点 О 可 沿 板 面 任意 选 
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择 , 因 而 = 0, и = (у, г). 根据 连续 性 方程 ; 
(8.5.1)#5Е +99 = 0, 再 加 上 物 面 无 渗透 条 件 
(y=0:o=0), 可 推断 出 v=0. 于 是 由 (8.5.2) 
得 到 = 方向 的 运动 方程 : В 
=» | (8.5.34) ойыш 
y=0: u = Uo cos œt, (8.5.35) 
y>%: u=0. (8.5.36) 


因为 这 一 问题 的 流体 运动 有 周期 性 ,所 以 不 提 初 始 条 件 . 对 比 一 下 这 一 问题 与 
(5.4.23) 至 (5.4.26) 所 描述 的 平板 突然 起 动 问题 ,我 们 看 到 两 个 问题 所 遵从 的 
方程 完全 一 样 ,主要 差别 在 于 y=0 处 的 边界 条 件 . 平板 起 动 问题 中 没有 有 限 大 
小 的 特征 长 度 与 特征 时 间 ,因而 存在 相似 性 解 . 而 现在 的 问题 中 存在 特征 时 间 
(1/w) ,因而 不 存在 相似 性 解 . 这 两 个 问题 都 是 由 英国 力学 家 斯 托 克 斯 首先 解决 
的 ,后 人 称 平板 突然 起 动 的 问题 为 斯 托 克 斯 第 一 问题 ,而 称 平板 在 自身 平面 内 振 
动 的 问题 为 斯 托 克 斯 第 二 问题 . 

象 斯 托 克 斯 第 二 问题 这 类 用 线性 方程 描述 的 周期 性 问题 常常 通过 求 复数 解 
的 方法 来 求解 .. 我 们 知道 ,满足 线性 方程 的 任 一 复数 解 ,其 实 部 和 虚 部 必然 都 满 
足 同一 方程 . 因此 只 要 能 找到 满足 以 下 方程 和 边界 条 件 的 复数 解 (у, г), Я 
么 它 的 实 部 必然 满足 方程 (8.5.34) 和 边界 条 件 (8.5.35) 与 (8.5.36): 


s=, 59 ; (8.5.37) 
y=0: U=Uoe”， (8.5.38) 
уо: U=0. (8.5.39) 
根据 解 的 周期 性 ,可 设 
U(y,t)= Y(y) е“. (8.5.40) 
将 它 代 入 (8.5.37) ,得 到 Y(y) 满 足 的 常 微分 方程 


Y”(y)-a2Y(y)=0 , (8.5.41) 


= іо Jø}; |® 
=] 本 э, Ti 2 ， (8.5.42) 


Ү(у) = Cie?” +C”. 
由 边界 条 件 (8.5.35) 和 (8.5.36) 得 :C1 =0,C,= Uo. 于 是 


式 中 


(8.5.41) 式 的 一 般 解 是 
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U(y,t)= Ue- ®t: = U e V Ël E), (8.5.43) 
U(y,t) 的 实 部 为 
ed А PR x (8.5.44) 


它 满足 方程 (8.5.34) 和 边界 条 件 (8.5.35) 与 (8.5.36), 因 而 也 就 是 我 们 所 要 求 的 
平板 在 其 自身 平面 内 振动 时 上 半空 间 粘 性 流体 做 周期 性 运动 的 速度 变化 规律 . 

图 8.16 画 出 了 (8.5.44) 式 所 示 的 流体 速度 分 布 . 注意 流体 做 周期 性 运动 
的 频率 与 平板 振动 频率 相同 ,而 速度 的 振幅 Use V Ë 88 y 增加 按 指数 规律 误 
减 . 与 平板 相距 у 处 的 流体 层 相对 平板 的 相位 滞后 是 (w w/2y)y. 流体 中 相距 
2xV2vjw 的 二 流体 层 的 速度 有 相同 相位 ,这 一 距离 可 看 作 流体 振荡 的 波长 ,有 
时 称 为 粘性 项 的 穿 透 深度 . 我 们 看 到 , 当 y=2x v2v/w 时 ,其 速度 的 振幅 衰减 到 
Use “, 即 平板 振动 速度 振幅 的 1/535, 在 这 一 距离 以 外 的 流体 几乎 不 动 . 这 说 
明 ,被 平板 带动 的 流体 层 厚度 正比 于 V vo. 也 就 是 说 , 当 平板 在 很 烙 滞 的 流体 
中 以 低频 振动 时 ,平板 所 带动 的 流体 层 较 厚 ; 而 在 粘度 很 小 的 流体 中 以 高 频 振动 
的 平板 只 能 带动 与 它 毗 邻 的 一 薄 层 流体 . 


АЎ 
TEKET 
P ANVAR 


一 1.0 一 0.8 一 0.6 一 0.4 -0.2 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1.0 


图 8.16 平板 在 自身 平面 内 振动 时 附近 流体 的 速度 分 布 


8.6 低 雷 诺 数 流动 


当 一 些 尺寸 微小 的 粒子 在 粘性 流体 中 作 缓慢 运动 时 ,其 特征 雷诺 数 很 低 , 称 为 
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低 雷 诺 数 流动 . 例如 ,大 气 中 烟尘 的 沉降 ,云雾 的 水 滴 ,胶体 溶液 中 的 胶体 大 分 子 , 河 
流 中 的 泥 沙 ,水 洗 选矿 中 的 矿 尘 粉 末 , 原 生物 的 泳 动 ,血液 中 红细胞 的 运动 等 . 一 
直径 为 10pm 的 毛细 血管 , 当 血 流速 度 为 lmm/s 时 ,雷诺 数 约 为 10“ 量 级 . 
(一 ) 斯 托 克 斯 流动 
既然 雷诺 数 表征 流体 惯性 力 与 粘性 力 之 比 , 低 雷 诺 数 流动 的 特点 就 是 惯性 
力 与 粘性 力 相 比 居于 次 要 地 位 . 当 Re 一 0 时 ,可 以 在 (8.5.2) 式 中 完全 忽略 左 方 
惯性 力 项 ,得 到 如 下 的 运动 方程 组 (参看 (8.4.4) 式 ): 
V'v=0, 
Vp=g ÇV. 
ARHED E. 服从 斯 托 克 斯 方程 的 流动 叫做 斯 托 克 斯 流动 ,又 叫 蠕动 流 . 
对 (8.6.1) 后 一 式 左右 取 旋 度 , 可 以 消去 压强 р 得 到 关于 涡 量 w=V x v 的 方程 ; 
Vio=0， (8.6.2) 
即 ,斯 托 克 斯 流动 中 的 涡 量 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
对 于 平面 流动 ,由 连续 性 方程 引信 流 函数 y, 使 


E шо (8.6.3) 


(8.6.1) 


于 是 
ө=к(52-5=)]=-®У°%. (8.6.4) 
将 (8.6.4) 代 和 (8.6.2) 得 到 
V2920=0 (8.6.5) 


即 ,平面 斯 托 克 斯 流动 的 流 函 数 满足 双 调 和 方程 . 
对 于 轴 对 称 流动 ,由 连续 性 方程 引入 斯 托 克 斯 流 函 数 少 ,使 


:= ,w= 二 各. (8.6.6) 
可 以 证 明 
o=- 217, (8.6.7) 
式 中 ОЕ ЧУ: 
ўы К © (8.6.8) 


3r r дт Ix? 
称 为 斯 托 克 斯 算 子 , (~,0， z) 是 圆柱 坐标 条 ， е, 是 圆周 方向 的 单位 矢量 . 将 
(8.6.7) 代 人 (8.6.2) 式 得 
人 х ©ту | 


r ua 2070 | 
_ @ 2- 1 д 2] e= rao, 


r 19у? жа s 


=у х |2 
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式 中 用 到 算 子 =e, + 5 е, 22. 由 此 公式 可 以 推 知 , 轴 对 称 斯 托 克 斯 
流动 的 流 函数 满足 

D’DY=0. (8.6.9) 
解 出 y 以 后 ,由 (8.6.6) 算 出 w , 代 回 (8.6.1) 第 二 式 即 可 求 得 流 场 中 的 压强 р. 


在 圆柱 坐标 系 下 ， 
5 r 5 (07 4), 
әр. (8.6.10) 
дх = x (D 4). 


对 于 轴 对 称 的 斯 托 克 斯 流动 , 如 采用 圆 球 坐 标 系 (R,0,#$), 对 应 于 
(8.6.6),(8.6.8) 和 (8.6.10) 的 公式 是 


1 1 3y 


a w=- 30, (8.6.11) | 
D+ (сте эз) (8.6.12) 
和 
жт. % | (8.6.13) 
эй = -H sa (рр), 


总 结 一 句 , 斯 托 克 斯 流动 的 涡 量 оо 满足 拉 普 拉 斯 方程 (8.6.2) ,平面 和 轴 对 称 
斯 托 克 斯 流动 的 流 函 数 y 分 别 满足 简单 的 四 阶 偏 微分 方程 (8.6.5) 和 (8.6.9). 在 
这 些 方程 和 相应 的 边界 条 件 中 都 不 出 现 流体 性 质 w 和 p, 也 不 出 现 对 时 间 + 的 历 
史 依 赖 关系 . 这 表明 ,在 Re->0 的 极限 情形 下 ( 即 完全 忽略 流体 的 惯性 力 时 ), 流 场 
中 的 运动 学 特性 (速度 、 涡 量 \、 流 线 、 涡 线 等 ) 与 流体 粘度 和 密度 无 关 , 也 不 依赖 于 流 
动 的 历史 ,只 与 该 瞬时 的 边界 条 件 有 关 . 此 外 ,由 于 (8.6.1) 式 中 只 出 现 y 而 不 出 
现 o, 所 以 流 场 中 的 压强 、 应 力 和 物体 所 受 合力 等 动力 学 量 只 与 流体 粘度 系数 Ж 
关 而 与 密度 о ЖЖ. 这 些 都 是 斯 托 克 斯 流动 的 特点 ,只 有 在 Re 时 才 严 格 成 立 , 

(二 ) 斯 托 克 斯 阻力 公式 

由 于 斯 托 克 斯 方程 是 线 性 的 ,对 一 些 与 坐标 面 一 到 的 物 形 易 于 求 得 准确 的 
解析 解 . 下 面 举 圆 球 在 原来 静止 的 无 界 流体 中 的 平移 为 例 说 明 如 何 求解 . 

取 球 坐标 系 (RR,0,$) ,坐标 原点 位 于 该 瞬时 球 心 上 , 球 半径 为 a , 球 的 平移 
速度 U, 指向 0=0 方向 (图 8.17) ,此 时 流 函 数 . 少 满足 的 方程 和 边界 条 件 为 


РП? ф=0, 
К = а; 7579 90 = Uocos 0, Ta PERE, JR — Uo sin 0, (8.6.14) 
EE E TE E S 


Sas R’sin 0 29 Rsin 0 ƏR 
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让 我 们 用 分 离 变量 法 求解 , 设 jy(R,9)= Е(К)С(0), А r 
R=a 的 两 边界 条 件 给 出 
F(a)G’(0)= Uoa’sin bcos 0, 
F'(a)G(0)= Uasin Ө. 
由 此 看 出 , 若 此 问题 能 用 分 离 变 量 法 求解 ,G(9) 必 须 正比 
于 sin 0. 现 取 G(0)= sin? 0, 即 相当 于 设 


#(R,0)= F(r)sin° 0, 8.17 圆 球 在 粘性 
则 问题 化 为 求解 下 列 欧 拉 方程 : 流体 中 平移 
| FF + Е0. 


它 的 一 般 解 具有 下 列 形式 
F(R)= АК“ + ВЕ? + CR +È А 
式 中 的 待定 常数 4A,B,C,D 由 下 列 边界 条 件 确定 ; 
F(a)=+ Ua, РОЗЫ, БР т Е =0 | 
最 后 得 到 


F(R)= 闻 UnaR -1U E 
因而 
#(Е,8)=--Шзиё ө(зав -® | (8.6.15) 
按 (8.6.11) 式 得 到 速度 分 布 : 
ик = Uocos (3-2) (8.6.16) 
„= -+ Unsin (32.2) | (8.6.17) 


ТЕШ 8.18 上 画 出 了 圆 球 在 无 界 流体 中 平移 的 瞬时 流 线 ,其 中 上 半 部 分 是 相对 于 
无 穷 远 处 静止 流体 而 言 ( 即 由 (8.6.15) 式 所 表示 ) ,而 下 半 部 分 则 是 相对 于 运动 


的 球 心 而 言 (相当 于 (8.6.15) 式 的 少 沽 去 负 z 方向 均匀 流 — + Us R° sin 0 


为 了 对 比 , 图 中 除 在 (a) 画 出 斯 托 克 斯 流 解 芝 外 还 在 (b) 画 出 了 相应 的 势 流 解 ( 见 
(6.8.21) 式 ). 从 公式 和 图 看 出 , 球 平移 所 引起 的 斯 托 克 斯 流动 有 如 下 特点 : 

1. 正如 前 面 所 预言 的 , 流 线 和 速度 与 流体 的 粘度 系数 或 密度 无 关 , 它们 只 
取决 于 球 在 该 瞬时 的 速度 U ,而 与 它 过 去 的 运动 历史 无 关 . 

2. 球 前 后 的 流 线 完全 对 称 ,在 球 后 方 不 存在 如 图 8.5(b) 至 (e) 所 示 的 尾 流 区 . 

3. 相对 于 球 来 说 ,流体 的 速度 处 处 都 小 于 自由 来 流 值 ,不 像 势 流 中 球 顶 部 
的 流体 速度 可 能 超过 自由 来 流 值 . 在 流 线 形状 ( 见 图 的 下 部 ) 方 面 ,斯 托 克 斯 流 
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的 流 线 比 势 流 中 的 对 应 流 线 被 排挤 得 更 远 一 些 . 如 果 从 无 穷 远 处 的 静止 流体 来 
看 ( 见 图 的 上 部 ) , 圆 球 在 粘性 流体 中 平移 时 ,会 带动 周围 流体 一 起 前 进 , 而 在 势 
流 中 , 圆 球 只 不 过 将 前 部 的 无 粘性 流体 推 向 外 侧 , 待 球 经 过 后 又 从 后 侧 吸 回 , 流 
体 并 不 随 着 圆 球 一 起 前 进 . 这 是 粘性 流体 与 无 粘性 流体 的 本 质 区 别 . 


(а) 斯 托 克 斯 流 (b) 势 流 
图 8.18 圆 球 平移 的 斯 托 克 斯 流 与 势 流 的 瞬时 流 线 分 布 比较 


4. 斯 托 克 斯 流 中 由 圆 球 运动 所 引起 的 扰动 其 影响 范围 较 势 流 中 的 大 得 多 . 
如 (8.6.16) 和 (8.6.17) 式 所 示 , 当 R 一 时 ,扰动 速度 的 大 小 随 R 成 反比 地 缓 
慢 衰 减 ;而 在 势 流 中 ,扰动 速度 随 R 的 立方 成 反比 地 迅速 衰减 ( 见 (6.8.22) 和 
(6.8.23) 式 ). 、 即使 在 R=10a 这 样 远 的 距离 上 ， ыны 


托 克 斯 流速 度 仍 在 二 U, 的 量 级 ,而 相应 的 势 流速 度 早已 衰减 到 [机 0 U, RA. 
下 面 我 们 来 计算 流 场 中 的 压强 分 布 . 由 (8.6.13) 式 有 
= - 3 EI oos в, L=- tan 0, (8.6.18) 
再 加 上 R> oR} p= pp 的 条 件 可 以 解 出 
р= рь t а оз 0. (8.6.19) 
在 球面 R = a 上 的 压强 分 布 为 
р\ = pe +2 050. (8.6.20) 


注意 球 朝 向 6=0 方向 平移 . 显然 球 的 前 方 (0"< 0 < 90") 所 受到 的 流体 压强 要 
高 于 球 的 后 方 (90"< 0< 180°) ,也 就 是 球面 的 流体 压强 分 布 不 再 象 势 流 中 那样 
具有 前 后 对 称 性 ,于 是 前 后 的 压 差 产 生 一 个 与 U, 反 向 的 合力 ,这 就 是 压 差 阻 
J. 与 势 流 的 另 一 不 同 点 是 ， 这 时 不 仅 有 压 差 阻力 ， 还 有 摩擦 阻力 ,总 阻力 是 流 
体 表面 正 应 力 тре 和 切 应 力 rw 的 合力 . | 


дир 


TRR wa ЭР Жс. (8.6.21) 
_ 1 дир se ш) ЕЕ uUo. 
TH | R-。 ЛЕ 28 ƏR R а зіп 0. (8.6.22) 
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球 所 受 的 流体 合力 是 (图 8.19) 
Е. 2 [(- р + trR)cos 6 — rposin 0 ]g-.a sin 040 


= — 2xzuUəa — 4xzuUsa . : 
压 差 阻力 ”摩擦 阻力 
于 是 得 到 球 所 受 的 总 阻力 为 
nO з... (8.6.23) 0 es 
其 中 压 差 阻力 占 1/3, 而 摩擦 阻力 占 2/3. 这 
一 公式 是 斯 托 克 斯 于 1851 年 导出 的 , 称 为 斯 
托 克 斯 阻力 公式 . 
斯 托 克 斯 阻力 公式 指出 ,在 Re 因而 流 
体 惯性 可 以 完全 忽略 不 计 的 前 提 下 , 球 在 粘性 
流体 中 平移 时 所 受 的 阻力 与 球 平移 的 速度 、 流 
体 的 粘度 系数 和 球 的 半径 成 正比 . 大 量 的 实验 
证 明 , 尽 管 它 是 在 Re->0 的 前 提 下 导出 的 ,但 直 ”图 8.19 球 平移 所 受阻 力 的 计算 
到 Ке<1 时 仍 与 实验 结果 符合 得 相当 好 . 
许多 人 研究 了 斯 托 克 斯 流动 的 其 它 精确 解 ,发 现 不 同形 状 的 物体 所 受 的 阻力 都 
与 平移 速度 流体 粘度 系数 和 物体 特征 尺寸 成 正比 ,只 是 前 面 的 数字 因子 略 有 差别 . 
例如 ,一 个 半径 为 a 的 薄 圆 盘 所 受 的 阻力 为 : 
当 圆 盘 正 面 朝 前 运动 时 , 忆 = -16yUoa， 


当 圆 盘 侧 缘 朝 前 运动 时 ,下 = — Эа. 


有 意义 的 是 ,尽管 其 几何 形状 与 圆 球 相差 很 远 , 圆 盘 在 两 种 情形 所 受 的 阻力 只 比 
圆 球 的 值 分 别 低 15% 和 43%. 这 就 说 明 ,斯 托 克 斯 流 中 物体 所 受阻 力 的 大 小 对 
物 形 不 太 敏感 . 对 于 与 球形 相差 不 多 的 沙 粒 ,尘埃 ,大 分 子 , 细 胞 等 ,我 们 完全 有 
理由 用 球 的 斯 托 克 斯 阻力 公式 初步 估算 其 阻力 . 1911 年 , 列 勃 钦 斯 基 和 哈达 玛 
分 别 独立 地 解决 了 粘度 系数 为 y; 的 球形 液 滴 被 另 一 种 不 相 摊 混 的 流体 (粘度 系 
数 为 we ) 绕 过 的 问题 ,得 到 液 滴 所 受 的 阻力 为 


RS 


PP、2razsin 040 


(8.6.24) 


‚1+2% 


Е, = —6т Usa ан, (8.6.25) 
түш 


AP U, 是 无 穷 远 处 来 流速 度 ,a 是 液 滴 半 径 . 当 液 滴 被 气体 绕 流 时 ,mo< 妇 Ai， 
液 滴 所 受 的 阻力 接近 于 固体 球 所 受 的 阻力 - Gruo Uoa; 当 气泡 被 液体 绕 流 时 ， 
"© нь ,气泡 所 受阻 力 为 一 4rpo Uoa , 即 仅 为 固体 球 所 受阻 力 的 2/3. 一 个 液 滴 
被 另 一 种 流体 绕 流 情 形 的 阻力 介 于 这 两 个 极端 值 之 间 . 因为 这 两 个 极端 值 相差 
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不 很 多 ,所 以 斯 托 克 斯 阻力 公式 (8.6.23) 也 可 用 于 估算 液 滴 ,气泡 在 各 种 斯 托 克 
斯 流 中 所 受 的 阻力 . 

斯 托 克 斯 流动 的 精确 解析 解 只 有 对 于 少数 特殊 物 形 才 能 求 得 ,例如 单个 长 
球 或 扁 球 ,两 个 圆 球 或 者 单个 圆 球 位 于 大 平 壁 附近 . 对 于 其 他 情形 ,必须 用 数值 
方法 求解 . 数值 解法 的 基本 思想 是 利用 斯 托 克 斯 方程 的 线性 ,把 方程 的 解 表示 
为 一 系列 基本 奇 点 解 的 合 加 ,各 奇 点 的 未 知 强 度 由 满足 边界 条 件 而 确定 . 采用 
级 数 形式 进行 琶 加 ,用 待定 系数 来 表示 奇 点 强度 的 方法 叫做 多 极 子 法 . 把 奇 点 
分 布 在 物 面 或 者 物体 内 部 ,用 待定 函数 来 表示 奇 点 强度 的 方法 叫做 边界 积分 方 
程 法 或 者 体内 奇 点 分 布 法 . 多 极 子 法 具有 精度 高 计算 量 小 的 优点 ,但 只 适用 于 
较 规 则 的 物 形 . 边界 积分 方程 法 可 以 灵活 地 应 用 于 任意 边界 形状 ,特别 适宜 于 
可 变形 边界 , 却 有 精度 低 、 计 算 量 大 的 缺点 . 体内 奇 点 分 布 法 兼 有 二 者 的 优点 ， 
但 目前 主要 适用 于 轴 对 称 物 形 . 近 二 十 多 年 来 ,斯 托 克 斯 流动 的 数值 计算 方法 
取得 了 很 大 的 进展 . 现在 ,不 仅 可 以 计算 数 百 个 微粒 在 斯 托 克 斯 流动 中 的 扰动 ， 
而 且 可 以 长 时 间 跟 踪 其 中 每 一 个 微粒 的 运动 和 变形 ,动态 模拟 该 悬浮 液 的 集合 
性 质 ( 例 如 :粘度 ,扩散 ,聚集 ,电泳 等 ). 这 些 研 究 成 果 已 经 在 化 工 、 环 境 、 气 象 、 
选矿 物理 化 学 和 生物 医学 工程 等 领域 得 到 了 广泛 应 用 . 

例 8.5 Sis rss НАЛЕ 

设 雾 滴 近 似 为 半径 为 a 的 球形 ,密度 为 pl ,空气 的 密度 和 粘度 系数 分 别 为 
p 和 jy, 则 由 牛顿 第 二 定律 可 知 雾 滴 的 沉降 速度 V 随时 间 z 的 变化 规律 是 


$na (o, +0) = (о-о) ка? -6nrpaV : (8.6.26) 


(FWAR + 附加 质量 ) 加 速度 重力 -浮力 斯 托 克 斯 阻力 
如 果 雾 滴 由 静止 开始 沉降 (+ =0 时 V=0), 它 的 解 是 


y: V,(1-e my ) 9 
式 中 
2 2 
V.=§(p1 — ө) ; (8.6.27) 


是 当 1 оов ЈЕ ЖЛЕ Е. 事实 上 , 雾 滴 开始 沉降 后 几乎 瞬时 就 达到 
这 一 定常 沉降 速度 . 例如 ,在 工 个 大 气压 和 20C 之 下 ,ol = 998 kgjmm ,p=1.2 
к/о? , и =1.8х1075 Pa's, 取 重力 加 速度 g =9.8 m/s ,可 以 算出 ,半径 a =10 
um 的 雾 滴 在 0.0057s 就 达到 0.99V ,在 0.0115 就 达到 0.9999V .而 雾 滴 由 
10km 高 空 以 V =1.2cm/s 降落 到 地 面 需要 8.29 x 10° s( 也 就 是 9 天 14 个 小 时 
多 ). 可 见 , 对 于 雾 滴 或 烟尘 沉降 这 一 类 问题 ,我 们 可 以 放心 地 忽略 其 初始 加 速 
的 非 定 常 过 程 ,采用 定常 的 力学 模型 来 处 理 . (8.6.27) 式 也 可 由 直接 考虑 定常 
沉降 时 雾 滴 所 受 重力 ,浮力 与 阻力 之 间 平 衡 而 导出 . 由 此 式 可 以 看 出 ,大 雾 滴 要 
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比 小 雾 滴 沉 降 得 快 得 多 ,当前 者 赶 上 后 者 合并 之 后 沉降 速度 进一步 加 快 ,最 后 就 
可 能 发 展 为 降雨 . 

最 后 需要 指出 , 按 上 述 数据 算出 雾 滴 雷诺 数 Re = pVia/y = 0.008, 因而 
(8.6.26) 式 中 应 用 斯 托 克 斯 阻力 公式 是 合理 的 . 对 于 雾 滴 在 空气 中 沉降 的 问 
题 ,为 保证 Re 委 1,(8.6.27) 式 给 出 的 定常 沉降 速度 只 适用 于 半径 小 于 40— 
50pm 的 微小 雾 滴 . 当然 ,如 果 用 于 研究 粒子 在 粘 灌流 体 中 沉降 的 问题 ,由 于 V, 
更 小 ,对 于 粒子 特征 尺寸 的 要 求 就 可 以 大 大 放宽 了 . 

(8.6.27) 式 有 许多 实际 应 用 . 例如 ,知道 о, „о 和 w 时 可 以 通过 测量 U, 推算 出 
极 小 微粒 的 半径 a. 1911 年 Е.А. 密 立根 在 测量 电子 电荷 的 著名 实验 中 就 用 这 个 办 
”法 推算 了 极 小 油 滴 的 尺寸 . 再 如 ,知道 p1,p 和 а 时 ,可 以 通过 测量 U, 而 推算 出 流 
体 的 粘性 u. 根据 这 一 原理 制 成 的 落 球 式 粘度 计 广 泛 应 用 于 测量 石油 的 粘度 . 

(=) 斯 托 克 斯 近似 的 局 限 性 和 奥 森 近似 . | 

阻力 公式 (8.6.23) 一 (8.6.25) 证 实 了 我 们 在 本 节 一 开始 的 预言 :斯 托 克 斯 
流 中 物体 所 受 的 力 只 与 流体 的 粘度 系数 y 有 关 而 与 流体 的 密度 p 无 关 , 这 当然 
是 完全 忽略 流体 惯性 的 直接 后 果 . 斯 托 克 斯 流 中 一 般 物 体 所 受阻 力 与 w, U, 的 
关系 可 以 用 下 述 量 纲 分 析 的 方法 导出 : 设 原来 静止 的 无 界 流体 (粘度 系数 为 y) 
中 有 一 特征 尺寸 为 工 的 三 维 物体 以 速度 U, 平移 ,那么 在 完全 忽略 流体 惯性 时 ， 
物体 所 受阻 力 F Ж и, U L: 

F=fi(u, Uo, L) ç 
根据 量 纲 分 析 的 x 定理 , 它 可 以 化 为 n -=4-3=1 个 无 量 纲 参数 的 表达 式 ， 


Е К 
取 此 无 量 网 量 为 -二 , 则 必 有 


常数 (8.6.28) 


此 式 的 形式 正和 我 们 前 面 推导 的 (8.6.23) 一 (8.6.25) 式 一 致 , 它 适 用 于 任意 形 
状 三 维 物体 (包括 轴 对 称 物体 ,下 同 ) 平 移 所 引起 的 斯 托 克 斯 流动 (或 等 价 地 ,三 
维 物体 的 斯 托 克 斯 绕 流 ). 但 是 对 于 二 维 物体 ,采用 类 似 的 论证 却 会 导致 藻 雇 的 
结论 . 二 维 物 体 所 受 的 阻力 请 指 的 是 单位 宽度 物体 上 所 受 的 流体 作用 力 , 它 与 
FIL 具有 相同 量 纲 ,于 是 上 述 量 纲 分 析 会 得 出 


Togh. 
“Уо : 

也 就 是 说 ,二 维 物体 单位 宽度 上 所 受 的 阻力 与 物体 特征 尺寸 工 无 关 , 这 当然 与 
人 们 观测 到 的 事实 不 符 . 问题 的 原因 在 于 :在 二 维 低 雷 诺 数 流 中 惯性 项 是 不 能 
完全 忽略 掉 的 ,因为 无 穷 宽 的 物体 所 产生 的 扰动 十 分 深远 . 从 数学 上 说 ,二 维 流 
动 中 斯 托 克 斯 方程 的 解 不 能 同时 满足 物 面 和 无 穷 远 处 的 边界 条 件 . 这 就 是 为 什 
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么 在 无 界 斯 托 克 斯 流动 中 , 圆 球 绕 流 有 解 而 圆柱 绕 流 无 解 ， 这 就 是 著名 的 斯 托 
EEZ. 在 二 维 低 雷诺 数 流 中 只 要 适当 考虑 流体 的 惯性 (惯性 当然 与 流体 密 
ВЕ о 有 关 ) ,流动 就 变 得 有 解 ， .. 
+f _ .[eU L 
Р A эл ) I (8.6.29) 
TEB T OKRA, 


事实 上 ,三维 斯 托 克 斯 流 中 完全 忽略 流体 惯性 的 假设 只 有 当 雷 诺 数 等 于 零 


时 才 严 格 成 立 . REX, R = Ce ,只 有 当 U, = 0 时 才 有 Re = 0, 而 这 时 也 就 


没有 了 流动 . 所 以 在 真实 的 低 雷诺 数 流 中 ,不 管 Re 多 么 小 , 它 都 不 等 于 零 . 所 
谓 斯 托 克 斯 流动 只 不 过 是 一 个 力学 模型 ,表示 Re —>0 这 一 极限 之 下 的 流动 状 
5. 仔细 分 析 一 下 流 场 中 惯性 项 的 相对 大 小 ,我 们 会 发 现 , 当 Re 为 小 量 但 不 等 
于 零 时 ,在 物体 附近 忽略 流体 惯性 是 合理 的 ,而 在 远 场 忽略 流体 惯性 并 不 合理 . 
让 我 们 用 圆 球 的 无 界 粘性 绕 流 解 来 说 明 . 这 时 的 流体 速度 等 于 (8.6.16) 和 
(8.6.17) 式 所 给 的 速度 到 加 一 个 平行 于 0=180" 方 向 的 均匀 流速 度 U. 按照 前 


面 的 分 析 ， 我 人 有 :|v1= Uo [1+aO (页 )], 这 里 о(}® )# 示 当 R 一 oo 时 与 二 


成 正比 而 变化 . 由 简单 的 微 商 运算 可 知 ,| Vw | = Фа0(5), ЕЕ 


(т). 记 Re = © зиштй: 


> Uo ° UoaO 2 
а 10) шоо 
= ао (Е) во(Е). (8.6.30) 
7 а а 


由 此 可 见 , 当 球面 附近 К/а 为 1 的 量 级 时 ,惯性 力 与 粘性 力 之 比 为 Re 量 级 ,的 
ПЕЛЕ; Коон, КЕ Re 多 人 么 小 (只 吉它 不 为 零 ) ,惯性 力 总 会 随 民 增 
大 到 可 与 粘性 力 相 比 的 量 级 并 进而 超过 后 者 . 这 样 ,在 远 场 也 忽略 惯性 力 就 不 
ВИТ. 正 是 这 一 不 合理 ,造成 了 斯 托 克 斯 流动 解 在 物理 图 象 上 的 某 些 失真 . 

例如 :前 面 提 到 过 的 流动 图 案 的 前 后 对 称 性 . 如 果 两 个 球 一 前 一 后 地 在 无 界 流 
体 中 等 速 平移 ,那么 按 斯 托 克 斯 流 的 解 ,两 球 所 受到 的 阻力 相同 ,而 实际 上 后 球 
处 于 前 球 的 尾 流 中 ,所 受 的 阻力 较 小 . 这 一 误差 是 因为 斯 托 克 斯 流动 完全 不 考 
虑 惯性 所 造成 的 . 有 人 曾 试图 把 斯 托 克 斯 流动 的 解 当 作 零 级 近似 ,假设 真实 流 
动 的 解 等 于 这 个 解 加 上 一 个 小 扰动 , 代 回 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 ,用 摄 动 法 来 求解 
扰动 ,结果 因 无 法 同时 满足 全 部 边界 条 件 而 失败 . 因此 ,要 想 用 逐次 和 逼近 法 来 考 
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虑 低 雷 诺 数 流动 的 惯性 效应 ,是 不 能 从 斯 托 克 斯 流 的 解 出 发 的 . 这 叫做 怀特 赫 
ЖЕЙ. 
这 一 困难 是 奥 森 在 1910 年 克服 的 . 他 指出 ,如 果 把 原来 忽略 掉 的 惯性 项 


(v VY)z 的 主要 部 分 U, 有 保留 下 来 ， 就 能 得 到 全 流 场 一 致 有 效 的 解 . 在 远 场 ,这 一 


项 合理 地 考虑 了 惯性 效应 ;在 物 面 附近 ,这 一 项 自动 变 为 小 量 ( 见 上 述 (8.6.30) 式 后 
的 讨论 ), 从 而 与 斯 托 克 斯 方程 一 致 . 这 样 得 到 的 方程 叫做 奥 森 方程 ; 


У:о =0, 
8.6.31 
ОСИР ( ) 


注意 : 奥 森 方程 与 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 主要 不 同 点 
在 于 由 非 线性 方程 变 为 线性 方程 ,从 而 便于 求解 B = 
体 求解 过 程 是 很 繁琐 的 . 这 里 仅 指出 ,所 得 到 的 解 明 # 
显 地 表现 出 流动 前 后 流 线 的 不 对 称 性 (图 8.20 是 相 
对 于 无 穷 远 处 静止 流体 画 的 流 线 ). 除了 后 方 的 狭长 LEN 
尾 流 之 外 ,大 部 分 区 域 的 流 场 好 象 球 心 处 点 源 产 生 的 а) 
辐射 状 流动 . 用 奥 森 方程 算出 沿 两 球 连 心 线 方向 绕 流 
的 解 ,前 后 两 球 的 阻力 有 明显 差异 ,显示 了 尾 流 效应 . 

8.20 球 平移 所 引起 的 


用 奥 森 方程 算出 的 单个 球 在 无 界 粘性 流体 中 平移 所 
受 的 阻力 为 奥 森 流动 的 流 线 


= 已 = -6ruUoa [1 + BRe) 

AP Re = pUoaly. E ыы L ТУРУР O(Re) 
量 级 ,对 低 雷 诺 数 流动 相差 不 大 . 但 是 从 奥 森 方程 出 发 ,可 以 通过 逐次 逼近 的 方 
法 不 断 扩展 解 的 适用 范围 . 近年 求 得 的 三 级 近似 解 直 到 Re = 6 都 与 实验 符合 得 
很 好 . 此 外 , 奥 森 近似 下 也 避免 了 斯 托 克 斯 伴 雇 ,例如 ,对 于 圆柱 在 无 界 粘性 流 
е EE sa 

(四 ) 润滑 理论 

粘性 流体 低 雷 诺 数 运动 的 一 个 重要 实际 应 用 ， 是 轴 在 轴承 中 转动 时 所 引起 
的 润滑 油 运动 (图 8.21). 由 于 轴 上 所 承受 的 侧 向 载荷 (例如 轴 的 自重 ) , 轴 与 轴 
承 通常 是 不 同心 的 ,其 间 形 成 一 条 很 狭 窗 的 攀 形 链 隙 . 当 轴 转动 时 , 狭 儿 中 会 产 
生 很 高 的 压强 把 轴 托 起 ,从 而 避免 轴 与 轴承 固 壁 间 的 干 摩 所. 现在 我 们 来 说 明 
狭 颖 中 如 何 产生 高 压 . 为 了 说 明 问 题 的 实质 和 避免 繁琐 的 细节 ,考虑 图 8.22 所 
示 的 两 个 相互 倾斜 的 大 平面 之 间 的 相互 滑 移 , 这 相当 于 轴 的 长 度 比 半 径 大 得 多 
而 狭 颖 又 比 轴 半 径 小 得 多 这 种 极端 情形 . 设 图 中 户 (z ) 和 工 , 让 我 们 对 下 列 二 维 
定常 流动 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 中 各 项 的 相对 重要 性 做 一 次 估计 : 
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ду 
ди ax Әр 25 І 
— uH _ РИ Е ЕЕЕ: 
Pga y az “\дх* ду]? 
ао. ааш ар (25.22) 
— е с ау әх? Әу? 


由 第 一 式 ,v = Say ЖШТ В ои TAA о. 于 是 最 后 一 式 给 出 


9 z3 а? ди 
F = 0,80 p = р(х). ERIR PZ I <, AMA 
| ди pU? 
| 惯性 力 | 1°“ Әх Di 
| 粘性 力 | Fu [18] и \L 
“зу M 


对 大 多 数 润 滑 问题 Л/1,—10`?, UL u 很 少 超过 2 x 10 ,因而 惯性 力 与 粘性 力 
2 ЛР 2х107°. 在 忽略 惯性 力 时 ,方程 变 为 : 


а 2и 3 | (8.6.32) 

相应 的 边界 条 件 是 | | 
y=0: u= О; y=h(z): и =0, (8.6.33) 
х=0: р= р; х=: p= рє. (8.6.34) 


这 一 方程 和 前 面 第 5 节 讨 论 的 两 平板 间 流 动 不 同 ,润滑 液 中 的 9 不 是 常数 ,而 
Bü < 改变 . 将 (8.6.32) 对 у 积分 两 次 ,利用 边界 条 件 (8.6.33) 得 到 速度 剖面 


2 у\ kè dp у | -}) 
“ u(1 >) (8.6.35) 
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垂直 于 纸 面 方向 单位 宽度 上 的 润滑 层 体积 流量 为 
Ry = ho h Ар 
O |. иду = F - 95 d ` (8.6.36) 
给 定 Qv 之 后 , 便 可 由 此 式 求 压强 分 布 : 


$= =12«(э-2+) : 


ЖК О 34) 可 得 : 


(hi—h)(h—h,) 
жы ыы 


ОРЕ Е Жу 
р К -1 
= | = y da s ак - 2 长 地 i) ‚ (8.6.38) 


ЖР K = һу[һ, 为 狭 缝 两 端的 高 度 比 ， 当 两 润滑 面相 互 平行 时 ,K =1, 此 时 PP 
=0, 这 样 的 轴承 是 不 能 支承 载荷 的 . 还 可 以 算出 单位 宽度 壁面 上 受到 沿 > 方向 
的 剪 应力 的 合力 为 : 


ИТ 2л, K 

ғ= |. “(55 )_, 22 a r (2nK - ар (8.6.39) 
к 6.38) 式 知 ,当天 大 约 等 于 2.2 时 ,法 向 力 P 达到 最 大 值 P。 = 
- ,而 此 时 F = 0. ёс. 如 果 定 义 摩擦 系数 为 F/P , 则 此 时 


(8.6.37) 


0.16 — T ; 


Был. 
Р 工 
由 此 可 见 , 轴 的 摩擦 系数 只 取决 于 犹 缝 的 高 长 比 ,而 与 流体 的 粘度 无 关 . 通常 ， 
对 于 滑动 轴承 h,/L 一 10, 因 此 摩擦 系数 约 为 5x10””. 这 个 数值 是 固体 之 间 
干 摩 擦 系数 的 1/100 至 1/20. 减 小 表面 摩擦 和 产生 巨大 的 法 向 支承 力 , 是 薄 流 
体 润滑 层 的 两 大 特点 . | 

上 述 (8.6.38) 式 指出 , 当 UJ>0( 即 平板 向 狭 端 移动 ) 时 有 已 >0, 即 压力 使 
轴 与 轴承 分 开 ; 而 当 U<0( 即 平板 向 宽 端 移动 ) 时 有 P<0, 即 压力 使 轴 与 轴承 
靠拢 . 由 此 可 以 说 明 , 初 始 由 于 自身 重量 而 在 下 方形 成 狭 罕 缝隙 的 轴 ; 当 开始 逆 
时 针 方 向 转动 后 会 由 于 左下 方 产 生 已 >0 而 右 下 方 产生 P<0 而 使 轴 向 右 偏 移 ， 
直到 如 图 8.21 所 示 的 位 置 才能 达到 平衡 . . 

在 上 述 润滑 理论 中 我 们 假设 润滑 层 是 二 维 的 . 实际 轴承 的 长 度 都 是 有 限 
的 ,会 使 法 向 力 较 上 述 计算 值 显著 减 小 . 由 于 摩擦 生 热 ,润滑 油 的 粘度 会 随 温度 
而 变 . 在 转速 较 高 时 ,还 必须 考虑 惯性 效应 所 引起 的 修正 . 这 些 都 已 有 专门 著 
作 进 行 了 细致 的 理论 和 实验 研究 . 
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8.7 边界 层 的 概念 和 它 的 厚度 


在 上 一 节 中 ,讨论 了 当 雷 诺 数 极 低 时 ,如 何 简 化 N 一 S 方 程 组 . 这 里 将 讨论 
另 一 极端 情况 , 即 当 雷诺 数 极 高 时 ,如 何 使 N 一 S 方 程 组 简化 . 

空气 和 水 是 我 们 最 常 接触 到 的 两 种 流体 ,它们 的 粘度 系数 都 比较 小 ( 当 温 度 
为 293K 时 ,分 别 为 1.81x10- 与 1.002x10-?g/(cm'.s) ) ,运动 粘度 系数 也 不 大 
(分 别 为 0.15 与 1.004x10_ cm'?/s). 这 意味 着 它们 运动 时 ,雷诺 数 一 般 都 比较 
K. 例如 取 特 征 长 度 与 速度 分 别 为 lem 与 lcem/s 时 ,对 空气 与 水 的 雷诺 数 分 别 
为 6.67 与 100( 记 住 这 两 个 常用 的 数字 !). 在 进行 实验 时 ,即使 模型 的 特征 长 度 
与 流体 的 速度 仅 分 别 为 10cm 与 100cm/s, 而 空气 与 水 的 雷诺 数 将 分 别 达 到 
6.67X10; 与 10;. 这 的 确 已 是 两 个 相当 大 的 数值 . 

本 章 在 讨论 温度 边界 层 时 , 均 假 定 温度 的 值 不 太 高 ,以 致 它 对 流体 密度 p、 
粘度 系数 u ЕЛА с 与 热传导 率 & 的 影响 均 可 以 忽略 不 计 , 即 近似 地 把 它们 看 成 
常数 . 

1904 年 德国 著名 力学 家 L. 普 朗 特 通过 几 个 简单 实验 来 说 明 他 的 边界 层 理 
论 , 即 当 流 体 的 粘度 很 小 时 , 流 经 物体 的 流动 可 以 分 为 两 个 区 ,物体 附近 一 层 很 
薄 的 边界 层 区 和 它 以 外 的 主流 区 . (参见 附录 (人 A) 照片 8a). 在 前 一 区 域 中 流体 
的 粘性 摩擦 力 起 主要 作用 ,而 在 后 一 区 域 中 摩擦 力 几乎 可 以 忽略 不 计 . 由 于 普 
朗 特 的 这 一 理论 是 根据 直观 和 从 物理 的 角度 提出 的 ,当时 他 的 论文 很 难 令 人 理 
解 也 未 引起 足够 重视 . 后 来 ,许多 学 者 从 数学 的 角度 研究 并 完善 了 他 的 理论 , 结 
果 证 明 它 是 完整 N- S 方 程 组 渐 近 展开 解 的 一 级 近似 . 

考虑 在 沿 z 方向 的 水 平均 匀 来 流 v。 中 放置 一 尖 前 缘 、 半 无 穷 、 零 冲 角 薄 平 
板 , 原 点 与 у 轴 分 别 取 在 前 缘 与 垂直 于 平板 方向 . 如 图 8.23 所 示 . 假定 来 流 的 
粘度 很 小 , 当 其 行 至 前 缘 处 时 , 离 平 板 任意 距离 y 处 的 速度 均 为 vw。. 进入 前 缘 
以 后 ,由 于 流体 与 平板 之 间 的 粘 附 作用 ,与 平板 表面 直接 接触 的 流体 层 其 速度 将 
变 为 零 , 而 与 此 层 上 方 相 邻 的 流体 层 则 由 于 流体 的 粘性 亦 将 受到 直接 接触 层 的 
阻 滞 , 这 样 ,上 一 层 流体 总 是 受到 下 一 层 流体 的 阻 滞 , 而 且 随 着 x 的 增加 ,受阻 
ИЖЕ y 方向 的 范围 也 逐渐 扩大 ， 以 致 形成 一 个 有 明显 速度 变化 的 区 域 , 通 
常 称 为 速度 边界 层 . 在 此 层 之 外 为 主流 区 ,流体 仍 以 接近 于 vo 的 速度 运动 . 如 
ЖШ и 表示 边界 层 内 并 方向 的 速度 分 量 , 当 y 增加 时 ,w 是 以 渐 近 的 方式 趋 近 
于 vw 的 , 因 之 ,边界 层 与 主流 区 之 间 并 元 明显 的 分 界线 ,通常 为 了 方便 将 u= 
0.99v- 处 的 у 值 定义 为 速度 边界 层 的 名 义 厚度 5,(z). 这 样 ,在 边界 层 内 ,流体 
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8.23 沿 半 无 穷 平 板 的 速度 边界 层 


的 速度 u 将 从 板 面 处 的 零 增 至 边界 层 上 缘 外 侧 处 的 w。, 而 边界 层 的 名 义 厚 度 
9,(z) 一 般 说 来 是 很 薄 的 , 因 之 ,在 层 内 存在 很 大 的 速度 梯度 (参见 附录 (A) 照 片 
8b) ,根据 牛顿 的 前 应 力 公式 ,即使 流体 的 粘度 很 小 ,流体 内 部 的 前 应 力也 是 相当 
可 观 的 . 这 表明 边界 层 内 流体 的 粘性 起 着 重要 作用 . 

另 一 面 ,边界 层 内 的 速度 梯度 分 布 也 意味 着 存在 涡 量 分 布 . 对 于 层 流 运动 ， 
平板 处 的 涡 量 应 为 最 大 ,以 后 , 随 着 у 的 增加 而 逐渐 减 小 . 如 果 用 一 很 薄 的 集中 
涡 层 去 代替 沿 平板 的 涡 量 分 布 ,这 一 涡 层 的 涡 量 将 向 外 扩散 ,并 认为 在 у 方向 
的 扩散 距离 即 为 边界 层 的 名 义 厚度 . 根据 8.3 节 , 直 线 涡 丝 在 时 间 上 内 向 外 扩 
散 的 距离 y 与 (wt)“ 同 阶 ,同时 ,在 这 段 时 间 内 ,来 流速 度 v 将 携带 此 涡 量 沿 > 
方向 走 一 距离 x, 其 量 级 为 x = vz, 由 此 二 式 可 得 出 层 流 速度 边界 层 的 名 义 厚 
度 6,(z) 的 量 级 为 

8ё,(х)—хКЁе;'?, (8.7.1) 
其 中 Re, RUER z 为 特征 长 度 的 雷诺 数 . 利用 上 式 可 以 估算 边界 层 的 名 义 厚 


度 ,例如 Re, = 10? 时 ,5,/z 一 击 . 这 表明 8, 与 特征 长 度 z 相 比 的 确 是 个 小 量 . 


应 当 指出 :对 一 确定 的 z 值 有 时 也 可 用 长 度 ! 去 置换 ,这 时 雷诺 数 记 为 
Re,. 此 外 ,还 可 用 速度 边界 层 的 名 义 厚 度 6, 去 定义 雷诺 数 Re, . 对 于 沿 平 板 
的 层 流 流动 ,它们 之 间 的 关系 可 以 用 (8.7.1) 式 和 雷诺 数 的 定义 得 到 , 即 

Res, = Re”. (8.7.2) 


以 后 涉及 到 和 雷诺 数 时 一 定 要 注意 它 所 使 用 的 特征 长 度 . 

从 前 面 可 以 看 出 速度 边界 层 的 名 义 厚 度 具 有 一 定 的 任意 性 ,要 准确 地 确定 
它 也 比较 困难 . 为 了 使 用 方便 ,在 工程 中 常常 定义 下 列 两 种 边界 层 厚度 . 它们 
不 仅 与 边界 层 内 的 速度 分 布 有 关 ,而 且 具 有 明确 的 物理 意义 , 即 分 别 与 质量 和 动 
量 守 恒 原理 有 关 . 在 下 面 的 讨论 中 ,这 些 量 所 通过 的 横 截 面 均 取 为 单位 展 宽 ( 垂 
直 于 纸 面 ), 因 之 , 仅 与 边界 层 的 厚度 有 关 . 

(一 ) 位 移 厚度 | 

对 某 一 给 定 zx, 边界 层 内 任 一 距离 у 处 的 速度 为 ,每 单位 时 间 通 过 微 元 
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dy 的 质量 ( 即 质量 流量 ) 为 pu dy ,如 果 与 无 粘性 流动 的 质量 流量 cv。dy 相 比 , 边 
界 层 流动 在 该 处 少 流 过 (或 亏损 ) 质 量 流量 p(wv。 一 wu)dy, 即 每 单位 时 间 有 如 此 
多 的 质量 被 排挤 人 主流 中 . 对 于 整个 边界 层 厚 度 总 的 质量 流量 亏损 为 


8 
|, о\ш„-— u)dy . 2 


如 果 定 义 一 厚度 8, 使 这 些 被 排挤 (或 亏损 ) 的 质量 流量 正 
好 与 无 粘性 流体 在 壁面 附近 厚度 为 о, 的 质量 流量 相等 O 
( 即 在 图 8.24 中 面积 +@= 面积 + @) 


ô, 
则 pueda = |. р(х. — u)dy . 
对 于 不 可 压缩 流体 有 图 8.24 速度 边界 层 的 
位 移 厚 度 
òa = | [1 - jay, (8.7.3а) 


64 称 为 位 移 厚 度 . 它 代表 整个 边界 层 厚 度 内 ,有 粘性 流动 相对 于 无 粘性 流动 所 
亏损 的 质量 流量 与 单位 厚度 内 无 粘性 流动 的 质量 流量 之 比 . 同时 它 也 表明 为 了 
保持 有 粘性 与 无 粘性 流动 的 质量 流量 相等 ,在 用 无 粘 理 论 设计 管道 时 应 将 管 壁 
向 外 放大 ду. 

应 当 注意 :(8.7.3a) 式 是 根据 边界 层 的 厚度 为 有 限 的 ( 即 6,) 概 念 导出 的 . 
， 有 时 也 用 根据 边界 层 的 速度 分 布 为 渐 近 的 概念 导出 相应 的 表达 式 即 


д, - [1-2] (8.7.3Ь) 


==, 


(二 ) 动量 厚度 

与 位 移 厚 度 相似 ,在 z 点 处 ,无 粘性 与 有 粘性 流体 通过 微 元 dy 的 动量 流量 
分 别 为 osxdy 5 ou2dy. 该 处 的 动量 流量 亏损 为 pulv,- xjdy, 即 每 单位 时 间 
有 如 此 多 的 动量 被 排挤 人 主流 中 . 对 于 整个 边界 层 厚 度 ,总 的 动量 流量 亏损 为 

pulv. ~ uldy. 
如 果 定 义 一 厚度 ôn 使 这 些 被 排挤 (或 亏损 ) 的 动量 流量 正好 与 无 粘性 流体 在 壁 
面 附近 厚度 为 6, 的 动量 流量 相等 ВП 
po: Om = |. pulv. — и ]ду. 
对 不 可 压缩 流体 有 
в. = | ®[1- Ela, 8.7.4) 

0. 称 为 动量 厚度 . 它 代 表 整 个 边界 层 厚 度 内 有 粘性 流动 相对 于 无 粘性 流动 所 
亏损 的 动量 流量 与 单位 厚度 内 无 粘性 流动 的 动量 流量 之 比 . 


8.7 边界 层 的 概念 和 它 的 厚度 - 101 ° 


根据 渐 近 的 边界 层 厚度 概念 ,对 应 于 (8.7.3b) 式 有 
a = | Efi- ја. (8.7.4Ь) 


0 Ú 


从 图 8.25 和 边界 层 位 移 与 动量 厚度 的 定义 可 以 清楚 地 看 出 ,位移 厚度 6。 
总 是 大 于 动量 厚度 Sn. 


Voo 
Ôv ЕА 
n т 
Öm 


图 8.25 速度 边界 层 的 位 移 图 8.26 有 限 长 平板 尾 流 
与 动量 厚度 的 速度 分 布 


考虑 一 均匀 来 流 v。 流 经 一 零 冲 角 有 限 长 薄板 ,其 尾 流 中 的 速度 分 布 如 图 
8.26 所 示 , 其 中 o, 与 Su 分 别 为 尾 流 的 外 缘 速度 与 动量 厚度 . 根据 动量 定理 ， 
动量 流量 的 亏损 应 等 于 单位 展 宽 ( 垂 直 于 纸 面 ) 壁 面 上 所 受 的 总 摩擦 力 Di, 即 


D; = el, ulvo — uldy = pv% ôm- (8.7.5) 


普 朗 特 的 边界 层 概念 与 理论 最 初 是 根据 不 可 压缩 流体 沿 固 壁 作 层 流 运动 提 
出 的 . 以 后 得 到 极 大 发 展 和 广泛 应 用 . 首先 , 它 被 推广 至 灌流 情况 ,因而 出 现 了 
йй йл Жж. 其 次 , 它 被 应 用 于 自由 剪 切 流 ,如 射流 , 尾 流 等 . 本 世纪 30 年 代 以 
后 它 又 被 用 来 研究 可 压缩 粘性 流体 的 运动 . 更 为 重要 的 是 动量 、 热 量 与 质量 输 
运 现象 是 很 相似 的 ,既然 动量 输 运 导致 了 速度 边界 层 ,热量 与 质量 输 运 也 可 能 导 
致 温度 与 浓度 边界 层 ,事实 已 证 明了 这 点 . 这 样 ,边界 层 的 概念 与 理论 目前 已 成 
为 研究 流体 三 种 输 运 现象 的 强 有 力 工具 . 

(=) 温度 与 浓度 边界 层 的 名 义 厚度 ` 

与 速度 边界 层 相 类 似 ,温度 边界 层 的 名 义 厚度 8, 与 浓度 边界 层 的 名 义 厚 度 
5. 分 别 定义 为 工 =0.99T。 与 CA=0.99Ca 处 的 y 值 ,其 中 下 ,CA A T. ,C,> 
分 别 为 边界 层 内 和 无 穷 远 处 的 温度 与 浓度 值 . 此 外 ,还 引进 了 与 动量 厚度 相对 
应 的 烩 厚度 ó, 与 浓度 厚度 Sw ,它们 的 定义 将 分 别 在 8.14 与 11.8 节 中 给 出 . 


и 
v 
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8.8 平面 层 流 速度 与 温度 边界 层 方 程 组 


本 节 将 利用 边界 层 流动 的 特点 如 流体 的 粘度 小 .速度 与 温度 分 布 梯度 大 和 
边界 层 的 厚度 与 物体 的 特征 长 度 相 比 为 一 小 量 等 对 N-S 方 程 组 进行 简化 从 而 
导出 边界 层 方程 组 . 在 简化 过 程 中 ,假定 流体 为 不 可 压缩 和 均 质 的 , 作 平面 运 
动 , 且 и 与 & 等 均 近 似 为 常数 . 

对 于 平面 运动 ,(8.1. .8) 式 变 为 : 


ди +22 
Эт 25 =0, (8.8.1а) 


+ 
ЕП U ga ШЕР ср 


2 
e +085) л евлә 
其 中 (8.8.1d) 式 称 为 能 量 方程 ,以 区 别 于 机 械 能 方程 . 

首先 ,应 当 注 意 : 如 果 简 单 地 认为 流体 的 粘度 小 而 把 动量 方程 (8.8.1b) 与 
《8.8.tc) 右 边 的 粘性 项 完全 忽略 不 计 , 则 上 方程 组 变 为 欧 拉 方程 组 . 这 不 仅 意 
味 着 未 考虑 流体 的 粘性 ,而 且 方程 组 的 阶 也 从 二 阶 降 为 一 阶 , 这 使 固 壁 处 的 无 滑 
移 条 件 难于 满足 , 因 之 ,应 至 少 部 分 地 保留 动量 方程 中 的 粘性 项 . 其 次 ,如 果 认 
为 速度 与 温度 的 梯度 都 很 大 ,而 对 它们 本 身 以 及 它们 的 二 次 偏 微 商 缺 乏 相对 大 
小 的 了 解 ,也 很 难 对 上 方程 进行 合理 的 简化 . 一 种 可 行 的 方法 是 认为 速度 与 温 
度 边界 层 的 厚度 与 物体 的 特征 长 度 相 比 均 为 小 量 ,然后 ,应 用 量 级 比较 法 对 上 述 
方程 组 的 各 项 进行 量 级 估计 ,并 将 其 中 的 高 级 小 量 项 略 去 . 

为 了 估计 方便 ,首先 将 上 方程 组 无 量 纲 化 . 为 此 考虑 一 半 无 穷 加 热 平 板 ,所 
取 坐 标 如 图 8.27 所 示 . 假定 平行 来 流 在 无 穷 远 处 的 速度 与 温度 分 别 为 we 与 
To. 平板 的 温度 保持 为 恒温 T. B T, > Т. 于 是 在 平板 附近 将 形成 速度 与 
温度 边界 层 ,它们 的 名 义 厚度 分 别 为 8, 与 3.. 一 般 说 它们 的 值 并 不 相等 ,如 图 
中 所 示 . 记 平 板 前 缘 至 某 点 的 距离 为 工 , 取 长 度 工 ,时 间 i.( 如 周期 ) ,速度 we 与 
温度 T. (或 温度 边界 层 上 缘 外 侧 的 温度 T。) 为 特征 量 ,定义 下 列 无 量 纲 参数 ， 


工 
P 
до О 1 
д əx ду р оду 
О ОТИ ат "apn 
3 
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(8.8.2) 


* ч Т- Т 
=b Tsp. 


应 当 注意 在 温度 边界 层 的 研究 中 可 以 根据 边界 层 厚 度 的 渐 近 概念 与 有 限 厚 
度 概念 分 别 定义 温度 无 量 纲 参数 为 


0 г. TEE 
=т=т, З Ттт, 
有 时 为 了 研究 方便 还 相应 地 引进 新 的 温度 无 量 纲 参数 
И» ККЕ. 
T T. Ts _ Т 5 T T.-T. , 
ЛНА T 与 T" 之 间 存 在 下 列 简单 关系 
T*=1-T"'. (8.8.3) 


分 别 用 二 ， > т т 327 #8(8.8.1а), (8.8.1Ь), (8.8.10) 


(8.8. OE a a a 8.2) 式 , 则 (8.8.1) 各 式 变 为 无 量 网 形式 
ди* ду“ 


Ja tay , (8.8.4а) 
1 1. 
ди" .аи` Әй” 1, F. 8 * 1 = и] 
+ + жолу ты ср. to ху | 
Si ЕТЫ Е дх* ç ду“ © о ax Re, ax + ду 2 
a; , “2 1 
1 11 8 1 52 1 62 
(8.8.4b) 
др" zao” We š L ЕЬ, д ж 1 Е" Zy“ | 
St — m о * =.» ©Р_ D. *2 *2 | ° 
дї дх ду Vo P ду Ке Loz ду 
1 
8; 1-8] 8\1 ó; ó ó; 8 
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aT «ӘТ “ӘТ — 1 É т“ T 
St Di + u да + ду" = PrRe, дұ”? ду"? | 
1 
1 1.1 ô% 1 1 573 
д. 
2Ес! [ди \? (52. ) Eraar Ju’? 
Re, |\д®* 5 + 
+ Re, (5 | Š ду" | ду" | (8.8.44) 
2 


1 1 a: | 
其 中 斯 特 劳 哈 尔 数 St = 上， 雷诺 数 Re, = 2 上 , 普 朗 特 数 Pr = E RENN 
2 
© 
Ec=-CTF2-— T f 
现在 来 估计 方程 组 (8.8.4) 中 各 项 的 量 级 ,并 将 它们 记 于 各 项 的 下 方 , 由 于 
DKL AKL Ba; = уа = 下 均 为 小 量 . 在 边界 层 内 ,xz 在 0 与 L,y 在 0 
与 ,或 8.,w 在 0 与 vs 和 了 在 T, 与 之 间 变 化 . 于 是 
x 三 天 二] у" етей; sk д, и" га. 


* _ Ё Ка Же 22 T = Т 5 ди КОН И 
Е гетер чер. gel 
до ди ж ж ж 
9 79 ж 一 1, 故 v ~; sË 0, š 随 之 有 
Pu* (y~ ди 1 и" 1 
дж’? дұ" ду ó, ду*? 8° 
до 1 ду" ду ç Ck aa 
x NF * =А * ~ ó, > Ó, 
ду 6 ду дх Ix 
ди* _ди ES Р „ди йз; до ж 
3t dx" at “ Ə BISE rb, 
aT Әт“ Әт“ 1 PT” 
* ~1 * =] * <N *2 ga 
дї ax ду Š, дх 
ат“ 1 
ду"? ГЫ 


根据 压强 梯度 必须 与 惯性 力 和 粘性 力 平衡 的 原则 ， FERL ~ ~1 ие ~o 


比较 各 项 的 量 级 ,在 (8.8.4a) 式 中 两 项 的 量 级 均 为 1. (е еШ) 与 
(8.8.4c) 中 ， а 1586; TE ed 2. 


1581. 在 这 两 个 方程 中 共有 了 5 атай ао) TE AREEN, ENIA 


8.8 平面 层 流速 度 与 温度 边界 层 方程 组 ° 105 · 


级 分 别 为 1, -二 ,8 和 ,其 中 以 


ё,°” 


таша B.n tea un 
此 项 ,并 令 它 与 成 - 相 乘 后 的 量 级 与 该 式 其 它 项 的 量 级 相等 ， Ma h~ 或 
了 -一 "2 .于 是 对 绕 半 无 穷 平板 的 层 流速 度 边界 层 有 8] Вегі 这 与 (8.7.1) 


Re, 
式 的 结果 是 一 致 的 . 它 表 明 层 流速 度 边界 层 的 无 量 纲 厚度 与 雷诺 数 的 平方 根 成 


反比 ,雷诺 数 愈 大 厚度 愈 小 . 这 样 , 除 体力 外 ,(8.8.4b) 式 中 仅 2 号 项 的 量 级 小 


дх 


于 1, 而 (8.8.4c) 式 中 各 项 的 量 级 均 小 于 1. 类 似 地 ,在 (8.8.4d) 式 中 ,由 于 ó, 与 


* * 2 
в, 的 量 级 相同, 左边 各 项 的 量 级 均 为 1, 而 右边 各 项 中 以 5 与 (给) ma 


级 为 最 大 , 均 为 -与 . 普 朗 特 数 Pr 的 量 级 一 般 为 1, 而 埃 克 特 数 Ec 的 量 级 最 大 
г 


时 为 1, 低速 时 一 般 均 小 于 1. зв, (8.8.44) нашир 27.5 


* \2 ` 
йс (55) 两 顶 的 量 级 为 1, 其 余 各 项 的 量 级 均 小 于 1. 如 果 仅 保留 方程 组 


(8.8.4) 中 量 级 为 1 的 项 则 变 为 


十 = ‚Ө. 
дх* ду“ 0 I (8 8 5a) 
ди“ „ди“ „ðu* _ L Е. др" 1 аи" 
си y tS =+ 2650р + .8. 
St z Tu gr to м лш р д" Re (8.8.5Ь) 


3aT Ота ЖОР + (он, 
2;` az” ° ду PrRer әу? Re, \Әу" 
这 就 是 无 量 纲 形式 的 平面 层 流 边 界 层 方程 组 . 

如 果 忽 略 体 力 并 引进 下 列 无 量 纲 变换 


у. (8.8. 5с) 


у** = Керу‘, (8.8. ба) 
| v** = Керо", (8.8.6b) 
则 方程 组 (8.8.5) 变 为 ; 
ди* adv"* А. 
FPS ti Şi Я (8.8. 7а) 
дц“ „ðu“ жж ди“ ар" Фи“ 
St ЕРЫ +u дх* ы, ду** дх` Е *2 9 (8.8.7Ь) 
Т”, ƏT” зао" _ 1 aT’ (天 ) 
St д +u Jr +v ду?” т Р» ду" =з + Ec ду?" * (8.8.7с) 


如 果 运 动 为 定常 的 ,并 将 方程 组 (8.8.7) 转 换 回 有 量 纲 形式 则 成 为 
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ди gm _ 
58 +99=0, (8.8.8а) 
2 
жашага ораса (8.8.8Ь) 


бй ОТО ЕО. на as) 
+ 
“Эх ду co ay ср\ду} ` 


应 当 指 出 在 前 面 的 简化 中 , О2.- 项 的 量 级 为 D , 故 忽略 不 计 . 这 意味 着 边 


界 层 内 的 压强 仅 近 似 地 依赖 于 z 而 不 依赖 于 y. 如 果 进 一 步 假 定 边 界 层 的 存在 
并 不 影响 主流 无 粘性 流 场 ,于 是 边界 层 内 的 压强 p 可 用 主流 流 场 的 压强 去 置 
c 


=» = 常数 C， 


其 中 p. 5 v。 ee 


1 4р,_ do. 
со Т © е (8.8.9) 
这 样 动量 方程 (8.8.8b) 中 的 压强 项 可 以 近似 地 用 上 式 去 置换 ,于 是 方程 组 


(8.8.8) 变 为 


(8.8.8c) 


5 十 3- 二 0， (8.8.10a) 


ы Ко Т б” Te ; (8:8.10b) 
этат вати 
5+9=6 x ү z) . (8.8.10c) 


如 果 所 考虑 问题 的 无 粘性 流动 解 ve(z) 为 已 知 , 则 解 边界 层 时 ,压强 就 是 已 知 函 


数 了 . 
对 于 绕 物体 流动 ,边界 层 方程 组 (8.8.8) 的 边界 条 件 通常 为 : 
y=0 0<z<L u=0 v=0 T=T,, (8.8.11а) 
y=%(6,) 0<х<], и=ш„(ъф,.); 
y=%(6.) 0<%x<L Т=Т„(Т.), (8.8.11b) 
z=0 Ж у и=т„(о,). T=T.(T.). (8.8.11c) 


除了 用 量 级 比较 法 以 外 ,还 可 从 N 一 S 方 程 组 对 大 雷诺 数 的 渐 近 展开 法 中 
获得 速度 边界 层 方程 组 及 其 边界 条 件 . 为 此 可 取 - 广 -作为 摄 动 参数 运用 所 谓 
е 


的 奇异 摄 动 法 ,将 所 求 的 渐 近 展开 式 解 分 为 外 展开 式 ( 主 流 ) 与 内 展开 式 (边界 层 
流动 ) ,利用 匹配 内 外 二 展开 式 的 方法 即 可 获得 完全 的 渐 近 展开 式 解 . 


8.9 动量 与 热量 之 闻 的 雷诺 类 比 • 107 · 


内 展开 式 的 第 一 项 将 给 出 一 级 速度 边界 层 方程 组 及 其 边界 条 件 , 它 与 普 朗 
特 提 出 的 经 典 速 度 边 界 层 方程 组 和 边界 条 件 完全 相同 ,而 内 展开 式 的 第 二 项 给 
出 二 级 速度 边界 层 方 程 组 及 其 边界 条 件 , 其 它 项 还 会 给 出 更 高 级 的 方程 组 和 边 
界 条 件 . 这 样 ,不 仅 完善 了 普 朗 特 边界 层 理论 的 数学 基础 ,而且 还 推广 了 它 成 为 
多 级 的 边界 层 理论 . 


8.9 动量 与 热量 之 间 的 雷诺 类 比 


在 研究 一 些 具体 流动 之 前 , 先 利用 层 流 边界 层 方程 组 讨论 一 下 动量 与 热量 
传递 之 间 的 类 比 关系 是 很 有 好 处 的 . 两 个 或 两 个 以 上 的 过 程 ,如 果 描 述 它们 的 
无 量 纲 方程 具有 相同 的 形式 , 则 它们 之 间 存 在 着 类 比 关 系 . 

考虑 定常 平面 流动 ,如 果 忽 略 动量 方程 中 的 体力 与 压强 项 和 能 量 方程 中 的 
了 


= 156 ЖЕ УЫ ЕЕ 
粘性 耗 获 项 ,同时 为 了 方便 用 T г T = 示 一 考 - 并 注意 到 
(8.8.3) 式 , 则 方程 组 (8.8.5) 变 为 : 
ди“ gm” _ 
Эл” ду =0, (8.9.1а) 
ди" ‚ди? 1 ди* 
и Ja? ay Re ay” , (8.9.1Ь) 
aT** aT** 1 ZT * 


J to Oy ВНА. a (8.9.1c) 
显然 ,方程 (8.9.1b) 与 (8.9.1c) 在 形式 上 极为 相似 ,而 且 它们 的 右边 项 分 别 与 流 
体 的 分 子 动量 与 热量 输 运 有 关 . 如 果 壁 面 摩擦 力 与 壁面 传 热 之 间 存 在 着 某 种 关 
系 , 则 可 在 求 得 其 中 的 一 个 量 以 后 ,利用 此 关系 去 求 另 一 个 量 . 
假定 连续 性 方程 (8.9. 1a) 与 动量 方程 (8.9. 1b) 的 解 为 


u` = /\\х* ,y` Re) , (8.9.2) 
ди| — u= ди 

壁 前 应 力 Tw ШЕР s L ду |, =o 

-_r — 2 ди | ` 
壁 摩擦 系数 Cor Ta Е (8.9.3) 
从 (8.9.2) 式 有 

а е 2 2 = Ra k. (8.9.4) 

ду 15*=0 ду 


将 (8.9.4) 式 代入 (8.9.3) 式 有 
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С=С", Ке). (8.9.5) 
类 似 地 ,假定 能 量 方程 (8.9. 1c) 的 解 为 
T’**=f(zr',y’ Re, Pr), : (8.9.6) 
壁 处 每 单位 面积 的 热流 量 
S s aT skra aT** 
qk LT Ты) ду* maqa 
2 _ q. L ате 
壁 努 塞 尔 数 Ми “ИТ ТӘ" ay" ы? (8.9.7) 
从 (8.9.6) 式 有 
г В -24 = fa(x* , Ке ,Pr), (8.9.8) 
y y =0 y 1y’=0 
将 (8.9.8) 式 代入 (8.9.7) 式 有 
Nu = f(z’ , Ве ,Pr), (8.9.9) 
(8.9.9) 式 除 以 (8.9.5) 式 有 
Nu=%C,f(z' “Ra РУК, (8.9.10) 


其 中 f(x* ,Re ,Pr)= 


А. (8.9.10) 式 即 为 一 般 形式 的 雷诺 类 比 . 它 表明 在 


忽略 体力 ,压强 梯度 与 粘性 耗 散 的 情况 下 , 壁 努 寒 尔 数 与 壁 摩擦 系数 之 比 和 雷诺 
数 成 正比 . 值得 注意 的 是 获得 这 一 结果 并 未 用 任何 边界 条 件 . 因 之 , 它 对 方程 
组 (8.9.1) 的 一 切 解 均 成 立 . 同时 理论 与 实验 均 表明 这 一 结果 还 可 近似 地 推广 
至 包括 压强 梯度 ,粘性 耗 散 甚至 湛 流 流动 情况 . 


件 为 
y` =0 


y =% 


当 Pr=1 时 ,方程 (8.9.1b) 与 (8.9.1c) 变 为 完全 相同 的 形式 . 如 果 边界 条 


zt =0 о“ =0 T** =0, 
и‘ =1 Е Р 


则 它们 又 相同 . х,и" 与 了 “是 等 价 的 ， Bp fi = fs, MEZ, f, = f RfE. 


最 后 ,(8.9.10) 式 变 为 


它 表 明 只 要 С, 与 Re, 
得 Ci. 


Ми = 六 Cr Re, (8.9.11) 


已 知 , 即 可 用 此 式 求 出 Nu 或 者 相反 Re, 与 Nu 已 知 求 
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8.10 ”相似 性 解 的 概念 和 它 的 存在 条 件 


在 流体 力学 的 理论 分 析 中 ,对 于 某 些 简单 流动 ,有 时 会 存在 所 谓 的 相似 性 
解 . 为 了 简单 ,这 里 以 速度 边界 层 为 例 . 实际 上 ,这 些 讨 论 也 完全 适用 于 温度 与 
浓度 边界 层 . 

相似 性 解 是 指 流体 沿 z 方向 运动 时 ,不 同 z 点 的 速度 剖面 具有 某 些 相似 
Fk. 即 当 坐标 у 用 一 函数 g(xz) 放 大 或 缩小 时 ,速度 u(xz,y) 也 随 之 相应 地 放大 


或 缩小 为 x{( 2,- > w}: 通常 将 函数 g(z) 称 为 比例 因子 . CRE x 的 函数 而 与 


y 5%. 以 后 可 以 看 到 对 于 绕 半 无 穷 平板 的 流动 ,比例 因子 g(z) 与 6,(z) 成 正 
E. 如 果 用 边界 层 上 缘 外 侧 的 速度 v.(xz) 去 无 量 纲 化 速度 , 则 相似 性 解 意味 
着 对 任意 二 点 zi 与 zz ,它们 的 无 量 纲 速度 应 相等 , 即 满足 


[а zn] ele дыр] 


о.(х1) о.(22) 


(8.10.1) 


图 8.28 边界 层 速度 剖面 的 相似 性 
见 图 8.28. 换言之 ,如 果 以 一 熏 与 - 志 - 为 坐标 绘制 速度 剖面 , 则 它们 将 会 重合 
о,(х) `р(х) 


为 一 条 曲线 . 这 也 意味 着 速度 剖面 只 是 :7 = zz 的 函数 而 与 z 无 关 ,虽然 


о.(х2) У g(r) AE х 的 函数 . 但 应 注意 7 已 是 一 个 由 z 与 y 构成 的 新 变 
量 , 通 常 称 为 相似 性 变量 . 很 显然 ,如 果 所 讨论 的 问题 存在 相似 性 解 , 则 可 使 层 
流 边界 层 的 偏 微分 方程 组 变 为 一 个 对 7 的 常 微分 方程 ,这 将 使 问题 从 数学 上 得 
到 大 大 简化 . 

一 般 说 来 ,无 论 是 对 NN 一 S 方程 组 抑 还 是 对 层 流 边界 层 方程 组 ， 如 果 问 题 中 
没有 特征 长 度 均 可 能 存在 相似 性 解 (为 什么 ?). 

对 一 给 定 边 值 问题 ,如 何 判断 它 是 否 存 在 相似 性 解 ? 存在 的 条 件 是 什么 ? 
以 及 如 何 求 相似 性 变量 7? 等 ,都 是 理论 与 实验 分 析 流 体 运 动 时 的 重要 问题 . 


10. KAS ”粘性 不 可 压缩 流体 的 层 流 运动 
这 里 以 定常 平面 层 流 边界 层 流动 为 例 加 以 说 明 ， 

如 果 将 (8.8.9) 式 用 о; = 池 - 无 量 岗 化 后 并 代入 (8.8.7b) 式 , 则 对 定常 情 
况 方程 组 (8.8.7) 变 为 ; 


ди Jors = 
Br! By =0, (8.10.2а) 
ди ди" 2 do 9? и 
и Эл Fu ve d ду? (8.10.2b) 


„3T* .9T” _ 1 2T` au” \? 
и дж” + ду"" Pr ду" 本 了 | . (8.10.2c) 


首先 ,利用 (8.10.2a) 与 (8.10.2b) 式 讨论 速度 边界 层 的 相似 性 解 . 在 (zx* ,y**) 
坐标 系 中 引进 比例 因子 g(x ” ), 令 相似 性 变量 


1= -全 一 一 (8.10.3) 
&(х') 
同时 引进 满足 (8. 10.2a) 式 的 流 函 数 / ' (xz ` ,y 1") 
. ар" “+ _ g: 
“ yy Ы 
并 用 #(х*)5 о, (х) Жав и" ,得 无 量 纲 流 函 数 
Pepet ОЕ з). (8.10.4) 


g(z=`)u¿ (<`) 
从 形式 上 看 F(z* ,7) 是 z 与 了 的 函数 ,但 容易 证 明 它 只 是 7 的 函数 而 与 


"FF 或 Ú =F, (8.10.5) 
其 中 F =E. ияк НИВО р HER MZ F B RE y M 


函数 . 另 一 面 ,如 果 能 证 明 ( 3 】 的 什 为 零 , 则 玉 也 只 是 的 函数 了 . 其 中 下 
7 
脚 标 表示 微分 时 该 变量 保持 不 变 . 为 此 ,利用 (8.10.4) 式 考虑 
ӘЕ\ (аку әх" ƏF_) (ду 
= |, ü (ar | (52, | + (5° 上 (25 |, 
Laok .. dy/ +y rr dg 
5 [о жЕ аст (go) Po Б (8.10.6) 
下 面 可 以 证 明 上 式 括号 中 的 第 二 、 三 两 项 之 和 正好 等 于 v"*. 从 (8.10.2a) 
式 有 


(8.10.7) 
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从 (8.10.5) 式 有 | 
(=). Pa (н 5221.2). 
=F na - "о; 05. ， (8.10.8) 
将 此 式 代 入 (8.10.7) 式 并 考虑 到 dy" * = gdw 和 利用 分 部 积分 后 有 


za = "ве 9 ао: аа -Jay 


=F glev: )- Е LE ЧЕ ° (8.10.9) 


* 


将 (8.10.9) 式 代入 (8.10.6) 式 , 即 有 (二) =o. 这 就 证 明了 F(z* ,7) 只 是 
的 函数 . 

对 函数 u". 与 3- 已 有 用 函数 F g о; 和 相似 变量 у 表示 的 表达 式 
(8.10.5),(8.10.8) 和 (8.10.9). 同时 ,利用 (8.10.5) 式 可 求 得 


ди“ _ * „ 1 
T =v, F T 5 (8.10.10) 
Pu” _ 1 * m 
ay Z vF. (8.10.11) 
将 这 些 表达 式 代 和 人 动量 方程 (8.10.2b) ,并 加 以 整理 后 有 
Е”+а,ЕЕ”+,(1-Е?)=0, (8.10.12а) 
其 中 ma=g 300801), (8.10.12b) 
х 
— 280. 
В. = ут. (8.10.12с) 


这 就 是 著名 的 福 尔 克 纳 一 斯 坎 方程 . 显然 ,要 使 此 方程 的 解 仅 依赖 于 7 кк 
HF zx” , 必须 使 a, 与 B, 均 为 常数 . 而 它们 又 是 由 函数 g 与 ve 通过 
(8.10. уз: 10.12c) 式 表达 的 . 这 样 ,存在 相似 性 解 的 条 件 变 为 对 无 粘性 
流动 速度 o 与 比例 因子 z 的 要 求 . 现在 来 进 一 


Љ(8.10.12Ь) У5(8.10.12с) %% 2а, – а= goig). 如 果 2а, -pA 
0, 积 分 后 有 
ой =(2а,-—Й)х`, (8.10.13а) 


或 L |. (8.10.13b) 


Ue 
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另 一 面 ,从 (8. 10. 12b) 与 (8. 10. 12c) 式 还 有 a - В. = къ; -8 或 全 一 В - 
в 8. аяна ©, 考虑 到 (8.10.12c) 式 并 积分 有 
(а. - В.) v = В, g +In K 
或 oz aB) = Крй, (8.10.14) 
其 中 到 为 一 常数 . 利用 (8.10.13b) 式 可 将 上 式 改写 为 
о: = Как Оа, poe 155. (8.10.15) 


表达 式 (8.10.13b) 与 (8.10.15) 就 是 方程 组 (8.10.2a) 与 (8.10.2b) 存 在 速度 相 
似 性 解 时 ,函数 g 与 v 所 应 满足 的 条 件 . 

由 于 2a1 — B, 与 8, 均 必须 为 常数 ,从 (8.10.15) 式 可 以 看 出 无 粘性 流速 ve 
必须 与 z" 的 乘 军 成 正比 . MRH >" HEKK 


В, 2m ` 
这 里 有 两 个 常数 但 只 有 一 个 条 件 . 故 对 а, 与 8, 的 取 法 有 一 定 的 任意 性 . 幸运 
的 是 这 并 不 影响 问题 的 最 后 结果 . 为 了 方便 ,通常 有 两 种 取 法 ,一 种 是 令 


а=" 与 B=m. -© (8.10.16) 
8:2. ,2a – В, =1, 于 是 (8.10.15),(8.10.13) 与 (8.10.3) 式 分 别 给 出 
= =E) 或 o = uz", (8.10.17a) 
о 12 
g(z)=| z] ; (8.10.17b) 
© 1/2 
和 7=y| | ; (8.10.17c) 
其 中 о = 2 K y 常数 . ЖЕ ЖК т 对 应 于 不 同 的 流动 . 这 时 方程 
(8.10. D. | | 
Б" — +т(1-Е?)=0. (8.10.18) 
另 一 种 取 法 是 令 a, = 1, 则 b = 2" аң -Bi = тр, Р (8.10.15), 


(8.10.13b) 与 (8.10.3) 式 分 别 给 出 


Ue _ l+m 2 Er н 227 т 
= К = Т] ора, (8.10.19а) 


оо 
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го gu” 
g(z)= ZZ р у (8.10.19b) 
1/2 
和 n= |25" = | к (8. 10. 19c) 


其 中 加 = K" "vo Г-у |". 相应 的 方程 (8.10.12a) 变 为 


(1-Е?)=0. (8.10.20) 


Е”+ ЕЕ” +2? 
1+ т 
其 次 ,考虑 温度 边界 层 的 相似 性 解 问题 . 这 里 只 讨论 固 壁 为 恒温 T, 的 情 
况 . 利用 (8.10.3) 式 有 


9Т___1 dg ye 

FPS z 7 了 Т; (8.10.21а) 
СЛ КА, МИ, 

т, 8.10.21Ь 

ду g ( ) 
2 * 
S od wes. (8.10.21c) 
9y g 


将 (8.10.5) (8.10.9) (8.10.10) 和 (8.10.21) 等 式 代 入 (8.10.2c) 式 ,并 注意 到 
(8.10.13a) 式 ,经 过 整理 后 可 得 到 与 (8.10.12a) 式 相对 应 的 表达 式 
T*”+ aPrFT*’ = – EcPr(o2 Е”). (8.10.22) 


如 果 将 a = ыт 与 we = тл” 代入 上 式 则 可 得 到 与 (8.10.18) 式 相对 应 的 表 
达 式 


1+ т 


T += РЕТ" = - Ec Pre” F °, (8. 10. 23a) 


2 
其 中 Ес, 二 方程 (8.10.23a) 的 右边 代表 耗 散 项 ,对 于 恒 壁 温 温度 


边界 层 存在 相似 性 解 的 条 件 是 此 方程 仅 为 的 函数 而 不 依赖 于 x. 显然 ,忽略 
耗 散 时 一 ЧУЕ, 此 时 ,方程 (8.10.23a) 变 为 


т трт =0. (8.10.23Ь) 
如 果 考 虑 耗 散 项 , 则 只 有 m =0 时 才 存 在 相似 性 解 , 这 时 方程 (8.10.23a) 变 为 ， 
T'”++PrFT' = EPF”. (8.10. 23c) 


完全 类 似 地 将 a =1 与 v, =v z” 代入 (8.10.22) 式 则 可 得 到 与 (8.10.20) 式 相 


对 的 表达 式 
下 “十 PrFT = - Ec, Pre" F” (8.10.24a) 
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其 中 Ес, =т=т .如 果 分 别 令 耗 散 项 与 m 为 零 则 可 获得 与 (8.10.23b) 


和 (8.10.23c) 相 对 应 的 表达 式 

T +PrFT =0 (8.10.24b) 
与 T +PrFT = - Ec, PrF ”. (8.10.24c) 
最 后 ,对 于 绕 恒 温 固 壁 流动 ,方程 (8.10.18), (8.10.20), (8.10.23b), 
(8.10.23с), (8.10.24b) 与 (8.10.24c) 的 边界 条 件 可 从 (8.8.11) 式 利用 

(8.10.3),(8.10.5) 与 (8.10.9) 等 式 作 变量 变换 后 得 到 , 即 
7=0 0<х<1 F'=0 Е=0 T'=1, (8.10.25a) 
=% 0<:<1 F=1 T* =0. (8.10.25b) 


8.11 WELA WMA PRAE БЕЈ yt Ja 


现在 利用 上 节 的 分 析 结 果 来 研究 一 个 简单 而 又 实际 的 问题 . 即 不 可 压缩 粘 
性 均 质 流体 沿 平板 的 定常 平面 流动 . 在 速度 与 温度 分 别 为 we 与 T. 的 均匀 来 
流 中 ,放置 一 尖 前 缘 、 半 无 穷 . 零 冲 角 的 薄 平 板 . < 与 y 轴 分 别 平行 与 垂直 于 平 
板 方向 ,原点 O 取 在 前 缘 处 :如 图 8.29 所 示 . 平 板 加 热 但 壁 温 工 ,保持 为 常数 


图 8.29 半 无 穷 加 热 恒 温 平 板 的 层 流速 度 与 温度 边界 层 


ЕТ, KF To. 这 样 ,在 平板 附近 会 同时 形成 速度 与 温度 梯度 均 很 大 的 薄 层 ， 
即 速度 与 温度 边界 层 . 一 般 说 来 ,它们 的 厚度 并 不 相同 , 假定 来 流速 度 与 壁 温 
都 不 是 很 高 ,以 致 流体 的 物理 性 质 如 y,k,c 等 均 可 近似 地 看 成 为 常数 . 同时 忽 
咯 能 量 方程 中 的 耗 散 项 . 并 注意 到 :对 于 绕 半 无 穷 平板 的 无 粘性 流动 ,全 流 场 的 
速度 均 为 vo , 随 之 ve = vw 和 流 场 中 不 存在 压强 梯度 . 这 样 ,与 (8.10.2) 式 相对 
应 的 有 量 纲 边界 层 方程 组 (8.8.8) 变 为 ; 


与 三 十 寺 二 二 (5 (8.11.1a) 
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д 9 2° 
и 2+9 ду #901 (8.11.1Ь) 

2 
“tv (8.11.1c) 

而 边界 条 件 (8.8.11) 则 变 为 : 
y=0 =х20 u=0v=0 T=T, (8.11.2а) 
у= оо 工 >0 u= u° T= Т (8.11.2b) 
Z=0 对 一 切 y w= vw。 T= Т 


由 于 忽略 了 能 量 方程 中 的 耗 散 项 和 从 (8.10.17a) 式 有 о, = ол" = ve, ВП 
m = #5] т, = o, ,根据 8.10 节 的 分 析 , 这 问题 不 仅 存在 速度 边界 层 相 似 性 解 而 
且 还 存在 温度 边界 层 相似 性 解 . 

根据 流 函 数 与 无 岗 量 坐标 的 定义 可 以 证 明 函 数 y* 与 有 量 纲 流 函 数 y 之 间 
存在 下 列 关系 : 


p = ар. (8.11.3) 


应 用 此 式 , 并 在 (8.10.17b),(8.10.17c),(8.10.4) 式 与 (8.10.18),(8.10.23b) 
式 中 分 别 令 v= wo 与 m=0, 则 可 得 绕 半 无 穷 平板 流动 的 比例 因子 z ,相似 性 
变量 у, 函数 下 ,运动 与 能 量 微分 方程 和 边界 条 件 (8.10.25) 式 等 为 : 


1/2 
8-12], (8.11.4а) 

12 
= [22 | | (8.11.4) 

1/2 

F) = |2. | А (8.11.4) 
2Е”+ЕЕ”=0, (8.11.5) 
T “+ 六 PrET =0，. (8.11.6) 
1=0 F=F=0 Т'=1. (8.10.25a) 
ў== Е=1 T=0. (8.10.25b) 


这 样 , 边 值 问题 (8.11.1),(8.11.2) 式 通过 相似 性 变换 (8.11.4) 式 即 成 为 边 
值 问题 (8.11.5),(8.11.6) 与 (8.10.25) 式 . 


顺便 指出 ,对 于 沿 半 无 穷 平板 流动 已 知 9; —[ Ке, ] 二 ,如 果 令 7 = 之 ,并 将 


8; 与 Rer 中 的 长 度 L 用 zx 去 置换 则 有 ?7 一 yA/ —= ,这 表明 如 果 取 比例 常数 为 
1, 即 可 得 (8.11.4b) 式 . 
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从 方程 (8.11.5) 与 (8.11.6) 可 以 看 出 在 所 假定 的 条 件 下 ,速度 与 温度 边界 
层 并 不 互相 偶 联 ,因而 ,可 以 分 别 求 解 . 


(一 ) 速度 边界 层 
这 一 问题 的 微分 方程 与 边界 条 件 为 
2Е”+ЕЕ”=0, (8.11.5) 
7=0, Е=Е'=0, (8.10.25а) 
у= о, Е'=1. (8.10.25) 


它 的 解 是 1908 年 首先 由 Н. 布 拉 修 斯 给 出 的 , 所 以 有 时 又 称 布 拉 修 斯 解 . 
(8.11.5) 式 是 一 个 三 阶 非 线性 常 微分 方程 , 它 没有 封闭 形式 的 解析 解 ,只 能 用 数 
值 计算 . 最 初 , 布 拉 修 斯 是 将 函数 FOE 9= 0 与 人 >oo 附 近 分 别 写成 级 数 表 
达 式 与 浙 近 展开 式 ,并 在 适当 的 地 方 将 两 个 解 衔 接 匹 配 起 来 ,以 求 得 全 流 场 的 
解 . 这 一 结果 比较 粗略 ,后 来 ,不 少 学 者 利用 不 同 的 数值 方法 ,获得 了 更 为 精确 
的 结果 . 现 将 1938 年 L. 霍 华 斯 计算 的 结果 列 在 表 8.1. 表 中 对 每 一 7 值 给 出 
了 函数 F(7) 和 它 的 一 、 二 次 微 商 值 F'(7) ,下 “(3). 利用 这 些 数值 可 以 计算 出 
边界 层 的 速度 分 布 ,厚度 和 摩擦 系数 等 . 

1. 速度 分 布 ( 见 附录 (A) 中 的 照片 8) 

将 (8.11.4a) 式 与 v.=v。 代 入 (8.10.5) 与 (8.10.9) 式 后 有 


FEN (8.11.7a) 
_ TE (m) - FU) 
22.= СЕО) J (8.11.7b) 


利用 上 两 式 和 表 8.1 可 绘制 出 图 8.30. 图 中 还 附 有 1942 年 尼 库 拉 德 塞 的 实验 
结果 . 显然 ,理论 与 实验 结果 符合 得 很 好 . 同时 , 当 7=5 时 ,了 -=0.99. 应 当 注 


PARLEM 2 开放 大 后 绘制 的 . ME mon, (gE -F)>0.860 4,Ж 


yoco 时 ， | 
v _ 0.8604 


8.11.7 
б ун, ` Ко 


这 表明 在 边界 层 内 ， 速度 分 量 o 不 为 零 且 方向 向 上 . 即 在 边界 层 上 缘 处 有 一 和 
直 于 主流 的 速度 分 量 ,这 意味 着 边界 层 内 的 流动 对 外 面 无 粘 流动 有 一 定 排挤 作 


用 . ВФ очи нивал (2-7), 通常 不 予 注意 . 
2. 各 种 边界 层 厚度 
如 果 定义 速度 边界 层 的 名 义 厚度 6, 为 =0.99 处 的 y 值 , 则 由 表 8.1 或 
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98.1 沿 零 冲 角 平 板 边界 层 的 函数 Fin) 


0 0 0.332 06 
0.2 0.006 64 0.066 41 0.331 99 
0.4 0.026 56 0.132 77 0.331 47 
0.6 0.059 74 0.198 94 0.330 08 
0.8 0.106 11 0.264 71 0.327 39 
1.0 0.165 57 0.329 79 0.323 01 
1.2 | 0.237 95 0.393 78 0.316 59 
1.4 0.322 98 0.456 27 0.307 87 
1.6 0.420 32 0.516 76 0.296 67 
1.8 0.529 52 0.574 77 0.282 93 
2.0 0.650 03 0.629 77 0.266 75 
2:2 0.781 20 0.681 32 0. 248 35 
2.4 0.922 30 0.728 99 0. 228 09 
2.6 1.072 52 0. 772 46 0.206 46 
2.8 1.230 99 0.811 52 0.184 01 
3.0 1.396 82 0.846 05 0.161 36 
3.2 1.569 11 0.876 09 0.139 13 
3.4 1.746 96 0.901 77 0.117 88 
3.6 1.929 54 0.923 33 0.098 09 
3.8 2.11605 0.941 12 0.080 13 
4.0 2.305 76 0.955 52 0.064 24 
4.2 2.498 06 0.966 96 0.050 52 
4.4 2.692 38 0.975 87 0.038 97 
4.6 I 2.888 26 0.982 69 0.029 48 
4.8 3.085 34 › 0.987 79 0.021 87 
5.0 3.283 29 ` 0.991 55 0.015 91 
5.2 3.481 89 ` 0.994 25 0.011 34 
5.4 3.680 94 0.996 16 0.007 93 
5.6 3.880 31 0.997 48 0.005 43 
5.8 4.079 90 0.998 38 0.003 65 

4.279 64 0.998 98 0.002 40 
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续 表 

6.2 4.479 48 0.999 37 0.001 55 
6.4 4.679 38 0.999 61 0.000 98 
6.6 4.879 31 0.999 77 0.000 61 
6.8 5.079 28 0.999 87 0.000 37 
7.0 5.279 26 0.999 92 0.000 22 
7.2 5.479 25 0.999 96 0.000 13 
7.4 ‚5.679 24 0.999 98 0.000 07 
7.6 5.879 24 0.999 99 0.000 04 
7.8 6.079 23 1.000 00 0.000 02 
8.0 6.279 23 1.000 00 0.000 01 
8.2 6.479 23 1.000 00 0.000 01 
8.4 6.679 23 1.000 00 0.000 00 
8.6 6.879 23 1.000 00 0.000 00 

7.079 23 0.000 00 


8.30 另 冲 角 平 板 层 流 边界 层 的 速度 分 布 和 尼 库 拉 德 塞 的 测量 结果 . 


图 8.30 可 得 这 时 的 ?二 35, 利用 (8.11.4b) 式 有 
ST `: 
MRe, 
这 与 (8.7.1) 式 的 定性 分 析 是 一 致 的 . 并 表明 在 该 式 中 比例 常数 应 为 5. 

利用 位 移 厚 度 的 定义 (8.7.3b) 式 ,将 (8.11.7a) 式 代 人 ,并 注意 用 (8.11.4b) 
式 改 变 积分 变量 和 在 名 义 厚度 8, 上 缘 处 y=5 与 F(5)=3.28, 则 可 得 


ð, = (8.11.8) 


8.11 沿 半 无 穷 加 热 恒温 平板 的 层 流速 度 与 温度 边界 层 ` 119 ° 


1.72х 
VR ` 
完全 类 似 ,利用 动量 厚度 的 定义 (8.7.4b) 式 ,但 积分 时 注意 利用 分 部 积分 与 
方程 (8.11.5) 和 F “(0) =0.332, 则 可 得 
_ 0.664z 
Ме, ` 
这 些 结果 表明 层 流 速度 边界 层 的 各 种 厚度 均 与 x2 成 正比 , 即 随 + 按 抛物 
线 分 布 ,如 图 8.31 所 示 . 同时 ,位 移 厚 度 与 动量 厚度 之 比 , 通 常 称 为 形状 因子 ， 
并 用 HH 表示 ,对 于 层 流 


ó = (8.11.9) 


8, (8.11.10) 


Hs =$ =2. 59. | (8.11.11) 


图 8.31 平板 层 流 边 界 层 的 厚度 与 壁 剪 应 力 分 布 


з. 壁 摩擦 系数 
利用 牛顿 的 壁 前 应 力 表达 式 ,(8.11.7a) 式 与 (8.11.4b) 式 和 F “ (0) = 
0.332 ,可 得 壁 前 应 力 


_ pv 
„=0.332 ! (8.11.12) 
š м Re, 
与 壁 摩擦 系数 
` 0.664 
С, = = . (8.11.13) 
í da ` Re, 


上 两 式 表明 对 于 层 流 边界 层 , 壁 剪 应 力 + 与 壁 摩擦 系数 C, 均 与 х Бн. 如 
图 8.31 所 示 . 壁 摩擦 系数 的 理论 与 实验 值 比较 见 图 8.32. 

其 次 ,考虑 壁 的 总 摩擦 力 . 自 平 板 前 缘起 作用 于 展 宽 为 1 ,长度 为 L ERR 
的 总 摩擦 力 为 


L 2 工 
PUw 
= = x 8. . 4 


可 见 壁 的 总 摩擦 力 D, 与 oP REE. 引进 壁 的 总 摩擦 系数 
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y 


шы SH 


=m 
Z] 
s 
Гм) 
=a 
sss 
E 
[一 一 


5 从 速度 廓 线 间 接 测 量 结果 


e 直接 测 最 结果 ,z= 二 28. 6cm 
0.0002|。 直 接 测 量 结果 ,一 56em 


10* 45678105 2 3456 810 


(8.11.15) 


总 摩擦 系数 的 理论 与 实验 值 比较 , 见 图 8.33. 应 当 注意 ,这 些 对 Cr,Di 和 Cn 的 


表达 式 都 是 代表 单 面 平 板 的 ,如 果 平 板 的 上 下 两 面 均 温 没 在 来 流 中 ， рап 
应 乘 以 2， 而 Ci 与 Cn 则 保持 不 变 . 


% Janour,Ma=z 0 
Schaaf and Sherman, Маа 0. 2 


图 8.33 平板 的 理论 阻力 和 实验 阻力 ( 引 自 参考 书 [21]) 


1966 年 S.R.C. 丹尼斯 与 J. 邓 伍 迪 从 N 一 S 方 程 组 出 发 ,在 0.1< Re, <1 000 
的 范围 内 ,直接 求 粘性 流体 绕 半 无 穷 平板 的 数值 解 , 他 们 所 得 到 的 局 部 摩擦 系数 与 局 
部 表面 压强 分 布 ,分 别 表 示 在 图 8.34 的 (a) 与 (b) 中 . 可 以 看 出 :Re 之 1 000 时 布 拉 修 


8.11 活 半 无 穷 加 热 恒温 平板 的 层 流速 度 与 温度 边界 层 ` 121 ° 


斯 解 与 数值 解 比较 符合 ,同时 低 Re 数 时 ,前 缘 与 后 缘 的 影响 显著 . 


z/L 


图 8.34 沿 半 无 穷 平 板 的 N-S 方 程 组 数值 解 ( 引 自 参考 书 [21]) 
最 后 ,对 这 一 问题 作 一 些 说 明 . 
1. 图 8.30,8.32 和 8.33 表明 沿 半 无 穷 平板 层 流 边界 层 的 速度 分 量 ; , 辟 
摩擦 系数 С, 与 总 摩擦 系数 Co 的 理论 与 实验 值 分 别 在 1.08x 10°< Re, <7.28 


x10°,6 x 10! < Re, <6 x 10°#l 10° < Re, <4X10 的 范围 内 符合 得 相当 好 ,这 从 
实验 上 验证 了 边界 层 理 论 的 正确 性 . 


2. 根据 定义 12507, 由 此 
у=0 х>0 7=0 Е (0) =0 Е(0) =0, 
y=° х>0 =% Е(о)=1, 
х=0 y>0 =% Е(оо)=1. 
故 除 z=0,y=0 一 点 外 ,(9.5.2) 式 中 有 关 速 度 的 边界 条 件 均 得 到 满足 . 
3. 从 (8.11.7b) 与 (8.11. 12) 式 或 图 8. 31 可 以 看 出 , 当 0 时 ， к 


rw~oco, 这 是 与 实际 不 符 的 ， 产生 这 些 结 时 的 原因 是 在 前 缘 附 近 ,2 Эт икди эу 18 


属相 同 的 量 级 ， 不 再 满足 边界 层 理论 中 所 假设 的 3 асаа. 


4. 边界 层 理论 仅 适 用 于 Re, 数 足够 大 的 情况 ， 在 前 缘 附 近 Re, 很 小 , 随 着 
х 的 增加 ,Re. 也 增加 . 另 一 面 , 当 Ке, 数 达 到 某 一 定数 值 后 ( 它 依赖 于 来 流 满 
流 度 和 壁面 粗糙 度 等 ) ,流动 不 再 是 层 流 而 成 为 淇 流 . 根据 实验 与 理论 结果 比 
较 , 通 常 认为 布 拉 修 斯 解 至 少 在 10; < Re.<2x10; 的 范围 内 是 适用 的 . 
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5. 布 拉 修 斯 解 是 一 级 边界 层 理论 的 结果 ,对 于 前 缘 奇 异性 还 可 通过 求 二 级 
边界 层 理 论 的 解 而 得 到 改善 . 1957 年 I 今井 功利 用 这 方法 给 出 壁 的 总 摩擦 系 
数 为 

быз 1.328 2.326 
н Ее, Re, ° 
其 中 第 二 项 为 修正 项 . 当 Re, AAN, B-RA ERORAR. 

6. 如 果 平 板 为 有 限 长 度 工 ,由 于 后 缘 及 尾 流 的 影响 ,一 般 不 存在 相似 性 解 ， 
但 可 用 二 级 边界 层 理论 求 得 它 的 近似 解 . 对 此 ,1953 年 郭 永 怀 得 到 的 总 摩擦 系 
数 为 

Ca = 1.328 „4.12 | 
í ИЕ. Rer 
而 1970 年 A.F. 梅 西 特 与 1974 年 К. 施 棣 华 特 逊 的 结果 却 为 
BAT 1.328 |2. Zoo 
í FTPA Re, "® 
计算 表明 二 者 的 修正 值 在 Ке, =34 时 大 致 相同 , Re, < 34 时 ,前 者 的 值 较 后 者 
的 值 大 ,反之 亦 反 . 但 它们 与 实验 或 精确 计算 的 结果 均 比 较 符合 ,如 图 8.35 与 
8.36 所 示 . 


А MARSHALL 

a HANSEN 

+ FAGE 1. 00 
• JANOUR С, 0. вор 
о SHERMAN 


Іов, (1000С,( sË y,,)) 


| стая СЫ] 
` Qn | Pe 
semana |T] 
> ` 10 20 40 60 100 200 400600 1000 
logio Re, š Re, 


图 8.35 有 限 与 半 无 限 长 平板 摩擦 系数 。 ”图 8.36 有 限 与 半 无 限 长 平板 摩擦 系数 
比较 ( 引 自 参 考 书 [35]) ”比较 ( 引 自 参考 书 [19]) 


7. 除了 绕 半 无 穷 平 板 的 流动 具有 相似 解 外 ,还 有 几 种 简单 流动 也 存在 相似 
性 解 ,它们 的 流动 类 型 ,主流 方向 , 常 微分 方程 和 边界 条 件 等 如 表 8.2 所 示 . 其 
中 驻 点 流动 与 绕 尖 横流 动 具有 重要 的 实际 意义 . 

(二 ) 温度 边界 层 

这 一 问题 的 微分 方程 和 边界 条 件 为 
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R82 几 种 具有 相似 性 解 的 流动 


常 微分 方程 与 边界 条 件 
Е”+ЕЕ”-Е?+1=0 
7=0 F=F=0 

= co F =1 


Е”+ ЕЕ” + 8,(1-Е?)=0 
7=0 F=F=0 
7) = со Е =1 


T… + 证 PrFT…=0 (8.11.6) 
7=0 T=] (8.10.25a) 
J=% Т" =0 (8.10.25Ь) 


这 类 边 值 问题 有 时 又 称 冷却 问题 . 它 大 量 存在 于 核反应 堆 , 换 热 器 与 发 动机 中 . 
很 显然 ,(8.11.6) 式 为 一 线性 齐 次 常 微分 方程 ,其 中 下 (7) 为 一 已 知 函 数 , Pr Ж 
可 取 任 意 值 ,求解 的 目的 是 要 获得 温度 边界 层 的 温度 分 布 和 壁面 处 的 传 热 性 
质 等 . 

方程 (8.11.6) 可 以 进行 直接 积分 , 它 的 通 解 为 


T? = [ена сз. (8.11.16) 
| | 


利用 边界 条 件 (8.10.25a) 与 (8.10.25b) 确 定常 数 c, 与 cx 有 
ml 
aa 


c, = 1, c, = 


代 人 (8.11.16) 式 后 , 边 值 问题 的 解 为 
[е ат Ө [«#Б^юва, 


0 


T Y ) = L оо а оо x. 
4 Ге нар f etira 
0 0 


(8.11.17) 
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利用 (8.11.5) 式 有 | Fd =- |, Erdy = == ln F 将 此 式 代 人 
(8.11.17) 式 后 得 到 

2 u 
a 
[F (Лау ` 
这 个 解 是 1921 F К. 波 尔 豪 森 首先 得 到 的 . 34 Pr=1 时 上 式 可 积分 为 


T: (7) = (8.11.18a) 


Т*=1-Е'(т). (8.11.18Ь) 
注意 到 (8.8.3) 式 ,上 式 可 改写 为 
ИТЕ Ге ж 
T “тт S е (8.11.18с) 


这 表明 当 Pr =1 时 ,无 量 纲 温度 T 与 无 量 纲 速度 二 的 分 布 相同 ,厚度 相等 . 


当 Pr 关 1 时 ,对 某 一 给 定 Pr 数 可 用 数值 积分 法 求 (8.11.18a) 式 的 解 , 其 结果 如 
图 8.37 所 示 . 可 以 看 出 当 Pr >1 时 ,6.<6,,Pr<1 时 ,6,>6,. W K. 波 尔 豪 
森 则 曾 证 明 两 种 边界 层 厚 度 之 间 存 在 下 列 简 单 近似 关系 


— = pr! (8.11.18d) 


N 


NN 
INN 
WS 


8.37 零 冲 角 加 热 平 板 上 的 温度 分 布 ( 引 自 参 考 书 [19]) 


其 次 ,利用 解 (8.11.18a) 和 相似 性 变量 表达 式 (8.11.4b) 求 壁 处 单位 面积 的 热流 
量 和 壁 努 塞 尔 数 . 根据 定义 ,它们 的 值 分 别 为 


| ше У Es A (Pr) (8.11.19a) 


与 Nu =p FO = V Re;A(Pr) х (8.11.19Ь) 


811 沿 半 无 穷 加 热 怪 温 平板 的 层 流连 度 与 温度 边界 层 — 125. 
其 中 
Oa 
s= [А [Е (1) 1а 
而 在 从 前 缘起 的 1 长 度 内 它们 的 平均 值 分 别 为 
4, = +Í вй = т, — To) RaA(Pr) (8.11.20а) 


ДР = сз (8.11.19) 


qw, l 


与 Ми, = т-ту) ?У Re,A (Pr) (8.11.20b) 


从 (8.11.19a),(8.11.19b),(8.11.20a) 与 (8.11.20b) 式 可 以 看 出 无 论 求 壁 或 平 
均 每 单位 面积 的 热流 量 与 努 塞 尔 数 均 依赖 于 函数 A(Pr), 而 它 的 具体 数值 则 可 
利用 表 8.1 对 (8.11.19c) 式 进行 数值 积分 . 现 将 波 尔 豪 森 所 得 到 的 结果 列 在 
表 8.3: 


表 8.3 函数 4( 疡 ) 随 疡 数 的 变化 


为 了 使 用 方便 ,通过 分 析 , 发 现在 下 述 范围 内 用 下 列 近 似 表 达 式 ,其 误差 不 超 
1.5%. 


A(Pr) =F" (0)Pr"? =0.332Pr"? 0.6<Pr<10. (8.11.194) 

此 式 仅 适用 于 气体 ,水 和 一 部 分 轻 的 液体 . 对 于 液态 金属 和 油 类 ,它们 的 
Pr 数 可 以 分 别 低 于 10“ 和 高 于 10 ,如 表 8.4 所 示 . 
表 8.4 流体 的 Pr 数 范围 


Pr 
10-: 10-! 10° 10 10° 10* 
液态 金属 气体 水 L jJ 油 
轻 有 机 液体 
因 之 ,需要 进一步 研究 当 Pr 一 0 与 Pr 一 co 时 ,函数 A( Pr ) 的 表达 式 . 对 这 两 种 
极端 情况 ,它们 的 速度 与 温度 分 布 如 图 8.38 所 示 . 现 分 别 加 以 讨论 . 
当 Pr 一 0 时 ,温度 边界 层 与 速度 边界 层 相 比 将 变 得 愈 来 愈 厚 ， 以 致 在 整个 


温度 边界 层 中 可 以 近似 地 认为 速度 为 一 常数 vo 这 样 , 世 = Fa 即 


Е(з)= n. (8.11.19е) 
将 此 式 代 入 (8.11.17) 式 并 进行 积分 后 有 
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Veo Tæ 
sz $ 
L 
кт 
Pr—=0 
如 液态 金属 
图 8.38 
利用 此 式 与 函数 A( Pr ) 的 定义 (8.11.19c) 式 ,给 出 
Әт“ 1 
4(Pr) =-=] =. 
97 7=0 |, e iPr 47 
对 分 母 利 用 积分 公式 


_1.3.5…(22 -1) [x 


ger а" а 


Е 
后 有 
-ipn 12 уры, 
A(Pr) Fr 0.564Pr“, 对 Pr 一 0 
实验 表明 此 式 在 0.005< Pr<0.05 范围 内 成 立 . 


(A) 


(8.11.19f) 


类 似 地 , 当 Pr 一 时 ,温度 边界 层 与 速度 边界 层 相 比 将 变 得 愈 来 愈 薄 , 以 至 
可 以 近似 地 认为 速度 边界 层 内 的 速度 分 布 为 线性 分 布 ,同时 ,注意 到 rv 一 


Е (0), АЖ “(0) 为 比例 常数 ,于 是 有 


т =F’(7) =Е”(0)т 


将 此 式 代入 (8.11.17) 式 并 进行 积分 后 有 
| [ehrom ay 


T (),Pr) = 1 - ——  —n.2 
(7 г) | EAO dy 
0 


利用 此 式 与 (8.11.19c) 式 给 出 


A(Pr) = =——— 
| eB OP дү 
0 


再 对 分 母 利 用 上 面 的 (A) 式 有 


(8.11.19g) 


8.11 沿 半 无 穷 加 热 恒温 平板 的 层 流 速度 与 温度 边界 层 127. 
|: Cr OR dy = 2.93Pr"? ， 


随 之 A(Pr)=0.341Pr?, Pr>œ. (8.11.19h) 
此 式 与 (8.11.19d) 式 相 比 相差 无 几 ,可 近似 地 用 于 Pr >10 的 广大 范围 内 . 

将 函数 A(Pr) 的 表达 式 (8.11.19d),(8.11.19f) 与 (8.11.19h) 分 别 代 人 
(8.11.19a),(8.11.19b) 与 (8.11.20a),(8.11.20b) 等 式 即 可 获得 适用 于 不 同 
Pr 数 范围 的 壁 与 平均 每 单位 面积 的 热流 量 和 努 塞 尔 数 . 例如 ,对 局 部 与 平均 努 
塞 尔 数 有 


Nu =0.332Pr® Re”? ， 0.6< Pr<10， (8.11.21a) 
Nu =0.564Pr"? Re"? ， 0.005< Pr<0.05， (8.11.21b) 
Nu =0.341 Pr"? Re"? , Pr>10, (8.11.21c) 
与 Nu, =2Xx0.332Pr” Re!? , 0.6< Pr<10， (8.11.22a) 
Ми, =2x0.564Pr? Re!?, · 0.005< Pr<0.05， (8.11.22b) 
Nu, =2Xx0.341Pr"? Ке, Pr >10. (8.11.22с) 


壁 努 塞 尔 数 (8.11.21a) 和 (8.11.21b) 式 与 数值 计算 结果 的 比较 见 图 8.39. 


1.00[ 一 


[rr т т Ti 
кишини 8а VP 
\Ј 


m аии! 

————— =H вената: 
= 0 

СТЕ = ; ГЇ 

0.01 e РЕП ПЕШЕП ЫЕ! ГЕ -LH 

10- 107 10- 1 


Pr 


0.10 


8.39 平板 层 流 边 界 层 的 壁 努 塞 尔 数 随 普 朗 特 数 的 变化 ( 引 自 参考 书 [28]) 


从 这 些 结果 可 以 看 出 : 
1. 平均 努 塞 尔 数 是 x=l ORRERI 2 倍 , 即 
Nu, =2 Ми. 
2. 从 (8.11.21a) 式 有 壁 努 塞 尔 数 
Ми =0.332RelPr , 0.6< Pr<10 . 


另 一 面 ,从 (8.11.13) 式 有 摩擦 系数 


将 上 两 式 相 除 后 有 
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Ми =C,Re,Pr!, 0.6< Pr<10. (8.11.23) 


这 就 是 一 般 形 式 的 雷诺 类 比 表 达 式 (8.9.10). 如 果 令 此 式 中 的 Pr =1 和 Re, 中 
的 + НІ 去 置换 , 则 得 到 特殊 (Pr =1) 的 雷诺 类 比 表 达 式 (8.9.11). 

3. 在 传 热学 中 ,除了 努 塞 尔 数 以 外 ,还 引进 另 一 无 量 纲 传 热 系数 , 它 被 定 
义 为 

传 热 斯 坦 顿 数 s = Nu = Р. (8.11.24) 
PrRe, сро 

它 的 物理 意义 是 从 壁面 到 流体 的 实际 传 热 率 与 由 对 流产 生 的 理论 传 热 率 之 比 . 
而 这 种 对 流 是 由 具有 质量 速度 pv 的 流体 受到 参考 温度 差 所 引起 的 . 利用 上 述 
定义 可 将 (8.11.23) 式 改写 为 


StPr” = 


+C, 0.6<Pr<10 (8.11.25) 
这 关系 称 为 奇 尔 顿 - 科 尔 伯 恩 类 比 (或 - 因子). 并 把 ун = StPr 池 称 为 传 热 


j -因子 . 与 此 相对 应 尚 有 一 传 质 ; — 因子 将 在 第 11 章 介绍 . 
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通常 将 流体 的 运动 按 其 所 产生 的 原因 分 为 受 迫 与 自由 流动 两 大 类 . 前 者 是 
由 于 各 种 外 界 原因 如 压强 梯度 ,位 差 ,动力 装置 对 流体 作 功 等 迫使 流体 产生 的 运 
动 ,而 后 者 则 是 由 于 流体 本 身 的 温度 与 密度 差 所 产生 的 浮力 效应 引起 的 . 在 这 
两 大 类 流体 运动 中 均 可 能 出 现 动量 ,热量 与 质量 的 输 运 ( 或 传递 ) 现 象 . 在 8.11 
节 中 已 讨论 了 受 迫 流动 的 动量 与 热量 传递 问题 ,这 里 将 介绍 自由 流动 的 相应 问 
题 . 至 于 受 迫 与 自由 流动 中 的 质量 传递 现象 则 将 在 第 11 章 中 讨论 . 

自由 流动 中 的 传 热 , 传 质 现象 广泛 存在 于 自然 界 和 各 种 工程 技术 问题 中 , 例 
如 , 气 冷 式 气 和 纪 ,水 暖 系 统 与 地 面 晚间 的 散热 和 工业 排 烟 的 浮力 上 升 等 均 是 . 

严格 说 来 ,在 前 一 节 所 讨论 的 问题 中 ,由 于 有 温度 梯度 存在 也 存在 密度 差异 
和 浮力 效应 ,但 它 的 作用 与 外 界 的 作用 力 相 比 ,仍然 是 很 微小 的 ,可 以 忽略 不 计 ， 
从 而 使 速度 与 温度 问题 能 够 分 别 求解 . 对 于 自由 流动 则 完全 不 同 , 温 度 与 密度 
差 所 产生 的 浮力 效应 是 它 运动 的 主要 驱动 力 , 因 之 ,必须 考虑 温度 对 速度 的 影 
响 ,这 样 ,两 种 边界 层 是 相互 偶 联 的 ,动量 与 能 量 方程 必须 联 立 求解 . 

先 考虑 一 放置 在 静止 流体 中 的 水 平 加 热 平 板 , 可 以 认为 在 紧 靠 平板 处 流体 
的 温度 最 高 ,离开 平板 以 后 逐渐 减 小 ,在 不 远 的 地 方 达到 环境 温度 . 高 温 流 体 密 
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度 将 变 小 ,在 重力 作用 下 , 它 会 向 上 运动 . 但 在 同一 水 平面 上 的 流体 温度 与 密度 
都 大 致 相同 ,难以 形成 全 面 地 向 上 流动 ,于 是 ,开始 寻求 向 上 运动 的 “渠道 "以 至 
形成 许多 垂直 空心 柱状 的 蜂窝 形 小 空 腔 . 在 每 一 空 腔 中 热流 体 由 中 心 区 向 上 运 
动 , 而 离 平板 较 远 的 低温 流体 则 沿 空 腔 侧 壁 向 下 运动 ,形成 空 腔 内 的 环 状 流动 
(有 时 流动 方向 相反 ). 这 些小 空 腔 称 为 贝 纳 德 空 腔 , 以 纪念 他 对 这 一 现象 的 发 
现 . 可 以 看 出 这 是 一 个 相当 复杂 的 流动 现象 ,也 不 会 形成 自由 流动 的 速度 与 温 
度 边界 层 . 

相反 ,在 静止 流体 中 放置 一 垂直 半 无 
穷 长 加 热 平 板 , 通 过 流 场 显示 ,可 以 清楚 
地 看 到 在 平板 附近 存在 一 温度 边界 层 , 如 
图 8.40(a) 所 示 . 令 壁 温 与 环境 温度 分 别 
为 Tv 5 T. ,假定 它们 之 间 的 差别 不 是 
很 大 ,以 致 流体 的 各 种 物性 参数 ,除了 密 
度 о 以 外 , 均 可 近似 地 看 成 为 常数 . 至 于 
密度 p, 它 随 温度 的 变化 (由 浮力 项 代表 ) 
是 产生 自由 流动 的 驱动 力 ,必须 予以 适当 
考虑 . 于 是 ,假定 在 平板 附近 温度 较 高 的 
区 域 , 它 随 温 度 变化 ,而 在 其 它 区域 仍 为 
一 常数 . 坐标 原点 取 在 平板 前 缘 处 ,z 与 
y 轴 分 别 平 行 与 垂直 于 平板 ,如 图 8.40(b) 所 示 . 

首先 考虑 无 量 纲 边 界 层 方程 (8.8.5b) 中 的 压强 梯度 与 体力 项 . 在 所 讨论 的 
问题 中 ,每 一 水 平面 上 的 压强 均 相等 , 且 在 小 范围 内 沿 > 方向 的 变化 也 很 小 , 故 


可 近似 地 认为 2 项 为 零 . 至 于 体力 F。, 它 等 于 每 单位 体积 的 浮力 (p。 — 2) 
g ,其 中 p。 与 o" 分 别 为 未 受 与 已 受 温度 影响 的 密度 .一般 说 来 ,密度 随 温度 与 


压强 变化 ,但 在 小 的 重力 场 范围 内 ， жанлы 因 之 , 仅 随 温度 变化 ,并 对 
小 温度 差 可 近似 表示 为 


图 8.40 自由 对 流 温度 边界 层 


e o= – B(T - 1 285 
其 中 p= 2 (00). 于 是 ,每 单位 体积 的 浮力 P, EX 

F, =pBo-(T-T。)sg . 
利用 此 式 将 (8.8.5b) 式 中 的 体力 项 无 量 纲 化 ,并 注意 将 其 中 的 p EN po В 
换 , 于 是 有 


F 
а 2-0", (8.12.1) 
оо со А 
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其 中 Gr= (TT) p= а 
Б НЛ ЖИЕ Ке, 数 . 很 显然 此 项 的 量 级 应 为 1, 即 Gr 数 与 Ret 数 同 
量 级 . 将 (8.12.1) 式 代入 (8.8.5b) 式 ,忽略 压强 梯度 项 ,和 能 量 方程 (8.8.5c) 中 
的 耗 散 项 ,并 考虑 定常 情况 , 则 方程 组 (8.8.5) 变 为 


ди" gz 
и + = .12. 
927 t oy: 0, (8.12.2a) 
„ди“ „ди _ Gr m» 1 P?u“ 
T+ .12. 
u'z to Jy" Rez T RIT’ (8.12.2b) 
1 
1 1 8 2 $" 


Ja 1 ау Prke, 3y? (8.12.2с) 


这 就 是 描述 定常 平面 自由 对 流 层 流 边界 层 的 无 量 方程 组 . 利用 与 8.10 3 Ж 
似 的 方法 可 以 证 明 这 类 问题 在 一 定 条 件 下 也 存在 相似 性 解 . 这 将 留 作为 1 
与 8.8 节 相 类 似 ,可 利用 (8.12.2b) 式 的 右边 两 项 来 估计 自由 对 流速 度 边界 


层 的 名 义 厚度 87 . 因 Ке Gr 和 8 =n 
I L 


8; ад (8.12.3) 
将 方程 组 (8.12.2) 变 为 有 量 纲 形式 则 成 为 
ди Əv 
БЫ ГЕ, (8.12.4а) 
ди „ди + AUT yo yt (8.12.4b) 
ад 25 =v 3 g. 12 
2 * 
„1 ке s: (8.12. 4c) 
边界 条 件 为 : | 
y=0 w=0 w=0 T*=1, (8.12.5a) 
(ск, T*=0, (8.12.5) 
z=0 u=0 Т" = (8.12. 5c) 


这 里 有 三 个 未 知 函数 u,v, T" 和 三 个 方程 . 为 了 求 这 边 值 问题 的 相似 性 
解 ,必须 首先 求 出 相似 性 变量 7. 8.11 节 中 已 经 提 到 ,对 沿 平板 流动 有 7-2, 
其 中 8, 可 由 (8.12.3) 式 给 出 ,但 应 注意 目前 所 讨论 的 问题 没有 特征 长 度 , 应 将 
该 式 中 工 用 z 去 置换 . 于 是 有 ?一 立 [Gr] .与 以 前 一 样 , 式 中 的 比例 常数 可 
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а 17” 
以 任意 选取 ,通常 取 为 | 地 | ,这 样 ， 


1/4 

п=2 [S] =с' Дл, (8.12.6a) 

3 Š T! 1/4 
д Grs ELT) 和 go ГЕСТ Т) = 常数 .引进 满足 连 

续 性 方程 (8.12.4a) 的 流 函 数 y 并 将 其 元 量 纲 化 有 

| ф(\х,у) =4ех* f(n), (8.12.6) 
随 之 и= 90 =4с°л ш” (лу), (8.12.6с) 
О v=- uz Hif’ 37]. (8.12.64) 


Ее е 它们 的 微 商 可 将 边 值 问题 (8.12.4 ) 与 
002.5): 


АС f” +307 -2F2+T =0， (8.12.7а) 
` T*”+3PrfT* =0, (8.12.7b) 
7=0 f=f'=0 T‘ =1, (8.12.7c) 

j=% f'=0 T* =0. (8.12.7d) 


这 是 两 个 相互 偶 联 的 常 微分 方程 . f 与 T* 都 是 7 和 Pr 数 的 未 知 函数 , 需 
要 对 它们 用 数值 方法 联 立 求解 . 1921 年 K. 波 尔 豪 森 对 这 一 问题 首先 进行 了 计 
Ж. 1930 F E. 施 米 特 与 W. 贝克 曼 作 了 实验 研究 . 后 来 ,1953 年 S. 奥 斯 特 拉 
赫 对 不 同 Pr 数 又 进行 了 系统 的 精确 计算 . 他 们 得 到 的 速度 与 温度 分 布 如 图 
8.41 与 图 8.42, 而 实验 结果 如 图 8.43 与 8.44. 显然 ,理论 结果 与 实验 数据 符合 
得 相当 好 .同时 ,值得 注意 的 是 (1) 在 离开 平板 不 远 的 地 方 ,速度 达 最 大 值 ,远离 


w үш шишиши 
ү Se SeN asss 
LEENS ANT 
0.4 0.8 1.21.6 2.0 2.4 2.8 3.23.6 4. 0 0 0-4 0.8 
_ у / Gr. 1⁄4 Gr,Y 1⁄4 
xs) (0) 


8.41 垂直 加 热 平 板 自由 对 流 层 流 边界 层 8.42 垂直 加 热 平 板 自由 对 流 层 流 边 
的 速度 分 布 ( 引 自 参 考 书 [19]) 界 层 的 温度 分 布 ( 引 自 参 考 书 [19]) 
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1 (9% 1⁄4 


图 8.44 温度 分 布 的 理论 与 实验 结果 图 8.45 流体 质点 的 迹 线 
比较 ( 引 自 参考 书 [19]) 


平板 以 后 ,与 温度 一 样 均 趋 于 环境 流体 值 . (2) 当 Pr 数 很 大 时 ,温度 边界 层 的 厚 
度 远 较 速度 边界 层 的 为 薄 . (3) 远 离 平板 的 流体 质点 是 以 垂直 于 平板 的 方向 趋 
向 平板 的 ,如 图 8.44 所 示 . 这 可 简单 地 证 明 如 下 :利用 (8.12.6c),(8.12.6d)， 
(8.12.7d) 等 式 和 从 图 8.41 给 出 f(%)-> 常 数 KK, 于 是 有 
N=, u =4yr 2 £ (co)—0, 
v= wr [Foo)-3F(co)] 一 -3Kocz ". 
最 后 ,考虑 壁面 处 的 前 应 力 与 努 塞 尔 数 ,它们 分 别 与 摩擦 系数 和 冷却 效率 
ЖЖ. | x 
Ə 
壁 前 应 力 т„=н Эу 
壁 处 每 单位 面积 的 热流 量 
q, = — Ё — = -keri (T, -Ta )T* (0). 


ду 1-0 
壁 努 塞 尔 数 


' 2, 
= 027-[4072 07700). (8.12. 8a) 


y=0 


Ne= T= "|+ Gr. | Т*'(0). (8.12.8) 
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对 于 不 同 的 Pr 数 ,上 列 各 式 中 的 f“(0) 与 TT* “(0) 可 从 表 8.5 FEH. 
表 8.5 函数 T (0)5 7700) Pr 数 的 变化 〈 引 自 参考 书 [28]) 
T* ‘(0) 


0 0.849 126Pr'? 0.716 483 0.5713 
0.01 0.080 592 0.986 2 3.5 0.855 821 | 
0.03 0.136 5.0 0.953 956 

0.09 0.219 7.0 1.054 18 

0.5 0.442 10 1.168 0.4192 
0.72 0.504 63 0.676 100 2.1914 0.2517 
0.733 0.507 89 0.674 1 1 000 3.97 0. 145 0 
1.0 0.567 14 | 0.642 1 10 000 7.0913 


0.710 989 Pr" 


0.651 534 


在 离 前 缘 距 离 为 1 展 宽 为 1 的 范围 内 ,它们 的 平均 值 分 别 为 : 
平均 剪 应力 


a l 
zw = Tf е.а = т š (8.12.9a) 
壁 处 每 单位 面积 的 热流 量 
| 1 
са l 4 
qv, = 于 | аа = (т, - T|] т''() 9 


平均 努 塞 尔 数 
Ма рор 516] T” “(0)=$ Nu, (8.12.9Ь) 
其 中 rw 9 Nu, 为 rw 与 Nu х= 1 处 的 值 . 可 以 看 出 对 自由 对 流 z, — z“ #ll 


М, — ЖЕЙ r — z t Nu —2. 


8.13 不 存在 相似 性 解 的 层 流 边界 层 


前 面 所 讨论 的 都 是 存在 相似 性 解 的 边界 层 流 动 , 这 类 流动 毕竟 是 少数 . 大 
量 实 际 问题 都 是 不 存在 相似 性 解 的 . 对 此 ,必须 直接 求解 非 线性 层 流 边界 层 方 
程 组 , 1908 年 H. 布 拉 修 斯 首先 用 级 数 展开 法 研究 了 绕 对 称 翼 型 的 层 流 边界 层 
问题 . 1934 年 霍 华 斯 对 他 的 方法 作 了 改进 并 研究 了 非 对 称 咽 型 的 绕 流 问题 . 
1957 年 H. 格 特 勒 提出 另 一 种 级 数 展开 法 , 它 的 优点 是 用 相似 性 变量 来 处 理 非 
相似 性 流动 问题 ,而且 它 很 容易 被 推广 至 回转 轴 对 称 和 消 流 情况 . 

近 30—40 年 来 ,由 于 计算 技术 的 迅猛 发 展 ,人 们 多 采用 数值 方法 来 直接 解 
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边界 层 方程 组 . 这 里 仅 简 单 介绍 1963 年 由 A.M.O 史密斯 与 D.W. 克拉 特 提 
出 ,( 参 考 文献 [4])1968 年 又 由 R.E. 谢 里 登 (参考 文献 [5]) 加 以 改进 的 一 种 方 
法 . 它 的 优点 是 比较 简单 ,相当 精确 ,并 已 有 完整 的 Fortran 程序 . 现 以 定常 平 
面 速度 边界 层 为 例 . 即 解 边 值 问题 : 


a 0, (8.8.10a) 
TEET = ' (8.8.10b) 
y=0 u=0 v=0, (8.8.11а) 
BD ран фу) (8.8.11Ь) 
他 们 引进 无 量 纲 变量 
=з ® ; (8.13.1а) 
和 满足 连续 性 方程 的 
"= v= - 59, (8.13.1b) 
并 定义 流 函 数 Y H 
ф(х,у) = оис F(z,7) . (8.13.1c) 
利用 (8.13.1) 式 对 方程 (8.8.10b) 进 行 坐标 变换 后 有 
Е”+ ЕЕ” +(1-Е?)= (Е Š ЗЕ pr E) (8.13. 2a) 
其 中 pZ, 边界 条 件 为 
m=0 F(z,0)=0 _ Fz,0)=0, (8.13.2b) 
q=% F(z,%)=1. (8.13.2c) 
为 了 求 边 值 问题 (8.13.2) 的 解 ,他 们 将 边界 层 ve 
E z 方向 划分 为 若干 小 区 ,其 间距 为 Az, 如 图 8.46 A-717, 
所 示 . 然后 用 有 限 差分 法 求解 . 根据 该 方法 的 离散 
化 近似 элей С =, 点 的 m КШ у, |1 
下 式 近 似 
d"f(z,) i=h 图 8.46 
fu = > ал, 


其 中 а, 可 从 泰勒 级 数 展开 式 求 出 . J, 与 J, 则 依赖 于 微 商 的 次 数 和 近似 的 精 
E. 如 果 采 用 后 向 三 点 差分 格式 , 令 厂 =2 与 J,=0, 并 从 泰勒 展开 式 求 a, , 则 
对 一 次 微 商 二 级 精度 有 


8.14 定常 平面 层 流 边界 层 的 动量 与 能 量 积分 关系 式 135° 


A maa — [3f, -4f,-4 + ЛҺ-21. (8.13.3a) 
7 |, 254-137; -4f%1+f%-2]. (8.13.3b) 


这 一 格式 由 于 假定 faa 刻 -: 均 为 已 知 , 故 较 后 向 两 点 差分 格式 准确 得 多 . 
(8.13.3) 式 也 完全 适用 于 双 变 量 函 数 F(z,7) 对 z 偏 微 商 的 情况 . 如 果 函 数 
F(x,7) 与 p(z) 中 的 工 用 z。 置换 后 ,用 F 与 B, 表示 . 将 (8.13.3) 式 应 用 于 
方程 (8.13.2a) 的 右边 , 则 该 式 变 为 


n 1+ п n , 
JF + EFF:+B(1-F?), 


ВЕ A s В = E IP, tO, ЕДА 


(8.13.4a) 

边界 条 件 (8.13.2) 变 为 
7=0 F(x,0)=0 Е, (=,,0)=0, (8.13.4Ь) 
=% Е, (х,,9)=1. (8.13. 4с) 


显然 ,如 果 (8:13.4a) 式 右边 的 Fr- Fr- F115 Е 26081, Д 
对 F, (7) 的 常 微分 方程 即 可 用 数值 法 求解 . 此 法 的 另 一 个 优点 是 当 z AF 
时 ,如 果 对 > 的 微 商 为 有 限 值 , 则 (8.13.4a) 式 的 右边 为 零 . 这 样 ,起 始 的 速度 分 
布 对 应 于 8(0) 的 绕 尖 横流 动 . 以 后 ,可 用 离散 方程 和 边界 条 件 依次 往 前 进行 计 


算 . 如 果 取 Az 足够 小 ,使 汪 -<25, 此 法 的 计算 精度 相当 高 ,而 且 对 许多 情况 
(包括 轴 对 称 流动 ) 均 能 适用 . 


8.14 “定常 平面 层 流 边 界 层 的 动量 
与 能 量 积分 关系 式 


对 于 任意 初始 与 边界 条 件 , 求 层 流 边界 层 方程 组 的 分 析 解 是 相当 困难 的 . 
自 电 子 计算 机 出 现 以 后 ,许多 边界 层 问题 可 以 通过 计算 方法 获得 令 人 满意 的 数 
值 结果 . 但 从 工程 的 角度 看 ,20 年 代 以 后 所 发 展 的 许多 解 边界 层 方程 的 近似 方 
法 至 今 仍 有 很 大 的 实用 价值 ,因为 , 它 不 需要 任何 特殊 设备 (如 计算 机 ) 却 能 省 时 
省 力 地 给 出 许多 很 重要 的 结果 . 

在 这 些 近 似 方法 中 ,动量 与 能 量 积分 关系 式 是 最 简单 而 又 使 用 得 最 普遍 的 
一 种 . 它 不 要 求 在 边界 层 内 每 一 点 准确 地 满足 边界 层 方程 组 ,而 只 是 在 边界 层 
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的 每 一 横 截 面 上 总 体 地 满足 这 些 方程 . 建立 这 些 关 系 式 通常 有 两 种 方法 :一 种 
是 沿边 界 层 厚 度 方向 积分 边界 层 方程 组 , 另 一 种 是 在 边界 层 内 直接 应 用 动量 与 
能 量 守 恒 原 理 . 这 里 采用 前 一 方法 ,后 一 方法 作为 习题 . 
对 定常 平面 不 可 压缩 均 质 流 体 的 层 流 边界 层 流动 ,从 (8.8.10) 与 (8.8.11) 
式 有 方程 组 和 边界 条 件 
ди ‚до 


PETF =0, (8.8.10a) 
ди ди _ dv. Pu 
“ш 9g Ош ду? (8.8.10Ь) 
ат, ӘТ PT, v/auy 
rr =, (8.8.10с) 
у=0 и =0 о=0, Т=Т,,, (8.8.11а) 
у= (8,) u= (u) у= %() Т=Т.(Т.) . (8.8.11Ь) 


现在 分 别 加 以 讨论 . 
(一 ) 动量 积分 关系 式 
首先 将 连续 和 动量 方程 进行 改写 与 合并 ,使 成 为 全 微分 ,以 利于 积分 . 同时 
注意 它们 应 与 边界 层 位 移 与 动量 厚度 定义 中 的 被 积 函数 有 直接 联系 . 为 此 , 利 
用 连续 方程 (8.8.10a) 将 动量 方程 (8.8.10b) 改 写 为 
ди? дио. dve, Pu 


л лал s, (8.14.1) 
同时 考虑 到 ve(z) 仅 是 z 的 函数 ,又 可 将 连续 性 方程 (8.8.10a) 改 写 为 
аби Сеш) „йо. (8.14.2) 


ax ду ш ах 
从 (8.14.2) 式 减 去 (8.14.1) 式 有 ` 
do д? ц 


Fa tlt (vn) = S 
将 上 式 从 0 到 ó, 对 у 进行 积分 ,并 注意 对 左边 第 一 项 交换 积分 与 微分 的 顺序 ， 
于 是 有 | 

їч, и(о, - u)dy + Тобо, - и)1$ 


ди | 
— u)dy =- у = | . 8.14.3 
и) е о ду А ( ) 


左边 第 一 与 第 三 项 分 别 利用 动量 与 位 移 厚 度 的 定义 ,第 二 项 利用 边界 条 件 后 变 
为 零 . 右边 利用 边界 条 件 与 壁 剪 应力 的 定义 , 则 (8.14.3) 式 成 为 


do, _ z, 
edz p 


S (waa) + дао 


(8.14.4a) 
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Т СО, ЖОО 
或 dr а Ue dz T mw Í 
这 就 是 定常 平面 情况 下 的 动量 积分 关系 式 . 它 是 1921 年 首先 由 冯 .卡门 导出 
的 ,有 时 又 称 卡门 积分 关系 式 . 几 十 年 来 ,以 此 方程 为 基础 又 发 展 了 许多 解 边 界 
层 方 程 的 近似 方法 . 

为 了 说 明 动 量 积 分 关系 式 中 各 项 的 物理 意义 还 可 将 (8.14.4a) 式 改写 为 

28 (ро) + (0.0 9 = ru. (8.14.4с) 

这 里 的 左边 第 一 项 表示 边界 层 模 截面 上 动量 流量 亏损 ( 即 被 排挤 动量 ) 在 + 方 
向 的 变化 率 . 第 二 项 表示 边界 层 机 截面 上 质量 流量 亏损 ( 即 被 排挤 质量 ) 与 边界 
层 上 缘 处 速度 À. 在 z 方向 的 变化 率 所 引起 的 动量 变化 ,右边 的 项 表示 壁 剪 应 
力 . 

(8.14.4b) 式 还 可 改写 为 


dòm ОТЕ 
ri Qar = 


(8.14.4b) 


+ бу; (8.14.44) 


= 4° . C, 与 Has 分别 为 壁 摩 擦 系数 与 形状 因 


其 中 С,= ‚ Hx, = $: , v= 
oi 

T. 后 者 表示 边界 层 内 速度 分 布 的 形状 , 它 的 值 人 钝 小 , 层 内 的 速度 分 布 愈 呈 凸 

出 , 随 着 五 。 值 的 增加 , 它 的 形状 变 得 愈益 凹 人 ,如 图 8.47 所 示 . 由 于 ó, 总 是 

KT, M Hi 总 是 大 于 1. 对 于 层 流 , 驻 点 处 大 约 为 2, 到 分 离 点 处 大 约 为 


3.5. 对 于 潮流 , 则 在 1.3 与 2.5 之 间 . 


2 1 


Hm 二 2~3.5 Й, Нь=1.3—2.5 
图 8.47 形状 因子 随 速度 剖面 的 变化 
如 果 沿 xz 方向 不 存在 压强 梯度 , 即 v.(z)=0, 则 (8.14.4d) 式 简化 为 
с =н (8.14.4е) 


应 当 注意 :(1) 即 使 方程 组 相同 ,但 边界 条 件 不 同 , 则 所 得 的 积分 关系 式 也 不 
同 ;(2) 积 分 关系 式 是 一 个 一 阶 常 微分 方程 ,但 它 有 д„,8, 和 С, 三 个 未 知 函数 ， 
它们 都 随 z 而 变 ,如 果 它 们 是 彼此 独立 的 , 则 方程 并 不 封闭 . 为 了 求解 ,必须 减 
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少 两 个 未 知 变量 ,通常 是 对 速度 分 布 函数 ， 形状 因子 Ны т, 与 Su 之 间 的 


关系 作出 假定 ,这 样 ,就 产生 了 各 种 不 同 的 近似 方法 . 

如 果 是 对 速度 分 布 函数 作假 定 , 则 应 注意 所 谓 的 相 容 性 边界 条 件 问题 . 在 
动量 积分 关系 式 (8.14.4d) 中 , 共 含有 三 个 对 z 的 未 知 函数 , 即 Sm, aR Han) 
和 Ct. 幸运 的 是 它们 均 依 束 于 边界 层 内 的 速度 分 布 . 如 果 能 找到 一 个 适当 的 速 
度 剖 面 使 这 些 未知 函 数 均 能 简单 地 用 男 一 个 对 z 的 未 知 函数 A(x), 表 示 , 则 将 
这 些 简单 关系 式 代 入 (8.14.4d) 式 后 , 即 可 得 到 一 个 对 A(z) 的 一 阶 常 微分 方 
程 , 解 此 方程 可 得 A(x), 随 之 求 得 Su,6a( 或 Him) С, 和 边界 层 的 其 它 特征 物 
HE. 未 知 函数 A(xz) 通 常 称 为 形 参数 . 在 解 问题 时 ,如 果 只 采用 一 个 形 参数 ， 
则 称 为 单 参数 法 , 它 是 发 展 得 最 早 与 使 用 得 最 广泛 的 一 种 方法 . 

在 寻找 适当 的 速度 剖面 /时 ,常常 把 函数 了 近似 地 写 为 了 的 竹 次 多 项 式 ， 
确定 多 项 式 中 各 项 的 系数 ,除了 应 满足 壁面 处 (7=0) 的 无 滑 移 条 件 和 边界 层 上 
缘 处 (7=1) 与 主流 的 连续 性 要 求 以 外 ,还 需要 在 这 两 处 给 出 更 多 的 边界 条 件 ， 
它们 必须 与 边界 层 方程 和 已 给 的 边界 条 件 


“oa na (8.8.10a) 
д 3? 

из дү рет атэ (8.8.10b) 

у=0 и=о=0, (8.8.11a) 

y=ð, =ze(z) . (8.8.11b) 


相 容 ,通常 称 这 些 条 件 为 相 容 性 边界 条 件 . 它们 包括 在 道 压 与 顺 压 区 ,速度 剖面 
应 分 别 出 现 与 不 出 现 拐点 ,和 在 分 离 点 ,速度 齐 面 应 在 壁面 处 满足 池 | =0 


等 . 现在 来 考虑 这 些 条 件 
1. 在 y=0 处 . 将 (8.8.11a) 式 代 人 (8.8.10b) 式 有 
5 к сЕ ! (8.14.5a) 
2. 将 动量 方程 (8.8.10b) 对 у 偏 微分 一 次 ,并 应 用 连续 性 方程 (8.8.10a) 
后 有 | 


3 [ди а [даи\ Pu 
и L = ау? Ç (8.14.5b) 
在 y=0 处 将 (8.8.11a) 式 代入 有 
3 
= =0. (8.14.5c) 
y y=0 


3. 在 y=6, 处 ,由 (8.8.11b) 式 有 
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ди лш 
)y |> 0. (8.14.5d) 
随 之 ,从 (8.8.10b) 式 有 
2 
= =0. (8.14. 5e) 
у=8, 
4. A(8.14.5b)5 (8.14.54) RE y= 6, 处 有 
3 
a =0. (8.14.5) 
у=, 
5. 如 果 对 动量 方程 (8.8.10b) 继 续 对 у 偏 微分 还 可 得 到 
` au u = ul 
r z т. е. =0. (8.14.5g) 


在 这 些 相 容 性 边界 条 件 中 ,(8.14.5a) 式 最 为 重要 . 因为 它 反映 了 在 逆 压 与 
顺 压 区 ,速度 剖面 分 别 存在 与 不 存在 拐点 ,选择 速度 表达 式 应 尽量 满足 这 一 条 
件 . 

(二 ) 能 量 积分 关系 式 

与 推导 动量 积分 关系 式 相 似 ,用 (人 -~ T. ) 乘 连续 性 方程 (8.8.10a) 和 改写 
能 量 方程 (8.8.10c) 后 有 


(Т-Т.„)5®+(Т-Т. 59-0 (8.14.6) 
(Тт-Т.) ә(Т-Т.) k а(т- Т.) y (ди ү | 
ure Бай йш e Ду t Z с (8.14.7) 


ка 
Z [ulT- т.)7+ 20(т-т.)1=& ČOT, > (gy. 
(8.14.8) 
全 式 从 0 到 co 对 у 积分 . 并 注意 左边 第 一 项 交换 积分 与 微分 顺序 . 第 二 项 利用 
边界 条 件 后 变 为 零 ,右边 第 一 项 利用 边界 条 件 和 壁 处 每 单位 面积 的 热流 量 的 定 
义 后 ,上 式 变 为 


8. |7 т-ту +20, 8.14.98) 


其 中 耗 散 积分 D， = | AEA dy. 它 代表 垂直 于 方向 的 横 截 面积 为 1, 高 度 
为 9, 的 小 方 柱 内 每 单位 时 间 的 总 能 量 耗 散 . 这 就 是 能 量 积分 关系 式 . 
如 果 壁 温 T. 为 常数 ,用 о. (Т, - T。) 除 (8.14.9a) 式 后 有 
dôn _ Nu 


dz PrRe, 


+D =S:+D,, (8.14.9b) 
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其 中 耗 散 项 Di = (8.14.9c) 
斯 坦 顿 数 St =5 Mu (8.14.9d) 
#l ka JE. BE 
22 =“ T = Ps т ° u _ T = T 
a= [| 2 72 |ау = [z Ë Т2 |dy, (8.14.90) 


(8.14. 9е) КА R E W B ТАВ Wa Et ЇН TF ЖЖ ЕЙ 3J BJ S да {у ТЩ n 
ВИЕ BJ 38 WME, WRR H ir 6 A ЛЕТИ ЛТ — ЖЖ E ЕЛЕЙ Et. , 则 此 流 层 
ВЈ ВЕ ЕШ УЖА ЛЕТ. БАЈЕ PERU , 28 ЖЕДЕ ДЫП E X 

Š, = | Е — lay = | Ë - 722 = Jav. (8.14.98) 
如 图 8.48 所 示 . 这 两 种 定义 均 适 用 于 低速 流动 情 
况 , 因 为 这 时 每 单位 质量 流体 的 炊 i = cT, 故 温度 即 
TRER. 对 于 高 速 可 压缩 流动 ,能 量 积分 关系 式 与 
烩 厚度 除了 应 考虑 密度 o 的 变化 外 一 切 温度 均 应 用 
JA KUN. 

如 果 忽 略 耗 散 项 ,(8.14.9b) 式 简化 为 


dó, _ 
qz = 8. (8.14.9g) 


应 当 注 意 : 关系 式 (8.14.9a), (8.14.9b) 与 
(8.14.9g) 仅 当 To УТ, 为 常数 时 才 成 立 . 

有 些 著者 在 研究 较 复 杂 的 速度 边界 层 问 题 时 ， Š 
除了 使 用 动量 积分 关系 式 外 , 还 使 用 机 械 能 (包括 动 8.48 MEREN 
能 与 势能 ) 关 系 式 , 如果 机 械 能 中 的 势能 又 主要 是 由 
重力 引起 的 ,可 以 忽略 不 计 . 于 是 机 械 能 积分 关系 式 实际 上 变 为 动能 积分 关系 
式 , 它 可 以 从 连续 性 与 动量 方程 导出 . | 


小 结 | 


这 一 章 讲述 了 不 可 压缩 粘性 流体 作 层 流 运动 时 的 基本 知识 . 主要 包括 两 个 
方面 , 即 粘性 流体 的 层 流 流动 和 层 流 边界 层 理论 . 在 学 习 本 章 时 ,首先 要 注意 粘 
性 流动 与 无 粘性 流动 在 物理 现象 上 的 重要 差别 ,这 就 是 粘性 流动 的 有 旋 性 ,机 械 
能 耗 散 性 和 涡 旋 的 扩散 性 . 其 次 ,要 学 会 根据 问题 的 特点 ,合理 地 简化 纳 维 — 斯 
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托 克 斯 方程 组 和 定 解 条 件 , 以便 用 分 析 、 数 值 或 实验 方法 求解 . 在 流动 相似 性 理 
论 方面 ,读者 不 仅 应 记 住 它 的 一 般 结论 ,而 且 还 要 学 会 针对 具体 问题 导出 自己 所 
需 的 相似 律 . 量 纲 分 析 方法 是 一 种 有 力 的 解 题 工 具 , 它 不 仅 可 以 用 来 推导 相似 
律 ,指导 实验 设计 ,而且 还 能 简化 理论 解 的 形式 ,包括 判断 一 个 问题 是 否 存 在 相 
似 性 解 . 


几乎 对 于 所 有 的 粘性 流动 来 说 ,雷诺 数 Re = < 上 是 最 重要 的 相似 参数 , 必 


须 透 彻 地 了 解 它 的 物理 意义 . 在 工程 应 用 中 常 可 取 不 同 的 特征 量 U 或 工 ЖЕ 
义 雷 诺 数 ,在 每 一 具体 问题 中 要 注意 如 何 定义 更 为 方便 和 更 具 意义 . 本 章 的 粘 
性 层 流 流动 与 层 流 边界 层 流动 分 别 属于 中 , 低 与 高 雷诺 数 范畴 ,注意 它们 处 理 方 
法 的 异同 . 

本 章 仔细 分 析 了 几 个 粘性 层 流 流动 的 精确 解 ,其 中 包括 工程 应 用 性 很 强 的 
圆 管 中 的 层 流 流动 和 低 雷 诺 数 流动 . 对 于 边界 层 理论 则 阐明 了 它 的 基本 概念 ， 
建立 了 层 流 边界 层 方程 组 ,讨论 了 动量 与 热量 之 间 的 类 比 关系 ,和 相似 性 解 的 含 
义 和 它 的 存在 条 件 . 详细 分 析 了 沿 水 平 与 竖 直 平板 的 层 流 速度 与 温度 边界 层 问 
题 , 并 导出 了 层 流 边界 层 的 动量 与 能 量 积分 关系 式 . 
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(十 二 ) 流体 的 粘性 前 应 力 

17 世纪 末 叶 ,英国 的 I. 牛顿 (1642 一 1727) 与 意大利 的 吉尔 米 尼 分 别 独立 
地 发 表 了 他 们 有 关 流 体 粘 性 前 应 力 的 著作 ,1697 年 ,吉尔 米 尼 试图 分 析 流 体 与 
固 壁 间 摩擦 力 的 物理 性 质 , 并 建立 它们 的 数学 表达 式 ,但 他 的 努力 无 论 从 时 间 上 
还 是 从 本 质 上 均 被 1687 年 牛顿 的 工作 所 取代 . 

人 们 在 生活 与 工作 中 早 就 观察 到 这 样 一 种 自然 现象 , 即 一 团 流体 中 的 一 部 
分 如 果 出 现 运动 , 则 此 运动 将 被 流体 自身 传播 至 这 团 流体 的 其 它 部 分 ,而 且 如 果 
没有 外 力作 用 的 话 ,这 种 传播 的 运动 将 会 逐渐 衰减 . 牛顿 一 直 认 为 流体 是 由 一 
群 质点 组 成 ,它们 彼此 之 间 可 以 存在 相对 运动 ,也 可 以 产生 摩擦 力 , 于 是 他 在 
1687 年 出 版 的 “原理 ”第 二 册 中 ,对 于 流体 的 粘性 行为 作 过 如 下 的 简单 阐述 :“ 如 
果 其 它 情况 相同 ,流体 各 组 成 部 分 之 间 由 于 缺乏 润滑 性 所 产生 的 阻力 是 与 它们 
之 间 的 相对 速度 成 正比 的 ”这 是 在 文献 中 发 现 的 第 一 个 有 关 粘 性 前 应 力 的 明确 
叙述 ,牛顿 为 了 证 明 他 的 假说 ,又 作 了 第 一 个 粘性 流动 分 析 , 导 出 了 旋转 圆柱 所 
引起 的 正确 速度 分 布 并 用 大 量 实验 加 以 验证 ,具体 地 ,他 考虑 :; 一 无 穷 长 的 固体 
圆柱 ,在 一 无 限 静止 与 均 质 的 流体 中 作 围 绕 轴线 的 均匀 旋转 运动 ,由 于 流体 粘 
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性 ,图 柱 附近 的 流体 被 迫 运 动 ,并 带动 其 它 部 分 的 流体 也 作 连 续 均 匀 运 动 ,这 是 
一 种 轴 对 称 运动 ,而 且 距 轴 越 远 运动 也 越 缓慢 ,牛顿 认为 各 圆 环 上 的 流体 运动 周 
期 是 与 圆 环 距 轴 的 半径 成 正比 的 ”. 

在 图 中 , 令 AFL 为 一 旋转 圆柱 ,其 半径 为 xo, 旋转 速度 为 oo, Bi JE] t> Il 
BGM, СНМ, ,… 等 将 流体 划分 为 无 数 个 厚度 相 
同 的 同心 圆 环 实体 ,由 于 流体 是 均 质 的 ,两 个 接 
和 触 的 圆 环 柱 面 上 ,彼此 相互 施加 的 影响 (或 力 ) 
是 与 它们 的 彼此 相互 移动 和 相互 施加 影响 (或 
力 ) 的 接触 面积 一 样 的 . 如 果 施 加 于 任何 圆 环 
柱 上 的 影响 (或 力 ) 是 凹 表面 较 凸 表面 为 大 或 
小 , 则 较 强 的 影响 将 占 优势 ,根据 它 与 流体 的 运 
动 方向 相同 或 相反 , 圆 环 的 运动 将 变 为 加 速 或 
减速 ,因此 ,要 保持 每 一 圆 环 柱 继续 作 均 匀 运 
动 , 则 施加 于 两 面 上 的 影响 (或 力 ) 必 相等 , 且 方 
向 相反 ,由 于 影响 (或 力 ) 与 接触 面积 和 它们 的 ”图 围绕 旋转 贺 柱 的 速度 分 布 
相互 移动 是 一 样 的 ,而 影响 与 面积 成 反比 , 则 移 
动 亦 与 面积 成 反比 , 即 与 面积 至 轴 的 距离 成 反比 ,但 绕 轴 的 旋转 运动 之 差 是 与 那 
些 施 于 各 距离 处 的 移动 一 样 的 , 即 与 移动 成 正比 和 与 距离 成 反比 ,而 移动 亦 与 距 
离 成 反比 ,综合 这 些 比例 就 有 旋转 运动 之 差 与 距离 的 平方 成 反比 . 这 样 ,如 果 在 
垂直 于 无 穷 水 平 直线 SABCDEQ 的 竖立 直线 Aa ,B , Cc , Dd , Ee 等 上 分 别 取 长 
度 反 比 于 SA ,SB , SC , SD , SE 等 之 平方 ,并 通过 这 些 端点 a,b,c,d, e 等 画 一 
双 曲 线 , 这 些 差 之 和 ( 即 总 的 转动 w) 将 为 ha ‚ Bb , Сс, Dd ‚Ее 等 线 的 相应 和 ,如 
果 流 体 由 均匀 介质 构成 , 圆 环 柱 的 数量 可 无 限 增加 ,它们 的 宽度 可 无 限 减 小 , 则 
变 为 双 曲 面积 AaQ , BbQ , CQ , DAQ , FeQ 等 ,类 似 于 这 些 和 ,周期 时 间 与 旋转 
运动 w 成 反比 , 亦 即 与 双 曲 面积 成 反比 . 对 双 曲 线 积分 后 ,很 容易 证 明 ; 周 期 与 
距离 成 正比 . 牛顿 由 此 引出 6 条 推论 ,并 用 大 量 实验 证 明 这 些 推论 都 是 正确 
的 ,其 中 最 重要 的 也 是 第 1 条 推论 为 :流体 质点 的 旋转 运动 o 反比 于 它们 的 距 


r. 


牛顿 对 这 一 问题 的 分 析 与 实验 到 此 即 告 结 菏 . 现在 我 们 来 作 一 些 探讨 . 牛 
顿 已 证 明 :o 一 二 ,而 切 向 速度 w 一 w, 即 w 一 十 ,如果 按 牛顿 假说 剪 切 应 力 с E 


атас 


比 于 速度 看, 而 ~ 十 故 


т. (А) 
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另 一 面 从 一 般 的 柱 坐 标 N 5 方程 有 剪 应 力 
9 
мек ale) l. 
FEED A e = 0, 于 是 上 式 简化 为 
эзе” aaa a ® 
同时 还 应 注意 牛顿 所 研究 的 问题 是 本 章 习 题 * 8.15 的 一 个 特例 ,在 该 题 中 令 
-co 即 为 牛顿 的 问题 ,可 以 证 明 它 的 速度 分 布 为 ; 
" 2 доу _ ro 2 
06 — Фб >: 和 S= -wl , 
代入 (B) 式 后 有 
z 
ra = т» = 2н | 2 ) (Bı) 
将 (A) 式 与 (Bi ) 式 相 比 ,如 果 将 (A) 式 中 的 比例 常数 取 为 2woor; , 则 不 仅 二 式 完 
全 相同 ,而 且 也 满足 了 边界 条 件 与 量 纲要 求 ,同时 它 也 表明 牛顿 的 假说 是 正确 
的 ,只 不 过 是 一 个 简单 的 特例 而 已 . 
(十 三 ) 雷诺 数 
虽然 早 在 1839 年 G.H.L. 哈 根 (1797 一 1884) 进 行 圆 管 中 的 流动 实验 时 ,就 
已 观察 到 流体 的 运动 有 层 流 和 汕 流 两 种 不 同 的 状态 ,和 1873 年 Н. Z28438 22 
(1821 一 1894) 在 给 柏林 科学 院 的 一 份 报告 中 就 曾 阐述 了 粘性 - 惯性 相似 性 条 
件 ,但 1883 年 O. 雷诺 (1842 一 1912) 的 著名 文章 表明 :他 是 第 一 个 引信 粘度 系 


KAR- FRASES ,并 用 它 来 划分 层 流 与 涌流 状态 的 人 ,通过 他 的 大 量 


实验 也 证 实 这 一 无 量 纲 参数 是 描述 粘性 流体 运动 的 相似 性 参数 ,有 趣 的 是 雷诺 
自己 和 他 以 后 的 各 英国 科学 家 均 未 给 这 无 量 纲 参数 一 个 专 有 的 名 称 ,直至 1908 
年 A. 萨 默 菲 尔 德 (1868 一 1950) 为 了 纪念 他 , 才 建 议 命名 为 雷诺 数 . 

雷诺 仔细 分 析 纳 维 — 斯 托 克 斯 方程 组 之 后 ,认为 方程 组 还 可 能 含有 流体 的 
运动 性 质 依赖 于 量 纲 性 质 与 运动 的 外 部 环境 之 间 的 关系 被 忽视 的 迹象 ,这 种 已 
被 发 现 的 迹象 表明 它们 之 间 不 仅 有 联系 而 县 有 确定 的 联系 ,即使 在 方程 组 没有 
被 积分 的 情况 下 ,为 了 说 明 这 一 点 ,他 假定 管内 的 平均 流动 速度 为 UU, 管 的 半径 
为 c, 用 通常 的 方法 消去 方程 组 中 的 压强 项 后 ,加 速度 项 被 表示 为 两 种 不 同 的 形 
式 , 一 种 的 因子 为 U?/c?, 另 一 种 的 因子 为 KUyp c ,它们 的 相对 值 分 别 随 U 5 
шос 变化 . 其 比值 为 Upc/w ,这 就 是 他 所 寻求 的 确定 关系 . 当然, 如果 不 积分 
方程 组 只 给 出 这 关系 式 , 那 是 完全 无 法 表明 运动 是 如 何 依赖 于 它 的 ,但 似乎 可 以 
肯定 ,如 果 涡 是 由 于 某 一 特定 原因 , 则 积分 以 后 会 表明 涡 的 诞生 依赖 于 Up cla 
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的 某 一 确定 值 . | 

为 了 证 实 这 一 论断 ,雷诺 利用 各 种 管 径 (大 至 2 英 时 ) ,与 不 同 长 度 (长 至 4 
英尺 6 英 时 ) 的 玻璃 管 和 各 种 流体 进行 了 大 量 而 有 系统 的 实验 (具体 设备 和 方法 
可 参阅 本 书 8.4 节 和 流体 实验 课 的 有 关内 容 ) ,他 用 苯胺 染 液 作 为 示 踪 剂 ,在 早 
期 阶段 由 于 缺乏 实验 室 ,他 的 实验 是 在 家 中 进行 的 ,而 设备 的 加 工 却 是 在 他 工作 
的 学 校 完成 的 . 这 些 实验 结果 的 确 表 明 : 流 体 开 始 出 现 涡 运 动 的 速度 随 管 径 与 
流体 性 质 而 变 , 但 在 出 现 涡 的 瞬时 ,它们 的 值 总 可 以 构成 一 具有 相同 确定 数值 的 
无 量 纲 参数 . 即今 所 谓 的 下 临界 雷诺 数 . 最 初 他 对 这 一 参数 的 具体 数值 并 未 给 
予 足够 重视 ,随即 将 注意 力 转 移 至 研究 流动 变 为 不 稳定 后 ,流体 阻力 的 变化 . 他 
发 现 流 体 的 阻力 在 下 临界 雷诺 数 前 后 有 限 大 的 改变 ,于 是 他 就 利用 这 一 事实 来 
比较 精确 地 确定 下 临界 速度 ,具体 的 作法 是 :将 流体 的 阻力 用 水 头 损失 来 表示 ， 
对 一 给 定 圆 管 ,只 消 通过 实验 画 出 水 头 损 失 对 速度 的 曲线 . 其 下 转折 点 所 对 应 
的 速度 即 为 下 临界 速度 . 至 于 下 临界 雷诺 数 的 具体 数值 . 根据 雷诺 的 圆 管 实验 
结果 为 1900 一 2000. 

早 在 1840 与 1839 年 J].L.M. 泊 肃 叶 (1799 一 1869) 与 G.H.L. 哈 根 
(1797 一 1884) 分 别 发 表 了 在 细小 玻璃 圆 管 中 进 行 实验 的 结果 . 1857 年 H.P.G. 
达 西 (1803 一 1858) 又 发 表 了 他 在 大 、 中 型 熟 铁 铸铁、 铝 、 沥 青 和 玻璃 圆 管 中 进 行 
实验 的 结果 ,前 二 者 认为 流体 的 阻力 与 速度 成 正比 ,而 后 者 则 认为 与 速度 的 平方 
成 正比 ,这 两 种 不 同 的 结果 构成 了 一 个 暂时 未 决 的 问题 ,直至 1883 年 雷诺 发 现 
流体 的 阻力 在 下 临界 雷诺 数 前 后 有 很 大 改变 ,从 而 使 泊 肃 叶 与 达 西 的 实验 结果 
获得 了 合理 的 解释 . 
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“8.1 无 限 大 的 圆 盘 在 静止 的 不 可 压缩 粘性 流体 中 以 等 角速度 w 旋转 , 试 写 出 此 流体 动 
力学 问题 的 封闭 方程 组 (不 计 体力 ) 及 其 边界 条 件 (不 必 求解 )， 
8.2 对 于 不 可 压缩 粘性 流体 的 平面 运动 ,如 果 体力 有 势 , 试 证 明 流 函数 满足 以 下 方程: 


其 中 ч 
ay аф 
а(фФ,У%)_| 9х ду 
Ilr, y) А | 
оз ZY zy 7 


"8.3 对 于 不 可 压缩 粘性 流体 的 轴 对 称 运 动 ,如果 体力 有 势 , 试 证 明 斯 托 克 斯 流 函 数 满足 
以 下 方程 (r ,0,z 为 柱 坐 标 系 ): 
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其 中 


8.4 ”对 于 不 可 压缩 粘性 流体 的 定常 运动 ,如 果 体力 有 势 , 试 证 


(tug) (2+5 ш), 


式 中 s 为 沿 流 线 的 曲线 坐标 ( 弧 长 ),U 是 流体 运动 的 速度 ,p 为 压强 ,p 为 密度 ,vy 为 运动 粘 
度 系数 ,w ARE, П 为 体力 的 势 函 数 . 
'8.5 试 导出 不 可 压缩 牛顿 流体 定常 轴 对 称 运动 在 柱 坐 标 (r ,9,z) 中 以 流 函 数 y 和 涡 量 
о 为 因 变 量 的 运动 方程 : 
24) +w=0， 


S (саууга 
ðz\r дг ar\r дг 
КИРИНИН 


а д 
wl -13g „_9%_д9® 
т д 


其 中 


"8.6 不 可 压缩 粘性 流体 在 无 限 长 直 圆 管内 流动 . 由 实验 知 ,其 壁面 传 热 系数 与 贺 管 
的 直径 也, 热传导 系数 & ,流体 的 平均 速度 U ,密度 o ,粘度 系数 wk 和 流体 比 热 c 有 关 . 其 中 天 
具有 &/D 的 量 纲 (参看 (8.1.20) 式 ). 试 由 量 纲 分 析 证 明 

Ми = f(Re, Pr). 


式 中 Ми = 名 叫 努 守 尔 特 (Nusselt) 数 ,Re = ЕР а їй, Pr = СВИНЯ. 


“8.7 如 图 所 示 水 坝 溢 流 ,水 的 密度 与 粘度 系数 分 
BA о Mp. 试用 量 岗 分 析 导 出 溢 过 单位 宽度 水 坝 的 
体积 流量 Q 与 那些 量 有 什么 无 量 纲 关系 . 又 车 已 知 来 x 
流速 度 为 V. R H/h 与 什么 无 量 纲 量 有 关 . 
8.8 截面 为 半圆 形 的 无 限 长 直 管 中 的 不 可 压缩 流 
体 做 层 流 运动 , 沿 管 轴 方 向 某 一 长 度 :上 的 降 压 为 'Ap. 
由 实验 知 Ap/1 与 ! 无 关 , 且 不 沿 管 轴 位 置 而 变 ,只 与 管 8.7 题 图 
中 的 平均 速度 U, 管 的 半径 a 和 流体 粘度 系数 有 关 . 
试 由 量 纲 分 析 理论 推出 通过 管 的 体积 流量 Q 如 何 随 a,y,Ap 和 1 变化 . 

"8.9 у= 5.62 х 107% /5 的 油 以 平均 速度 Us 流 过 直径 为 25cm 的 光滑 管道 . 若 用 
15 亿 的 水 (y=1.13X10-5m/s) 流 过 同一 管道 ,流速 需 多 大 才能 使 两 流动 在 动力 学 上 相似 ? 
两 流动 在 同样 管 长 上 的 阻力 比 为 多 大 ? 设 油 比 重 为 0.8. 

8.10 气球 在 空气 (20C ) 中 匀速 上 升 ,其 直径 为 Im, 上升 速 度 为 3 cms; 塑料 小 球 在 水 
(20Y ) 中 匀速 下 沉 , 其 直径 为 2cm. 问 塑料 小 球 下 沉 速度 为 何 值 时 ,气球 与 塑料 小 球 的 运动 
是 动力 相似 的 ? 若 塑 料 小 球 的 比重 为 1.5 时 , 它 在 水 中 恰好 以 上 述 动力 相似 所 要 求 的 速度 下 


— ~ 
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沉 , 求 气球 所 受 的 空气 阻力 . 20С FRAK v=1.525Xx10 5m /s, КАЎ v=1.006 х 10 “m/s; 
空气 密度 为 1.23kg/m ,水 的 密度 为 999kgjmm . 

“8.11 图 中 两 个 无 穷 大 的 平行 平板 之 间 有 两 层 厚度 都 是 h 的 互 不 混合 的 均 质 不 可 压缩 
流体 ,粘度 系数 各 为 p Жш. 下 板 不 动 ,上 板 沿 板 面向 右 以 匀速 U 滑动 , 试 求 两 层 流体 中 的 
速度 分 布 以 及 上 、 下 板 面 所 受 剪 应 力 的 大 小 和 方向 . 设 上 、 下 游 远 处 压强 相等 ,不 计 体力 ,请 
画图 标 出 你 所 用 的 坐标 系 . 


8.12 粘度 系数 为 p 的 均 质 不 可 压缩 流体 沿 工 方向 流 过 平 v 
板 (y=0) 上 方 的 半 无 穷 大 空间 ,y->co 时 速度 为 U. 设 平板 为 多 E окан а 
孔 介质 , 穿 过 它 有 流体 吸出 (法 向 速度 o, = 常数 <0). 设 流 场 中 è " 
压强 均匀 ,处 处 "= uv, 试 求 二 维 定常 解 u(y). 车 任 取 一 特征 长 -+ ыытан 
EL, €X u =ulU, v „= lU,y =ylL,Re= ULlv,34 о, = h c 


-0.1 时 , 试 对 Re=1,10,100 时 画 出 剖面 u (y ) ,三 条 曲线 画 在 ЭЕ: АННЫ 


辣 一 张 图 上 . 请 讨论 :1) 使 w (5 )=0.99 的 ó 在 三 种 情形 下 各 


取 何 值 ?2) 当 流体 粘性 很 小 (Re 六 1) 时 ,zx (y) 与 无 粘 流 无 旋 解 8.11 题 图 
有 何 区 别 ? 
Фу 
SS 
8.12 题 图 8.13 题 图 


8.13 无 限 长 的 平板 与 水 平面 的 夹 角 为 a, 其 上 有 一 层 厚 度 为 h 的 均 质 不 可 压缩 粘性 流 

体 在 重力 作用 下 平行 于 板 面 流动 ,其 上 为 自由 面 . 求 此 定常 流动 的 速度 分 布 ,流量 \ 平 均 束 
度 、 最 大 速度 和 作用 于 板 上 的 摩擦 力 , 并 求 流体 中 的 压强 分 布 . 

“8.14 如 图 所 示 , 间 隔 为 2h 的 两 块 大 平行 平板 ,在 与 水 平 

面 成 角 放 置 时 ,考虑 作用 在 其 间 均 质 不 可 压缩 粘性 流体 上 的 


重力 和 压力 梯度 了, 试 求 两 板 间 层 流 的 速度 分 布 , 并 证 明 沿 平板 
压强 不 变 的 条 件 是 


sin а = 12Fr| Re ; . 
其 中 Re=2h п1 是 雷诺 数 , Fr =u |(2gh ) 是 弗 鲁 德 数 ,去 是 两 8.14 题 图 
平行 板 间 的 平均 速度 . i 
"8.15 在 两 个 同心 贺 管 之 间 充 满 密度 为 p 的 均 质 不 可 压缩 粘性 流体 ,外 管 与 内 管 半径 
之 比 rm/r; = К. 当 外 管 静止 而 内 管 以 角速度 w 绕 轴 线 旋转 时 , 试 求 流体 中 速度 分 布 ,作用 在 
内 管 和 外 管 单位 长 度 上 的 力矩 以 及 内 外 管 壁 的 流体 压强 差 . 
8.16 如 图 所 示 的 装置 可 用 来 测定 流体 的 粘度 . 两 个 同心 圆柱 体 的 尺寸 是 :ri = 3cm， 
г, = 3.5cm,b =20cm. 外 简 固 定 ,内 简 在 下 落 物 体 作用 下 受到 外 加 力矩 L = 9 810dyn'cm( 达 
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ВЖ), Ц n = 1.7 转 /min 旋转 . 试 求 两 简 间 流体 的 
粘度 (忽略 简 上 、 下 表面 的 摩擦 阻力 ). 

“8.17 半径 为 x 的 圆柱 面 在 另 一 半径 为 的 同 
轴 圆 柱 面 以 内 以 等 速度 U 做 轴 向 运动 ,引起 二 圆柱 面 
间 的 均 质 不 可 压缩 粘性 流体 做 层 流 流动 . 假设 套 管 中 
流体 压强 均匀 , 试 求 流动 的 速度 剖面 ,并 确定 内 外 圆柱 
面 所 受到 的 单位 长 度 上 的 摩擦 阻力 . 

"8.18 设 两 同心 圆 管 之 间 的 均 质 不 可 压缩 粘性 流 
体 ,在 轴 向 压力 梯度 dp/dz(<0) 驱 动 下 ,做 定常 轴 向 层 
流 运动 . 外 管 半径 为 r ,内 管 半径 为 +, ,两 管 都 静止 不 
动 . 试 求 流体 的 速度 剖面 , 流 过 圆 形 套 管 的 流量 ,平均 
流速 以 及 作用 于 内 外 壁 单位 长 度 上 的 摩擦 力 . 

“8.19 直径 为 100mm, 长 度 为 150mm 的 活塞 ,质量 
为 10kg, 处 于 直径 为 100.2mm 的 竖 直 的 汽缸 中 ,其 间 
隙 处 润滑 油 的 粘度 系数 为 y =0.25N'sjm?. 设 活塞 在 8.16 题 图 
运动 过 程 中 始终 与 油缸 同心 ,计算 活塞 匀速 下 落 
100mm 所 需 的 时 间 . GER: ARASA EEZ, TEMAER , 

特 流 公式 计算 活塞 表面 摩擦 应 力 ). 

“8.20 考虑 二 维 扩大 或 收缩 管内 的 定常 层 流 . 当 以 两 平 壁 延 长 线 的 
交点 为 原点 取 极 坐标 系 时 ,流动 只 有 径 向 速度 分 量 v. 

1) 证 明 流体 为 不 可 压缩 时 ,有 
о = F(0)/r ; y, 


2) 注意 到 F(0) 的 量 纲 与 ,一致 , 记 /(0) = ЕО), ен уята 


的 微分 方程 和 边界 条 件 , 设 壁面 位 置 为 0= +a. 

8.21 求证 :在 y= 常数 的 斯 托 克 斯 流动 中 ,压强 p 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 

V2p=0. 

`8.22 ” 试 证 明 ,在 y= 常数 的 二 维 斯 托 克 斯 流动 中 , 涡 量 w fi р/н 分 别 构成 一 个 解析 复 
变 函数 的 实 部 和 上 呀 部 ,这 里 p 是 流体 压强 ,y 是 粘度 系数 

8.23 半径 为 a 的 小 球 在 粘性 很 大 的 无 界 不 可 压缩 流体 中 以 常 角速度 缓慢 地 绕 某 一 
直径 旋转 , 试 求 出 周围 流体 速度 分 布 . 设 体力 不 计 ,压强 处 处 均匀 不 变 . 并 求 作用 在 球 上 的 
DERDE. f 

"8.24 考虑 两 个 相交 平板 间 的 流体 辐射 运动 . 设 两 平板 都 无 穷 大 ,交角 2% 很 小 ,其 间 的 
不 可 压缩 流体 粘度 很 大 . 若 流体 流动 缓慢 ,单位 宽度 截面 上 通过 的 流量 Qv = 常数 ,体力 不 
计 , 试 求 流动 的 速度 分 布 和 压强 分 布 . 

8.25 将 金刚 砂 粉末 撒 和 高 18cm 的 盛 有 水 的 玻璃 杯 中 ,摇晃 使 之 沉淀 . 已 知 水 澄清 的 
时 间 为 lmin40s. 车 视 粉 未 为 球形 状 , 试 计算 粉末 的 最 小 直径 为 多 大 ? 金刚 砂 的 密度 等 于 
4g/cnY ,水 的 粘度 系数 为 0.001 2kg/ (m's). 
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8.19 题 图 
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“8.26 粘度 系数 为 p 的 球形 液 滴 , 在 粘度 系数 为 we 的 无 界 流体 中 以 速度 U 等 速 直线 运 
动 , 试 求 内 外 流体 的 速度 分 布 和 压强 分 布 ,并 计算 球形 液 滴 所 受到 的 阻力 . 若 此 球形 液 滴 在 
重力 作用 下 竖 直 下 降 , 求 其 平衡 时 的 下 降 速 度 . 

8.27 REBA a 的 球形 小 气泡 在 原来 静止 的 均 质 不 可 压缩 液体 中 做 极 缓慢 等 速 直 线 
运动 时 的 阻力 . 设 质 量力 可 不 计 , 流 体 粘度 为 y ,气泡 运动 速度 为 U. 

8.28 海 雷 一 肖 (Hele 一 Shaw) 装 置 是 在 两 块 透明 的 大 平行 平板 z= — h 和 z= 之 闻 放 
一 个 二 维 柱 体 (其 边界 为 F(z，,y) =0, 特 征 长 度 为 L). 沿 工 方向 有 A= 常数 的 不 可 压缩 粘性 


2 

流体 流 过 ,来 流速 度 为 = 0 (1-5), ооо. 假定 h<L, 且 (大 ) азна 
动 方程 简化 为 

ду go _ 

aa 

аа Y 

gz 3z? 4 

а д? 

ЕТШ ЭТ , 

32-0, 


并 证 明 这 时 任 一 z= 常数 平面 上 的 流 线 形状 完全 相同 ,而 且 与 二 维 边界 F(z,y)=0 的 无 粘 
无 旋 绕 流 流 线 完 全 一 致 . 正 是 利用 这 一 性 质 ,海尔 — 肖 装 置 常用 来 显示 二 维 无 旋 流动 的 流 
线 . 

8.29 有 两 块 平行 的 半径 为 R 的 圆 形 平板 ,其 中 一 块 置 于 另 一 块 的 上 方 , 其 间 充 满 不 可 
压缩 粘性 流体 ,两 板 间距 h 很 小 , 设 平 板 以 速度 U 缓慢 地 相互 靠拢 ,排挤 着 流体 . 试 确定 平 
板 所 受 的 阻力 . 

8.30 考虑 如 图 所 示 轴 对 称 润 滑 流动 (e = ó L< 


1,6 es 人 1), 试 由 轴 对 称 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 


出 发 ,用 量 阶 估计 方法 对 L 所 限定 的 区 域 推导 轴 对 称 
的 润滑 方程 

8.31 给 定 边界 层 的 速度 分 布 为 汪 = 1 - 
е Код ,其 中 о, 为 边界 层 的 速度 名 义 厚度 。” 试 求 
да qn Ôm 
Ša 250848. | | 

8.32 ”对 绕 半 无 穷 平板 的 定常 层 流 边 界 层 ,试用 量 纲 分 析 法 证 明 边界 层 的 速度 名 义 厚度 
3, 是 雷诺 数 Re, 的 函数 . | 

"8.33 ” 试 导出 定常 轴 对 称 流动 的 层 流 边 界 层 方程 组 并 给 出 边界 条 件 , 取 坐标 系 如 8.33 
BAAR BE 1 与 3 得 均 很 小 ,其 中 /为 物 面 曲率 8 为 边界 层 厚度 . 

8.34 试 从 定常 三 维 直 角 坐标 的 N- S 方 程 组 出 发 ,导出 绕 斜 柱 体 (如 图 所 示 ) 的 定常 三 
维 层 流 边界 层 方程 组 和 写 出 边界 条 件 . | 


8.30 题 图 


К, 
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8.33 题 图 8.34 题 图 


8.35 试 证 明 无 量 纲 流 函数 у” 与 有 量 纲 流 函数 y 之 间 存 在 下 列 关系 
_ м Re ,其 中 Re, = ze 


= у» 
8.36 ”如 果 沿 半 无 穷 平板 层 流 边界 层 的 速度 前 面 分 别 为 下 列 形式 , 试 计算 它们 的 6,， 
asn Tu 和 形状 因子 Ha = 51. 并 将 这 些 结果 与 布 拉 修 斯 解 进行 比较 


о ы. е. ы 7. 
8.37 用 量 网 分 析 法 证 明 在 加 热 受 迫 流动 中 ,很 重要 的 无 量 纲 参数 组 合 是 
Voze, ш, hz, _h 
п k? k роь ` 
在 350K 时 对 空气 ,水 ,水 银 和 机 油 计算 每 一 组 合 参数 的 值 ,距离 > 可取 为 0.3m, ve = 15m/s 
Я h =34W|(m°- K). 并 比较 这 些 结果 . 
8.38 考虑 绕 半 无 穷 平板 的 层 流 流动 ,假定 来 流 的 速度 与 温度 分 别 为 lm/s 525C. 平 
板 温度 为 75C , 试 求 离 平 板 前 缘 0.04m 处 ,流体 分 别 为 空气 ,水 ,机 油 和 水 银 时 ,边界 层 的 名 
义 速 度 厚 度 , 和 空气 与 水 的 名 义 温度 厚度 
8.39 考虑 空气 绕 一 长 Im 平 板 的 层 流 流动 ,来 流 的 速度 与 温度 分 别 为 25m/s 与 25С, 
平板 的 温度 为 125C , 试 求 , 
(a) 后 缘 处 的 速度 与 温度 边界 层 名 义 厚度 ， ， 
(b) 后 缘 处 每 单位 面积 的 热流 量 与 壁 前 应 力 ， N 
(с) 每 单位 展 宽 的 总 阻力 和 总 传 热量 . Е 
”8.40 流体 流 经 一 半 无 穷 平板 ,从 前 缘 以 后 的 X 距离 内 ,平板 与 流体 的 温度 相同 , 即 
T. ,对 工 >X 的 区 域 ,平板 保 持 一 恒温 T. , 且 T, >T. ,如 果 速 度 与 温度 边界 层 的 剖面 为 三 


次 方形 式 , 试 证 明 
3/4 713 
тыш (2) | 
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和 和 努 塞 尔 数 


1- 
T 


8.41 对 垂直 加 热 半 无 穷 平板 的 自由 流动 问题 , 试 从 它 的 层 流 边 界 层 方程 组 出 发 , 求 它 
的 相似 性 变量 у 和 无 量 纲 流 函 数 的 表达 式 . 

8.42 将 动量 与 能 量 守恒 原理 应 用 于 边界 层 内 的 一 控制 体积 ,从 而 直接 导出 定常 平面 层 
流 边界 层 的 动量 与 能 量 积分 关系 式 


8.43 假定 在 沿 平板 的 层 流 边界 层 中 ,速度 分 布 为 线性 的 , 即 [六 = 7, 其 中 1= 2 WE 
明 


| Pr 1/3 
wo Es Ее„!?. 


于 是 有 02 = гу [оа 
8.44 一 沿 平板 的 层 流 边界 层 ,平板 长 度 为 工 , 来 流速 度 为 U. , 试 证 明 每 单位 平板 宽 的 


阻力 为 
/ ау ар 
ЮО, L ULL 其 中 а ` 


8.45 试 求 半 无 穷 垂 直 加 热 平 板 自由 流动 的 动量 与 能 量 积分 关系 式 . 
“8.46 利用 8.45 题 所 得 到 的 结果 ,假定 速度 与 温度 剖面 分 别 为 


T-T- _[, _ 3 

| тт |. 

其 中 8 为 速度 与 温度 边界 层 的 名 义 厚 度 ,证 明 积分 关系 式 的 计算 结果 为 
ki d (2) 


2p $ 8030 


ó d {-8и? 
Ж +&АТ =L (s). 
再 假定 д=Аг, w= Во, 其 中 A,B,a 50 均 为 常数 , 代 人 求解 后 有 
8 


和 Ми =0.508Pr"? (Pr + 0.953) 4 G+, 


3.94Pr 2 (Pr + 0.953)! Gr" 
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8.47 考虑 沿 半 无 穷 平板 的 层 流 边界 层 , 如 果 在 壁面 注入 或 吸出 少量 流体 , 即 y = 0 时 
u=0,B v= + о,, B ww, 试 求 这 类 流动 的 动量 积分 关系 式 . 

8.48 一 流体 流 过 一 零 冲 角 且 具 有 均匀 分 布 微 孔 的 薄 平 板 , 另 一 流体 通过 微 孔 以 常 速度 
vw 进入 主流 动 ,如 果 wv。 足够 小 以 致 边界 层 仍 保持 为 层 流 ,试用 边界 层 方程 


Pr 
证 明 U=U。 (1—- exp > ›Яййд„ = 5-— Б C= 


8.49 试用 控制 体积 法 与 直接 积分 法 导出 定常 平面 层 流 边界 层 的 机 械 能 或 动能 积分 关 
RR. 

8.50 在 推导 动量 与 能 量 积分 关系 式 中 ,如 果 ve(z) 与 Te.(z) 都 是 z 的 函数 ,和 对 > 积 
分 时 分 别 取 从 0 至 和 从 0 至 9, 或 $,, 则 所 得 积分 关系 式 有 无 差别 ? 

8.51 假定 沿 平板 层 流 边界 层 中 的 速度 剖面 为 下 列 形式 , 试 利用 边界 和 相 容 性 条 件 确 定 
各 式 中 的 常数 : 


U 
(a) =at br, p= 
(b) D; = ant b + cf, 
Co) =a + b+ e + a, 
О _ a 4 
(d) р = an+ Ыр toy +ат, 


8.52 已 知 无 性 绕 流 的 速度 分 布 为 ve = vocos( 2 ) ,其 中 а 为 一 常数 , 求 层 流 边 界 层 的 
分 离 点 位 置 和 动量 厚度 ,假定 z=0 时 ,6。=0. 
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究 ,对 于 提高 运输 工具 的 速度 与 节约 能 源 消耗 ,对 于 改善 大 气 与 水 的 环境 质量 ， 
对 于 提高 热 交 换 效 率 或 者 加 速 化 学 反应 的 速率 ,以 及 解决 许多 涉及 国民 经 济 的 
重要 课题 都 有 重要 意义 . 

满 流 的 特点 之 一 是 它 的 物理 量 无 论 对 时 间 还 是 对 空间 都 是 随机 涨 落 的 , 因 
此 对 于 它 的 研究 需要 一 些 特殊 的 手段 . 本 章 将 在 第 9.2 节 中 导出 描述 满 流 时 均 
运动 的 雷诺 方程 组 ,通常 研究 湛 流 运动 都 从 这 一 方程 组 出 发 . 由 于 这 一 方程 组 
中 引入 了 新 的 未 知 量 , 它 是 不 封闭 的 . 为 了 使 它 封闭 ,一 般 没 两 个 方向 进行 : 采 
用 数理 统计 方法 的 叫 满 流 统 计 理 论 ,目前 还 很 不 成 熟 ; 采 用 半 经 验 假设 的 叫 淇 流 
模式 理论 ,可 以 用 于 解决 工程 问题 但 有 很 大 局 限 性 . 本 章 9.3 节 将 举例 介绍 一 
种 半 经 验 假设 一 一 混合 长 理论 ,然后 在 9.4 节 中 简单 介绍 满 流 统计 理论 与 模式 
理论 的 现状 . 

本 章 9.1 和 9.13 节 将 介绍 有 关 层 流向 消 流 过 渡 的 实验 结果 和 部 分 理论 结 
Ж. 第 9.5 和 9.6 节 讨 论 光滑 和 粗糙 圆 管 中 的 满 流 运动 。 第 9.7 至 9.12 节 研 
究 满 流速 度 边 界 层 与 温度 边界 层 . 第 9.14 至 9.16 节 则 探讨 边界 层 的 分 离 , 自 
由 满 流 和 满 射 流 的 一 些 性 质 . 请 读者 在 阅读 过 程 中 特别 注意 汕 流 运动 与 层 流 运 
动 的 异同 ,掌握 淇 流 的 研究 方法 . 


9.1 层 流 运动 的 稳定 性 和 它 它 向 洪流 运动 的 过 滤 


前 面 讲 过 , 当 流 动 雷诺 数 高 于 某 一 临界 值 时 ,粘性 流动 就 有 可 能 从 层 流 过 湾 
到 湾流 状态 . 雷诺 数 越 高 ,流动 就 越 容易 变 为 消 流 . 但 是 发 生 过 渡 的 雷诺 数 并 
不 总 是 一 定 的 , 它 还 取决 于 流体 所 受 扰动 的 大 小 . 这 些 扰动 可 以 是 来 流速 度 的 
不 均匀 ,物体 表面 的 粗糙 程度 ,流体 中 掺 混杂 质 的 多 少 , 或 是 来 流 温 度 不 均匀 等 . 
在 雷诺 数 较 低 时 ,这 些 扰动 受到 粘性 阻尼 作用 而 衰减 ,所 以 流动 能 保持 层 流 状 
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态 . 在 雷诺 数 高 到 一 定 程度 时 ,流体 惯性 力 远 远 超过 粘性 力 , 惯 性 力 使 扰动 放大 
超过 了 粘性 力 的 阻尼 作用 ,于 是 扰动 得 到 发 展 ,最 终 出 现 消 流 . 这 说 明 雷 诺 数 是 
决定 层 流向 庙 流 过 渡 的 最 主要 因素 . 另 一 方面 ,人 们 又 可 以 通过 小 心 控制 实验 
条 件 ,避免 各 种 扰动 因素 ,大 大 推迟 发 生 过 渡 的 雷诺 数 . 例如 , 圆 管 流动 的 最 小 
临界 雷诺 数 大 约 为 2x 103( 当 Re 小 于 此 值 时 ,不 管 扰动 多 大 也 不 会 发 生 汕 流 )， 
可 是 近来 有 人 曾 做 到 Re = 10° 才 开 始 过 渡 . 目前 还 难于 确切 地 说 出 临界 雷诺 数 
的 上 界 有 多 大 . ( 圆 管 流动 的 雷诺 数 定义 为 Re = Udh, XE U 是 平均 流速 ,d 
是 圆 管 直径 ,vy 是 流体 的 运动 学 粘度 . ) 

从 层 流 到 汕 流 的 过 渡 并 不 是 在 某 个 位 置 上 突然 发 生 的 ,而 是 存在 一 个 层 流 
状态 与 测 流 状态 混合 在 一 起 的 过 渡 区 . 图 9.1 画 的 是 圆 管 中 某 一 截面 上 两 个 不 
同位 置 上 的 流体 速度 随时 间 的 变化 ,其 中 (a) 是 离 管 中 心 线 较 近 的 位 置 ,而 (b) 是 
靠近 壁面 的 位 置 . 可 以 清楚 地 看 出 在 同一 位 置 上 轮流 出 现 层 流 (几乎 没有 涨 落 ) 
和 湾流 ( 涨 落 显著 ) 状 态 . 这 时 可 定义 满 流出 现 的 时 间 在 全 部 时 间 中 所 占 的 百 分 
比 为 间 葡 因子 2. 0,=0 时 为 完全 层 流 , 0, = 1 时 为 完全 滑 流 ,0< Qi<1 就 是 
过 渡 区 域 . 由 图 (a) 与 (b) 对 比 发 现 ,靠近 壁面 位 置 的 О, 显然 高 于 靠近 中 心 位 置 
的 值 . 这 是 因为 壁面 附近 流体 前 切 较为 剧烈 ,引起 的 扰动 较 大 的 缘故 . 观察 加 
管 流动 中 不 同 截面 上 间歇 因子 的 变化 ,发 现 Q, 随 人 口 后 的 轴 向 距离 x 而 增长 . 
例如 , 当 Re=2.5x10 时 ,在 zx/d=200 处 02;=0.5, 而 在 zj/d = 500 处 已 达到 
Qi=0.85. 层 流 到 汕 流 的 过 渡 并 不 发 生 于 管 的 入 口 ,而 是 人 口 后 的 某 一 位 置 ,这 
一 位 置 随 雷诺 数 增 大 而 向 人 口 移 动 . 在 此 位 置 以 后 有 一 个 区 域 О, 明显 增 大 , 直 
到 在 下 游 达到 О, = 1, WW 2348 5316133635: 482) 2. 


(a) 


(b) 


图 9.1” 圆 管 中 某 一 横 截 面 上 两 不 同位 置 的 速度 随时 间 变 化 


更 细致 的 实验 测量 发 现 ,一 开始 满 流 只 出 现 于 贺 管 中 某 一 范围 很 小 的 局 部 
区 域 ,但 是 它 会 很 快 扩展 到 圆 管 的 整个 横 截面 ,形成 一 小 段 湛 流 区 ,其 上 下 游 仍 
然 可 以 是 层 流 区 . 这 一 段 清流 区 就 象 圆 管 中 的 一 个 栓塞 , 称 为 潢 栓 . 对 于 圆 管 
中 某 一 固定 空间 位 置 而 言 ,在 湛 栓 到 达 前 与 通过 后 都 测 得 层 流 状 态 ,而 当 灌 栓 通 
过 期 间 则 表现 为 汕 流 状态 . 这 就 是 圆 管 中 给 定 截 面 上 观测 到 漠 流 间 吹 性 的 原 
W. 测量 还 表明 , 当 汕 栓 沿 圆 管 向 下 游 运动 时 ,其 长 度 不 断 增 加 ,这 就 是 为 什么 
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HRAT Q, 会 随 轴 向 距离 > 增 大 而 增长 . 当 汕 栓 增 长 到 一 定 长 度 时 ,其 前 缘 可 
能 追 上 前 一 个 湛 栓 的 后 缘 ,于 是 二 者 融 合成 一 个 大 满 栓 . 到 下 游 某 处 ,所 有 淇 
栓 都 连 成 一 片 ,其 间 不 再 存在 层 流 区 ,也 就 是 变 为 2; =1, 圆 管 中 的 流动 也 就 完 
全 过 渡 为 淇 流 状态 了 . 

有 关 层 流向 满 流 过 渡 的 理论 探讨 目前 还 不 够 成 熟 . 我 们 知道 , 层 流 向 满 流 
的 过 渡 是 与 流动 中 受到 扰动 分 不 开 的 . 如 第 二 章 讲 浮 体 的 平衡 与 大 气 稳定 度 时 
的 例子 所 示 ,一 些 外界 因 素 ( 如 重力 浮力 ,表面 张力 ,惯性 力 等 ) 可 能 使 扰动 趋 于 
增长 ,而 另 一 些 因素 (如 流体 中 的 粘性 阻尼 和 热传导 等 ) 则 有 使 扰动 消减 的 倾向 . 
如 果 我 们 所 考虑 的 层 流 流动 中 ,这 两 种 因素 相抵 消 后 使 得 扰动 消减 ,那么 这 种 层 
流 流动 就 是 稳定 的 ;反之 ,车 使 扰动 增长 ,那么 这 种 层 流 流动 就 是 不 稳定 的 ,也 就 
有 可 能 变 为 淇 流 . 流体 运动 稳定 性 理论 的 研究 对 象 就 是 判断 流体 运动 稳定 的 条 
件 ( 通 常 是 一 些 无 量 纲 参数 小 于 或 大 于 某 些 临界 值 ) 并 讨论 层 流 失 稳 后 的 发 展 变 
化 过 程 . 在 理论 探讨 时 ,如 果 假 定 扰动 为 无 限 小 并 忽略 高 阶 小 量 ,可 建立 小 扰动 
理论 , 即 线 化 理论 ;如 果 扰动 是 有 限 值 ,可 建立 有 限 扰动 理论 . 

流动 不 稳定 的 例子 是 很 多 的 . 例如 ,两 种 静止 流体 的 界面 为 水 平面 时 , 若 上 
面 流体 的 密度 大 于 下 面 流 体 的 密度 ,那么 ,在 重力 场 中 这 种 平衡 态 就 是 不 稳定 
的 . 再 如 , 当 海 面 上 刮 大 风 的 时 候 ,如 果 风 速 超过 某 一 临界 值 ,海面 就 会 失 稳 而 
ER. 又 如 , 若 对 静止 流体 下 方 的 水 平平 板 加 热 , 当 与 原来 温度 之 差 足够 大 时 ， 
流体 中 就 会 形成 周期 性 分 布 的 蜂窝 形 空 腔 结 构 ,每 一 空 腔 中 的 流体 在 中 心 区 上 
升 而 在 边缘 区 下 降 形成 热 对 流 , 称 为 贝 纳 德 空 腔 (参见 8.12 节 ). 又 如 ,两 同 轴 
圆 简 之 间 的 流体 , 当 两 圆 简 的 旋转 角速度 满足 一 定 条 件 时 ,其 流动 也 会 失 稳 而 形 
成 周期 性 分 布 的 涡流 , 称 为 泰勒 涡 . 

应 该 指出 , 层 流 向 满 流 过 渡 , 必 从 失 稳 开始 . 但 失 稳 后 可 能 转变 为 男 一 种 层 
流 , 而 不 一 定 过 渡 为 消 流 . 随 着 表征 该 流动 的 无 量 纲 参数 (例如 雷诺 数 ) 逐 渐 增 
大 ,这 一 层 流 还 可 能 再 度 失 稳 变 为 另 一 种 更 复杂 的 层 流 ,如 此 继续 下 去 ,终于 失 
去 层 流 的 规律 性 而 变 为 淇 流 . 上 述 的 贝 纳 德 空 腔 与 泰勒 涡 ,都 是 另 一 种 层 流 . 
而 对 于 圆 管 中 流体 和 其 它 平行 流动 而 言 , 却 一 旦 失 稳 总 是 立即 转变 为 淇 流 . 

上 述 一 种 流动 失 稳 变 为 男 一 种 更 复杂 流动 状态 的 现象 ,在 非 线 性 动力 学 中 
叫做 分 叉 . 有 人 认为 , 随 雷 诺 数 增 大 而 不 断 分 又 ,会 使 流动 变 成 含有 许多 频率 的 
拟 周期 运动 ,无 限 多 次 的 连续 分 又 将 导致 潮流 . 因而 近年 来 有 人 主张 用 混沌 理 
ЮЖН ЙЕ. 但 目前 的 研究 仅 限 于 低 维 的 常 微分 方程 组 和 差分 方程 组 ,只 能 
部 分 地 解释 从 层 流向 淇 流 过 渡 的 某 些 现象 ,而 充分 发 展 的 满 流 则 要 用 无 穷 多 个 
自由 度 的 高 维 偏 微分 方程 组 来 描述 . 所 以 混沌 理论 最 终 能 否 解释 满 流 ,还 有 待 
于 未 来 的 发 展 . ВТЕ. 

下 面 举 一 个 简单 的 例子 ,说明 层 流 稳定 性 理论 的 基本 思想 . 让 我 们 考虑 两 
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无 穷 大 平板 间 的 二 维 粘性 流动 ,其 层 流 解 已 于 第 8.5 节 讨 论 过 (图 8.8). 在 层 流 
运动 时 ,我 人 有 如 =z(y),5=0 和 =5(zx)( 这 里 用 上 加 “一 "表示 层 流 解 ), 它 
们 满足 


_14р,‚ Фи _ : 
Ar (9.1.1) 
现在 假设 流动 受到 小 的 扰动 ,其 速度 与 压强 为 
и(х,у,1) = #(у) + u (z,y,t), 
о(ж,у,ї) = о (z,y,t), (9.1.2) 
b(z,y,t) = p(z)+ р\(х,у›,ї). 
式 中 这 些 带 “” 的 量 称 为 涨 落 量 . 它们 满足 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 
9 
22 
а а а 1 9 а? 2? 
+ 
до до до __19р ‚(2-5 zu) 


m ur Оду." E 了) 


3v _ 
Шс = Ds 


ди” ди” ¿9 __19р 
дї Әх ° 3y р дт 
ду _ 3v 1 ар" Фу Pv 
32.059 r TAL 
ҖЕ Ж ДЕРЕ RE ОВЕ Br RRI, AET uM о 的 二 次 项 . 这 样 得 到 
的 方程 是 线性 的 ,这 种 稳定 性 理论 属于 线 化 稳定 性 理论 . 设 上 板 平移 速度 为 U， 
下 板 静 止 ,两 板 间距 为 24 ( 见 图 8.8) ,分 别 取 U,2h 和 2h/U 为 特征 量 ,将 速 
度 距 离 \ 时 间 无 量 纲 化 ,并 从 第 二 、 第 三 两 式 消去 p ,得 到 涡 量 w =g - G 


ду 
所 满足 的 方程 : 
Jw _ до ‚д?й _ 1 Pw 2?” 
Br tür 7° 28 = [52 ar |: элш 


此 式 中 各 量 都 已 是 无 量 纲 量 , Re = ГОЛ) 注意 (9.1.3) 第 一 式 是 涨 落 速 度 的 


连续 性 方程 , 它 可 通过 引入 涨 落 速度 的 流 函 数 ¿ 而 自动 满足 
w = ОЎ, PEELA (9.1.5) 
y 


Ix 


这 样 一 来 9 
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a =- (9.1.6) 
(9.1.4) 式 可 通过 释 加 法 求解 . 其 方法 是 将 y 展开 为 傅立叶 级 数 ,然后 将 每 一 频 
率 的 分 量 代 入 方程 , 解 出 其 随时 间 消 长 规律 . 典型 的 分 量 是 

pz»y,t)= ф(у)е #9 
= ф(у)е®'[соз(ал — pıt) + isin(az -Bt)] 

其 中 a=2rh/à A 称 为 扰动 的 波长 ,8= В, +10, ,i=V 一 1. 由 此 可 知 , 当 的 虚 
部 B, >0 时 ,扰动 将 随时 间 增 长 ,流动 不 稳定 ; 当 B, <0 时 ,扰动 将 随时 间 训 减 ， 
流动 稳定 . 8=0 的 状态 称 为 中 性 稳定 的 . 将 (9.1.7) 和 (9.1.6) 代 和 人 (9.1.3) ,可 
得 


(9.1.7) 


(а _ 2) € а?) dags 0-06” -2a Z” + а*ф) (9.1.8) 

式 中 "表示 对 у 的 导数 . 此 式 称 为 奥 尔 - ЧЕНО E, ЕО 
程 ,满足 四 个 边界 条 件 : 

y=-h:p= 9 = 0, 

y=+h: g = 9 = 0. 

这 些 条 件 相当 于 壁面 上 u 二 v=0, 四 阶 线性 常 微分 方程 (9.1. ч 该 有 四 个 线 


性 无 关 的 解 ф(у),1=1,2,3,4. 92(y) 的 一 般 解 为 p(y) = > Cig: (y), HP 


C, 为 待定 常数 , 代 人 齐 次 边界 条 件 (9.1.9) 得 到 关于 С, 的 四 阶 齐 次 线性 代数 方 

程 组 , 它 有 非 零 解 的 条 件 是 由 C, 的 系数 所 构成 的 行列 式 为 零 . 这 样 就 得 了 参数 

a ,Bla MaRe 之 间 的 函数 关系 . 其 中 a 和 Re 是 实数 ,8= В, +108, 是 复数 ,因而 

从 原则 上 可 以 写成 с 1.2 
В, = В. (а, Ре), 
В› те Ba(a , Re) 

的 形式 . 但 实际 上 这 样 的 显 式 关系 很 难 Сү, 

解 出 ,通常 是 给 定 一 个 8, 值 , 画 出 相应 

的 а ВЕ Re 而 变化 的 曲线 . 特别 是 , 取 8， ;5 

=0 就 画 出 中 性 稳定 曲线 (图 9.2), 从 而 

E a- Re 图 上 可 以 标 出 稳定 区 和 不 稳 в 

EK. 从 图 9.2 看 到 使 层 流 变 为 不 稳定 СЕКА 

的 最 小 雷诺 数 为 1.06 х 10 ,对 应 的 as 的 稳定 性 

IEE K Ал=2хһ). 按 此 理论 ,临界 雷 

诺 数 应 该 大 于 此 值 , 可 是 实验 结果 却 是 临界 雷诺 数 约 为 1.9 х 10? , 即 理论 预言 


(9.1.9) 
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值 远 远大 于 实验 值 . 这 说 明 两 无 穷 大 平行 平板 间 的 层 流 稳定 性 不 能 用 线 化 的 小 
扰动 理论 来 讨论 . 而 讨论 有 限 振幅 扰动 的 非 线性 稳定 性 理论 的 发 展 目前 还 不 能 
令 人 满意 . 此 外 ,实验 已 经 证 实 ,在 向 汕 流 的 过 渡 中 ,三 维 扰动 起 着 重要 作用 . 
因此 ,理论 上 考虑 有 限 扰动 问题 时 ,不 能 仅 限 于 二 维 扰动 . 
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我 们 在 第 三 章 中 推导 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 时 ,并 没有 限制 流动 状态 是 层 流 
还 是 满 流 ,因而 它 对 层 流 或 消 流 同样 成 立 . 但 是 层 流 和 满 流 物理 图 象 上 的 巨大 
差别 使 得 我 们 目前 尚 无 法 直接 从 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 出 发 来 研究 满 流 运动 . 这 
是 因为 在 汕 流 中 无 时 无 地 不 存在 剧烈 的 随机 涨 落 . 每 一 流体 微 团 的 速度 、 压 强 、 
温度 等 物理 量 都 不 断 地 急剧 变化 ,频率 在 1 一 10; 赫 之 间 . 这 样 强烈 的 无 规则 非 
定常 变化 不 仅 使 得 我 们 无 法 解析 地 求解 流 场 ,而 且 连 数值 跟踪 每 一 流体 微 团 的 
运动 也 难以 办 到 . 据 估计 ,90 年 代 最 快 的 计算 机 用 于 直接 数值 模拟 工程 中 的 沸 
流 运动 ,速度 还 差 3 个 量 级 . 目前 世界 上 只 有 极 少数 拥有 最 先进 计算 机 的 研究 
中 心 采 用 直接 数值 模拟 方法 对 最 简单 的 湛 流 流动 进行 机 理 研究 (参见 9.4 1 
流 的 高 级 数值 模拟 ). 因此 , 满 流 的 研究 不 能 单单 靠 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 ,必须 
寻求 其 他 途径 . 

幸运 的 是 ,尽管 满 流 中 每 一 微 团 的 运动 是 随机 的 ,可 是 我 们 感 兴趣 的 一 些 
量 ,例如 它 对 物体 的 阻力 和 通过 壁面 的 传 热 等 ,都 是 在 某 一 段 时 间或 某 一 块 面积 
上 的 平均 效果 . 这 正如 储 气 缸 中 的 壁面 压强 是 大 量 气体 分 子 无 规则 热 运 动 碰撞 
壁面 所 产生 的 平均 效果 一 样 . 于 是 在 实际 应 用 中 ,主要 研究 淇 流 物理 量 的 平均 
E. 平均 的 方法 有 许多 种 ,最 常用 的 是 对 时 间 取 平均 的 方法 ,叫做 时 均 法 . 任 一 
物理 量 f(z,y,z,t) 的 时 均值 定义 为 


uf. 
flx,y,z,t) = F|, prendr (9.2.1) 


式 中 的 时 均 周期 工 应 该 取得 比 涨 落 周 期 大 得 多 ,以 便 包 含 大 量 涨 落 ;T 又 应 该 
取得 比 宏观 流动 特征 时 间 小 得 多 , 以便 充 分 描述 时 均值 了 随 t 的 变化 . 例如 , 海 
湾 的 潮汐 宏观 上 每 24 小 时 涨潮 落 潮 一 次 ,而 流体 微 团 的 运动 则 以 1Hz 左右 的 
频率 随机 地 涨 落 . 这 时 如 取 T 为 几 分 钟 进 行 时 均 ,每 一 工 中 就 包含 有 大 量 微 团 
运动 的 涨 落 ,而 时 均 后 的 值 仍 能 充分 反映 出 潮汐 以 24 小 时 为 周期 的 宏观 涨潮 落 
潮 变 化 . 如 果 f 不 随时 间 z 而 变 ,我 们 就 称 这 时 的 流动 为 时 均 定 常 汕 流 ,简称 定 
Ami. 图 9.3(b) 中 细 线 画 的 是 瞬时 值 , 粗 线 是 时 均值 . 由 图 可 以 看 出 ,所 谓 满 
流 是 否定 常 ,是 指 其 时 均值 而 言 的 ,其 瞬时 值 则 永远 是 非 定常 的 . 在 图 9.3(a) 上 


- 158 ` 第 九 章 “” 粘性 不 可 压缩 流体 的 涡流 运动 


表明 了 层 流 时 定常 与 非 定常 的 定义 ,以 资 对 照 . 
速度 速度 
| 


定常 | 非 定常 定常 | 非 定常 


时 间 时 间 
(a) 层 流 (b) ж 


图 9.3 层 流 与 淇 流 定常 与 非 定常 的 定义 


一 般 地 ,我 们 把 物理 量 f(x ,y,z,z) 分 解 为 其 时 均值 f(x,y,z,z) 与 涨 落 
Ж /'(х,у,е,) ЯП: 
f(z,y,z,t) = f(z=,y,z=,t) + f(z,y,z,t). (9.2.2) 
这 些 量具 有 如 下 性 质 . 
У 
2) fg = 8; 
3) f+g=f+8; 
4) f =0; 
5) = ЈЕ +f; 
6) 区 = 区 
n= 
ЖЕЕ LIEH mA ARRAL, wR AS E A ОЛИ АЎ Зл, Т h 
于 宏观 特征 时 间 , 故 可 忽略 这 一 短 时 间 内 时 均 量 的 变化 . 其 余 各 式 可 借助 于 定 
义 (9.2.1) 和 (9.2.2) 证 明 , 留 待 读 者 自行 练习 . 这 里 我 们 只 给 出 性 质 5) 的 证 明 : 
R-Fr (Bre) -+R + TE +E 
=fg+fg +fg+fe =fë+ fg. | 
证 明 中 利用 了 性 质 1) 至 4). 注意 :尽管 任 一 涨 落 量 的 时 均值 为 零 ( 万 = 玉 =0)， 
但 两 个 涨 落 量 乘积 的 时 均值 一 般 并 不 为 零 . 举例 说 , 若 广 和 8g “不 恒 等 于 零 但 恒 
同 号 ,那么 fg 恒 为 非 负 量 ,自然 有 fg >0. ` 
下 面 我 们 推导 均 质 不 可 压缩 粘性 流体 淇 流 运动 时 均 量 满足 的 方程 ,由 直角 
坐标 系 下 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 (应 力 形 式 ) 出 发 : 


J Лу ro ; (9.2.3) 


9.2 涡流 运动 的 雷诺 方程 组 


Par +032 +092 +09) = 9 25 


2P „9т» 9%» | 


д 
5, (9.2.5) 
2 


дї ду 
д ITa дт дт 
ве се a r. 
Т Т ӘТ aT 
«(бг + Fz *®зу * 091) 
rasa EE этү. д об 
= zl: Se |+ AG от) a= Эк }+ Ф. (9.2.7) 
式 中 
ú ди 2 дф 2 д 2 
o 2, | (88) + (у) + (52) ] 
av Iu /av дш\' [ди әш\> 
+1052 +55) + [ жо + (55 A |: 
д д д 
Ta = 28 бт, т = 28 уу, 6. = 2р. 92, 
_ „(#®уди\ (az 9w) (аш 2w 
t = м(55 „т z y s Tz TH д< дт 
首先 对 (9.2.3) 逐 项 时 均 ,利用 性 质 5) 得 : 
дх y z 
将 (9.2.3) 乘 以 pu ,加 于 (9.2.4) ,得 
ди 9u ‚ диш ‚диш\_ др, ITm ITa , ITa 
доо ге Әх * ду ШЕР 
对 此 式 逐 项 时 均 ,注意 由 性 质 5) 和 6) 有 
Juv /一 、 Әйә дио 
By Tay = з, t ay 
将 时 均 所 得 方程 减 去 (9.2.8) 与 ой 的 乘积 ,得 到 
[пй рй, шд) `; 
=-52 +3 (ошу (Ces оио) +5 (z, ~ риш) | 
(9.2.9) 


类 似 地 可 得 
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а д 2 py 9 ү 一 77 а ЕС былк ДЕ 2 
=- 2 + grr P+) + gz (z, ), 
(9.2.10) 
ðw _ дю дю _ дф 
(52 +292 +052 +002. 
а Ə ,_ 一 一 、 д 9 
=- 52 t az (z= ) + - руш?) + az (zo ow), 
(9.2.11) 
әт _əT _əƏT _ oT 
eeno Ha] 
31 ӘТ —=\, 9 (, ӘТ — aT 
= 区 (下 一 ci )+ 5 A ey |+ (#5: -к®Т |+Ф 
(9.2.12) 
дир 
ER LE [99\ (aw,\: до ди 
ë = 24| (34) + (35) Ea) 61055 25) 
29 | дш\' , [2u аз}? 
(92 +20) + (958 +92) ], 
азе ponp. д® „ _ [29 дй 
Fe = 28 тә fo = 28 7y’ r, = 2и Jz? ә H + 38), 


(9.2.8) — (9.2.12) жут E BJ Jy FEB , 称 为 雷诺 方程 组 . 
和 (9.2.3) 一 (9.2.7) 式 对 比 ,除了 原来 的 瞬时 量 现在 变 为 时 均 量 之 外 ,只 有 右 端 
的 应 力 项 和 热传导 项 有 所 不 同 . 时 均 方程 中 的 粘性 应 力 张 量 由 两 部 分 组 成 , 即 


ту Ty fe = ои? -puv -puw 
# Т„ Ūe|t|-puv -pv - с . (9.2.13) 
Тш Ты Ta -puw -pvw 一 pz 


前 一 部 分 和 时 均 速 度 的 关系 与 层 流 中 粘性 应 力 和 速度 的 关系 相同 , 称 为 分 子 粘 
性 应 力 ; 而 后 一 部 分 则 是 由 满 流 涨 落 所 引起 的 时 均 效 应 , 称 为 雷诺 应 力 . 如 果 完 
全 没有 涨 落 ,雷诺 应 力 就 变 为 零 , 而 时 均 量 也 就 和 瞬时 量 一 样 ,雷诺 方程 也 就 还 
原 为 原来 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 . 

为 了 解释 雷诺 应 力 的 物理 意义 ， 我 们 先 来 复习 一 一 下 层 流 中 粘性 应 力 的 物理 
ЖХ 为 了 简明 起 见 ,考虑 单 向 剪 切 流 ,其 速度 и = u(y), 如 图 9.4 所 示 . 设 图 
中 A 点 流速 小 于 相 邻 的 B 点 , 则 当 A 处 的 流体 分 子 由 于 热 运 动 到 达 B 点 并 与 
该 处 的 流体 分 子 碰撞 时 ,分 子 A 就 倾向 于 使 分 子 B 减速 ,而 分 子 B 则 倾向 于 使 
分 子 A 加 速 . 宏观 看 来 ,就 好 象 是 A НИВ 层 流体 的 运动 , 且 B 层 流体 
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带动 A 层 流体 前 进 , 也 就 是 两 层 流体 之 间 产 生 了 剪 切 应 
力 . 如 果 把 图 9.4 中 的 速度 看 作 时 均 速 度 埃 (y) ,那么 , 相 
邻 流体 层 之 间 产 生 的 剪 切 力也 就 是 (9.2.13) 式 中 的 分 子 
粘性 应 力 е... 在 满 流 中 ,除了 分 子 间 的 这 种 热 运 动 之 外 ， 
还 有 尺度 大 得 多 的 流体 微 团 的 无 规则 涨 落 . 如 果 某 一 流 
体 微 团 由 于 у 方向 的 涨 落 速度 v 到 达 相 邻 的 一 层 并 与 该 
处 的 流体 微 团 发 生 碰 撞 ,前 者 单位 体积 在 x 方向 的 动量 шо, 解释 雷诺 应 
与 时 均值 之 差 为 pu , 则 通过 碰撞 使 后 者 在 单位 时 间 内 得 ” 力 的 物理 意义 示意 图 
到 工 方 向 附加 的 动量 为 pu'v , 取 时 均 后 即 得 到 汕 流 涨 落 
所 产生 的 附加 应 力 ouv. 实验 表明 ,尽管 每 一 微 团 的 和 w 都 是 随机 的 ,但 对 
于 大 量 的 流体 微 困 进行 统计 , 却 发 现 Уо 是 相关 的 :wv >0 的 微 团 大 多 数 带 
Жи <0, 而 v <0 的 微 团 则 大 多 数 带 来 w >0. 于 是 很 自然 地 定义 -pwv 为 
应 力 的 正方 向 ,这 正 是 (9.2.13) 式 中 雷诺 应 力 的 分 量 . 

在 (9.2.12) 式 中 , 传 热 率 向 量 也 分 解 为 两 部 分 之 和 : 


aT 

75 ЕЕ 
二 | [eu T 

- 691 аат (9.2.14) 
2T есш Т 


КАТЕИН, ЖЕЙН ИИ л ERA, RARR 
流 涨 落 所 引起 的 附加 热传导 . 

对 于 为 常数 的 情形 ,(9.2.8) 一 (9.2.11) 式 与 温度 场 无 关 , 可 以 不 依赖 于 
(9.2.12) 独 立地 求解 . 可 是 这 四 个 方程 中 ,除了 包含 去 ,5, 而 ,5 四 个 未 知 量 外 ， 
还 新 引入 了 pu”,pww ,…… 等 六 个 雷诺 应 力 分 量 ( 注 意 :雷诺 应 力 张 量 是 一 个 
对 称 张 量 ). 要 想 使 方程 组 封闭 ,必须 补充 六 个 本 构 关 系 ,把 雷诺 应 力 分 量 与 时 
HE 去 ,5, 而 ,5 联系 起 来 . 这 方面 的 理论 工作 正 沿 两 个 不 同 的 方向 进行 . 采用 
统计 数学 方法 的 叫 满 流 统计 理论 ,采用 半 经 验 假设 的 叫做 油 流 模式 理论 . 前 者 
至 今 尚 距 解决 工程 问题 相差 甚 远 , 后 者 能 够 满足 一 些 工程 实践 的 需要 ,但 每 种 半 
经 验 假设 都 只 适用 于 某 些 类 别 的 流动 . 下 一 节 将 介绍 一 种 最 简单 的 半 经 验 假 
设 ,然后 在 第 9.4 节 将 对 汕 流 的 统计 理论 和 模式 理论 加 以 系统 的 简介 . 
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为 了 用 最 少 的 篇 幅 使 大 家 对 应 流 的 半 经 验 假设 有 一 个 初步 了 解 ， 这 一 节 中 
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我 们 上 只 讨论 时 均 流 为 单 向 剪 切 流 云 = 云 (y) 的 情形 . 根据 (9.2.13) 式 ,时 均 流 中 
的 前 应 力 为 z. оиго. 其 中 第 一 项 是 分 子 粘性 应 力 ,可 写成 时 均 速 度 云 的 函 
Ж: 


起 = „8. (9.3.1) 


我 们 的 目的 是 把 雷诺 应 力 - pu o На RREK, HFE ЖЕТИ 5] A ia ü 
粘度 系数 yx (因为 满 流 中 充满 大 小 旋涡 ,也 有 人 把 六 称 为 涡 粘度 系数 ) ,假设 雷 
诺 应 力 可 表示 成 与 上 式 类 似 的 式 子 : 


= pu о = = „98. (9.3.2) 


这 两 个 公式 虽然 形式 上 相 象 ,但 y 是 流体 本 身 的 性 质 ,而 и 却 是 人 为 引入 的 系 
Ж. 后 者 并 不 是 流体 本 身 的 特性 ,而 依赖 于 当地 流 场 的 运动 学 状况 . 问题 正 是 
要 找 出 и 与 哪些 流 场 参数 有 关 ,如何 有 关 . 否则 ,只 引入 上 式 是 于 事 无 补 的 . 

1925 年 德国 力学 家 普 朗 特 提出 了 著名 的 混合 长 理论 (又 叫 动量 输 运 理论 )， 
回答 了 上 述 问题 . 他 首先 做 了 两 个 假设 : 

1) 类 似 于 分 子 的 平均 自由 程 , 汕 流 中 的 流体 
微 团 有 一 个 “混合 长 "1 . 如 图 9.5 所 示 ,对 于 某 一 
给 定 的 点 y, 流 体 微 团 由 y- A y+ 7 各 以 随机 的 
时 间 间 隔 达 到 у 点 . 它们 在 到 达 у 点 之 前 ,保持 其 
原来 的 时 均 速 度 元 (y 一 1 ) 和 (y+7) 不 变 . 一 旦 
到 达 у 点 就 与 该 处 原来 的 流体 微 团 发 生 碰撞 而 产 
生动 量 交换 ; 

2) х AWM y 方向 上 的 速度 涨 落 量 E o A 图 9.5 混合 长 概念 示意 图 
量 阶 . 

根据 假设 1, 他 推论 说 , 当 流 体 微 团 由 y+ 7 到达 y 点 , 它 带 来 的 时 均 速 度 
п(у+ 1) Уу ла а (y) я, п 可 以 看 作 是 引起 у 处 速度 涨 落 
的 一 种 扰动 , 记 作 : 


(Au), = (у +17) - g(y) ЕГ т + 高 阶 小 量 . 


同 理 , 由 y- Ak y 的 流体 微 团 引起 y 处 速度 涨 落 为 ， 
А у С x + 高 阶 小 量 


注意 ,到 达 у 的 流体 微 团 是 随机 的 由 上 下 两 方 来 的 ,在 一 段 时 间 内 由 上 方 和 由 
下 方 来 的 机 会 是 相等 的 . 故 可 假设 y 处 的 速度 涨 落 量 w 与 以 上 两 种 扰动 幅度 的 
平均 值 同 量 级 : 
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lu | = tri (Ди), 1+1 (Ли), 1] = / 
由 假设 2,v Жи 同 量 阶 : 


di 
dy 


— 


l| = c lu T= ar |8]. 
AF с, 是 量 阶 为 O(1) 的 比例 常数 . 再 估计 : 


dz |? 


dy 
这 里 с 是 一 个 比例 常数 . 车 记 P =c c. 2. M| 1 仍 是 长 度量 纲 . 于 是 雷诺 应 力 
的 大 小 


Бк дие ЭН ара айрат Я 2 
Luv |= с, lu llv | = cicl 


dz |? 


ау 


l- рио |= р| шо" |= р? 


ЮЖ Нана 990—8, ГЕ: 
dz 


da | dz 
dy |ду` 
此 式 给 出 了 雷诺 应 力 与 流 场 中 时 均 量 9 的 关系 ,叫做 普 朗 特 混合 长 公式 . 对 照 
(9.3.2) 定 义 的 y', 有 


2 


-puv = ри (9.3.3) 


= (9.3.4) 
或 
= 和 = T | (9.3.5) 


BJ а ЗЕ у 只 依赖 于 流 场 的 局 部 运动 学 特性 ,而 与 流体 本 身 的 性 
质 无 关 . 

看 完 上 述 的 推演 ,许多 读者 难免 怀疑 普 朗 特 所 做 的 假设 是 否 合理 . RIA 
为 ,他 所 提出 的 物理 模型 显然 是 不 真实 的 . 因为 现在 是 在 连续 介质 力学 的 范畴 
内 研究 问题 , 满 流 中 的 流体 微 团 是 一 个 接 一 个 地 充满 整个 流 场 空间 的 ,不 可 能 象 
分 子 动 理 理论 中 那样 有 相当 长 的 自由 程 由 此 ,所 谓 混合 长 上 并 不 是 一 个 真实 
的 物理 概念 ,流体 微 团 不 可 能 直到 穿 过 距离 /' 才 与 其 它 微 团 相 碰撞 . 

如 此 说 来 , 普 朗 特 的 混合 长 理论 似乎 是 很 不 合理 的 了 . 可 是 他 的 混合 长 公 
式 (9.3.3) 用 于 平板 附近 的 满 流 , 圆 管 中 的 满 流 等 情形 ,通过 适当 选择 参数 / ,都 
能 给 出 合理 的 速度 分 布 和 可 靠 的 摩擦 阻力 结果 . 这 又 该 如 何 解释 呢 ? 

原来 , 普 朗 特 的 混合 长 理论 也 有 其 重要 的 合理 成 份 ,这 就 是 把 满 流 中 的 速度 
涨 落 量 以 及 沉 流 雷诺 应 力 与 当地 的 运动 学 条 件 去 (y) 联 系 起 来 ,而 且 保留 一 个 
待定 参数 (混合 长 /或 者 参数 1) 由 实验 确定 ,从 而 使 这 个 模型 的 结果 尽 可 能 地 
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符合 真实 . 这 样 ,我 们 看 到 ,混合 长 并 不 是 一 个 真实 的 物理 概念 ,而 只 是 一 个 长 
度量 纲 的 可 调整 参数 . 为 了 方便 起 见 ,以 后 我 们 就 把 (9.3.3) 中 的 г 称 为 混合 
长 ,而 不 再 提 T. 对 于 不 同 的 流动 ,1 可 以 有 不 同 的 取 法 ,我 们 下 面 将 举例 加 以 
说 明 . 普 朗 特 的 混合 长 理论 所 以 属于 半 经 验 理论 正 是 由 于 其 理论 推导 以 及 所 依 
据 的 假设 都 是 不 严格 的 . 重要 的 是 ,他 的 混合 长 公式 (9.3.3) 使 描述 淇 流 时 均 量 
的 雷诺 方程 封闭 了 ,能 用 于 解决 一 些 有 意义 的 实际 问题 . 

本 节 一 开始 就 曾 提 到 ，, 满 流 中 的 时 均 应 力 由 分 子 粘性 应 力 е, 和 雷诺 应 力 
-p20 两 部 分 组 成 ,分 别 由 (9.3.1) 和 (9.3.2) 给 出 . 实验 发 现 ,这 两 种 应 力 并 
不 是 在 整个 流 场 中 同等 重要 的 . 在 固 壁 边界 上 , 粘 附 条 件 在 满 流 中 依然 成 立 ,也 
就 是 说 壁面 上 速度 的 涨 落 量 为 零 ,因而 壁面 上 雷诺 应 力 - ou o =0. 在 壁面 附 
近 , 涨 落 仍 受 到 壁面 的 限制 , | - ouv | 较 小 . 但 在 离 固 壁 较 远 处 , 则 涨 落 活跃， 
|- pu | 一 般 远 远 超过 | | (注意 := ЧЕ, ТТЕ ВЕ ЕЕ Г ВЕ АЕ ЧЁ ЕЛЕ 
小 ). 例如 :在 宽 为 27 的 两 平行 平板 间 的 二 维 渠 道 流 中 , 测 得 | оо | 与 | | 
之 比 , 在 壁面 处 为 0, 在 距 壁面 0.02h 处 即 已 上 升 到 1 的 量 级 ,而 在 距 壁 面 0.17 
以 外 直到 中 心 线 区域 这 一 比值 可 达 几 十 到 几 百 . 于 是 ,可 以 把 清流 流动 分 为 三 
个 区 域 : 

1) 粘性 底 ( 或 次 ) 层 (靠近 壁面 ): 其 中 | | 六 | -pw 1: 

2) 完全 潢 流 层 或 清流 核心 (远离 壁面 ): 其 中 | | 入 | -pw l; 

з) 缓冲 层 (二 者 之 间 ): 其 中 与 -pwD 同 量 级 . 

一 般 满 流 中 绝 大 部 分 区 域 是 清流 核心 ,其 它 两 个 区 域 都 很 薄 . 有 时 为 了 数学 处 
理 上 的 简便 ,忽略 缓冲 层 ,只 考虑 粘性 底层 和 油 流 核心 . 

下 面 我 们 举 一 个 实例 来 说 明 如 何 应 用 普 
朗 特 的 混合 长 公式 求 得 清流 中 的 时 均 速度 害 
面 . 设 在 无 穷 大 平 壁 y=0 上 方 有 均 质 不 可 压 
缩 粘性 流体 平行 于 壁面 做 单 向 的 时 均 定常 江 
流 运动 ,整个 流 场 压强 相等 ,壁面 静止 . 设 已 知 
上 面前 应 力 为 <。, 试 求 时 均 速度 前 面 z (y) 
形状 (图 9.6). 

我 们 由 描述 z 方向 时 均 运 动 的 雷诺 方程 
(9.2.9) 式 出 发 ,由 于 问题 是 时 均 定常 , 单 向 流 。 图 9.6 平 壁 附近 的 速度 廓 线 
动 ,方程 左 方 的 惯性 项 和 右 方 的 一 些 项 变 为 
零 , 此 式 化 为 


20 а, 
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壁面 边界 条 件 是 : 
у = 0: E, = Ty,- pu” =Q. 
由 此 可 以 解 出 : 
Туу — ри’ = Tai (9.3.6) 
下 面 我 们 采用 简化 的 两 层 模型 ,分 别 求 出 粘性 底层 和 满 流 核心 区 的 uly). 
在 粘性 底层 , | iz, || -puw |, 因 而 略 去 (9.3.6) 中 第 二 项 ,注意 ,由 
(9.3.1) 给 出 ,得 


d, 
А ау w9? 


它 满足 壁面 粘 附 条 件 y=0: и =0 的 解 是 


T: 
и = — y. 9.3.7 
N ( ) 


下 面 把 此 式 写 成 无 量 纲 形式 . EWA mAN IREA 


U. = (9.3.8) 


作为 特征 速度 . 它 称 为 摩 所 速度 ,同时 用 粘性 长 度 f 产 定义 无 量 纲 距离 y`: 


y= 2:2, (9.3.9) 
于 是 (9.3.7) 可 改写 为 | 
a = у*. (9.3.10) 
式 中 ,= п/о. 特别 是 在 粘性 底层 的 外 边界 .y= д, 上 ,去 = п, 的 值 可 由 下 式 确定 
и, U, д, 


(9.3.11) 


这 里 引入 的 a 是 一 个 待定 的 无 量 纲 常数 
ИВО (у >8,),| „|| -oxv | ,因而 略 去 (9.3.6) 中 的 第 一 项 ， 
再 由 普 朗 特 混合 长 公式 (9.3.3) 给 出 - ou u 得 到 


EE RNAP >0, 我 们 已 令 


dz =, 引入 (9.3.8) 定 义 的 U, ,上 式 可 写 
y y 
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成 
ай U. 


dy Ll’ 
普 朗 特 由 实验 观察 到 越 远 离 壁面 之 处 滑 流 涨 落 越 为 活跃 ,进一步 假设 混合 长 / 
与 到 壁面 的 距离 y 成 正比 , 即 

“1 = ку. (9.3.12) 


这 里 к 是 待定 的 无 量 纲 常数 . 于 是 前 面 的 公式 就 变 为 


й О.а = -p hng. (9.3.13) 
写成 无 量 纲 形 式 为 
A = Liny’ + a 一 Ling (9.3.14) 


上 式 中 的 常数 x 和 a 均 由 实验 数据 确定 ,在 本 章 9.5 和 9.8 节 中 将 给 出 一 些 具 
体 流 动 中 的 x 和 a 值 . 对 数 速度 廓 线 (9.3.13) 式 较 好 地 描述 了 渠道 、 圆 管 以 及 
沿 平 板 淇 流 边界 层 中 的 淇 流 流动 . 但 是 它 不 能 描述 较 复 杂 的 汕 流 流动 ,特别 是 
边界 层 分 离 区 的 清流 流动 . 对 于 这 些 情况 ,人 们 提出 过 各 种 更 复杂 的 半 经 验 假 
设 , 我 们 将 在 下 一 节 中 扼要 地 介绍 . 
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湾流 是 一 种 无 论 在 时 间 上 还 是 空间 上 都 变化 很 剧烈 的 随机 运动 . 一 百 多 年 
来 ,对 它 的 研究 沿 着 两 条 截然 不 同 的 路 线 进行 . 一 种 采用 统计 方法 ,侧重 研究 满 
流 机 理 , 称 为 清流 统计 理论 ; 另 一 种 则 引入 各 种 不 同 的 半 经 验 假设 ,侧重 解决 工 
程 实际 问题 , 称 为 湛 流 模式 理论 . 本 节 将 对 它们 顺序 加 以 简介 ,最 后 还 将 简要 地 
提 及 汕 流 的 高 级 数值 模拟 和 实验 研究 方法 

(一 ) 淇 流 统计 理论 

湾流 统计 理论 采用 统计 数学 的 方法 来 研究 满 流 中 各 物理 量 的 随机 变化 . 例 
如 ,上 节 中 的 雷诺 应 力 — o u o 反映 的 是 同一 空间 点 上 两 个 不 同 涨 落 量 之 间 的 
关联 类 似 地 ,可 以 定义 空间 中 相距 为 > 的 两 点 A 和 B 上 速度 涨 落 量 xw;(A) 和 
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ui;(B) 之 间 的 相关 系数 为 


МТи эЛ VE BE 
严格 地 说 , 这 里 的 > 应 该 用 矢量 r 表示 . 为 了 简便 起 见 ,这 里 仅 就 一 个 方向 考 
B. BER, OSIRIS. 如 果 我 们 把 汕 流 想象 为 由 大 小 不 同 的 涡 所 组 成 ， 
那么 , 当 > 较 小 时 ,A,B 两 点 处 于 同一 淇 涡 中 的 可 能 性 较 大 ,因而 и, (А) У 
z (B) ERRER, E R (r)| 较 大 ,而 当 一 co 时 ,Ri(r) 一 0. 这 样 ,通过 
研究 空间 相关 函数 有 助 于 了 解 满 流 中 涡 的 大 小 和 结构 . 另 一 方面 ,可 以 定义 同 
一 空间 点 上 任意 时 刻 i 与 :+ zt 时 速度 涨 落 的 相关 系数 为 


u (t)u G + z) 
Vu ӨЙ Vulat oP 
它 是 т HRA, ЮА 0<|К(т)|<1 E R(0)=1. 如 果 与 涡 团 通过 该 点 所 需 的 
时 间 相 比 ,车 т 越 小 , 则 两 个 速度 涨 落 之 间 关 联 越 强 ,而 当 rco 时 R(r)—>0. 
这 样 ,通过 时 间 相 关 可 以 研究 通过 一 点 的 涡 团 随时 间 的 变化 . 
采用 健 里 叶 分 析 的 方法 可 以 把 滑 流 形象 化 地 描述 为 许 许 多 多 不 同 尺度 的 涡 
的 运动 相公 加 . 例如, 偶 函数 R(r) 的 傅 里 叶 余弦 变换 是 


R;(r) = (9.4.1) 


R(t) = (9.4.2) 


R(t) = 2” p(o)cos(eor)dw， 
(9.4.3) 
olw) = j: R(r)coslwr)dr. 
此 式 表示 角 频 率 由 零 到 无 穷 大 的 各 种 波 ,其 振幅 各 为 二 p(w). 特别 是 由 R0) 
=1 4 | 
T| eow = 1, 
再 由 (9.4.2) 和 (9.4.3) 两 式 可 以 写 出 
а? = |2200) иаа. 
此 式 指出 , 角 频率 在 o 与 w+ do ZERRE PAKN НЕЕ 2 (оаа, 


因而 之 p(w)w7 称 为 7 的 详 密 度 . h T+ u 7 表示 汕 流 的 涨 落 动能 ,通过 这 样 


的 频谱 分 析 可 以 研究 不 同 尺度 的 涡 对 于 汕 流 总 能 量 的 贡献 . 灌流 统计 理论 的 一 
个 重要 发 现 是 ,对 于 充分 发 展 的 湛 流 , 满 流 能 谱 大 体 可 分 为 三 个 区 域 , 如 图 9.7 
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所 示 . 在 频率 较 低 的 大 涡 区 , 满 流 脉动 从 平均 运动 取得 能 量 ,直接 与 外 界 条 件 有 
关 , 是 各 向 异性 的 ;通过 惯性 的 作用 ,低频 的 大 尺度 涡 把 能 量 逐 级 传 给 较 高 频 的 
小 尺度 涡 ;高 频 的 小 尺度 涡 尽 管 所 含 的 能 量 只 占 满 流 总 能 量 的 一 小 部 分 , 却 承担 
了 绝 大 部 分 的 粘性 耗 散 ,把 油 流 动能 转化 为 热能 . 


(a) КЖК (b) ERK (PERK 
{ 从 平均 流 获 得 能 量 


= 大 尺度 涡 向 小 尺度 涡 传 输 能 量 


个 能 量 经 粘性 耗 散 发 执 


w 


图 9.7 漠 流 能 谱 示 意图 


汕 流 统计 理论 可 以 用 两 种 方式 进行 :或 者 在 物理 空间 研究 相关 函数 ,或 者 在 
波谱 空间 讨论 谱 函 数 . 二 者 是 互相 平行 的 和 完全 等 价 的 . 要 完全 了 解 水 流 运 
动 ,需要 了 解 任意 时 间 一 一 空间 点 的 无 穷 多 个 联合 概率 分 布 函 数 . 为 了 简化 问 
题 ,湾流 统计 理论 主要 研究 一 种 理想 化 的 沉 流 模型 一 一 均匀 各 向 同性 洪流 , 即 一 
切 统计 平均 性 质 与 空间 坐标 的 位 置 或 方向 无 关 的 满 流 ,其 中 时 均 速 度 为 零 ,不 存 
在 任何 空间 的 对 流 、 扩 散 和 输 运 过 程 . 在 自然 界 中 虽然 不 存在 精确 的 均匀 各 向 
同性 油 流 ,但 在 能 量 由 大 涡 向 小 涡 逐 级 传递 的 过 程 中 ,外 部 条 件 的 烙印 被 逐渐 麻 
灭 和 遗忘 ,同时 压力 的 作用 又 使 每 一 尺度 的 涡 的 能 量 在 各 个 方向 上 的 分 布 趋 于 
均匀 ,充分 高 频率 的 小 尺度 涡 可 以 近似 地 用 均匀 各 向 同性 浇 流 模型 描述 . 在 均 
匀 各 项 同性 湾流 中 ,各 相关 系数 张 量 可 以 简化 到 只 用 少数 标量 函数 来 表示 ,理论 
上 较 易 探讨 . 但 即使 对 这 样 简化 的 模型 ,目前 也 只 对 菜 些 特殊 情形 取得 了 有 限 
的 进展 . 要 想 把 它 推广 到 一 般 满 流 ,还 有 许多 难以 逾越 的 困难 . 

(二 ) 满 流 模式 理论 | 

HAERERAA, ЖИИ ЙГ БЕ ЭПК ЕЕЕ ЕШШ РЕШАТ 
如 ou 这 样 一 些 未 知 的 二 阶 相关 项 . 如 果 再 导出 p wv 等 满足 的 微分 方程 ,其 
中 又 出 现 未 知 的 三 阶 相关 项 . 依 此 类 推 . 这 种 方程 的 不 封闭 性 是 湛 流 理论 的 至 
命 伤 . 对 于 克服 这 一 困难 , 满 流 统 计 理 论 在 近期 内 还 看 不 到 突破 的 希望 . 面 对 
解决 大 量 工程 实践 问题 的 需要 ,人 们 不 得 不 放弃 一 些 逻 辑 的 严密 性 ,凭借 经 验 数 
据 或 物理 类 比 构造 出 五 花 八 门 的 模型 假设 . 这 就 是 汕 流 模式 理论 所 遵循 的 途 
径 


模式 理论 的 思想 可 以 追溯 到 1872 年 布 辛 涅 斯 克 引 入 的 淇 流 粘度 系数 j 
( 见 (9.3.2) 式 ), 随 后 许多 学 者 都 试图 给 出 w 与 流 场 时 均 量 的 关系 ,根据 所 补充 
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偏 微 方 程 数目 的 不 同 而 称 为 零 方 程 一 方程 和 二 方程 模式 . ВНЗ ,35 
的 是 只 需 补 充 代数 方程 的 情形 . 上 节 所 讲 的 普 朗 特 混合 长 理论 就 是 其 中 最 简单 
的 一 种 . 为 了 扩大 混合 长 理论 的 应 用 范围 ,许多 人 对 (9.3.12) 式 中 的 混合 长 
假设 了 不 同 的 取 法 ,分 别 用 于 边界 中 的 流动 或 射流 等 庙 流 运动 . 还 有 人 提出 了 
一 些 其 它 形式 的 代数 方程 . 例如 ,卡门 假设 各 空间 点 邻 域内 涨 落 场 的 结构 相似 ， 
对 于 时 均 单 向 前 切 流 = (у): 

dā 3 

:7 (9.4.4) 
| (37) 

AF e 称 卡门 常数 (无 量 纲 ) , 需 由 实验 确定 . 按照 这 一 公式 ,只 要 了 解 平均 速度 
的 空间 分 布 (一 阶 和 二 阶 导 数 ) ,就 可 以 确定 雷诺 应 力 的 分 布 . 但 这 一 公式 所 依 
匮 的 假设 并 没有 足够 的 根据 . 普 朗 特 和 卡门 的 公式 都 只 能 适用 于 一 些 较 简 单 的 
流动 ,他 们 所 给 出 的 结果 也 是 彼此 接近 的 . 以 上 这 些 零 方程 模型 都 有 一 个 共同 
的 缺点 ,就 是 汕 流 粘度 系数 只 取决 于 当地 局 部 的 流动 参数 , 而 与 别处 的 流动 无 
ж. 这 是 与 实验 观测 不 符 的 . 例如 , 管 中 流 动 的 实验 指出 ,在 管 的 中 心 轴线 上 ， 
时 均 速度 的 梯度 为 零 ,此 时 按 (9.3.4) 或 (9.4.4) 式 算出 的 л 应 该 为 零 , 可 实际 


上 仍 能 观测 到 涨 落 速 度 ,而 且 在 和 =0 的 地 方 u 也 并 未 变 为 零 . 所 谓 一 方程 或 


二 方程 模式 , 正 是 为 了 弥补 这 一 缺陷 . 它们 假定 z 正比 于 一 两 个 参数 的 某 次 
稳 , 而 这 一 两 个 参数 则 由 引入 附加 的 偏 微 分 方程 在 全 流 场 联 立 求解 ,不 再 由 局 部 
的 流 场 性 质 决 定 . 目前 应 用 较 广 而 效果 又 较 好 的 一 种 二 方程 模式 是 所 谓 “K – є 
模型 "这 一 模式 所 引入 的 两 个 参数 是 淇 流 涨 落 动能 K 第 能 耗 散 率 e ,它们 的 
定义 是 : | 


“= 


K = о к? (9.4.5) 


1 
2 
es (66) (66) (0) 

(5) | e өе 
RP y 是 运动 粘度 系数 . К 和 e ЕНЕ ЕАО ЕЕЕ ЕНЕ В, 
因此 很 自然 地 把 沙 流 粘度 系数 5 K 和 e 联系 起 来 . 根据 量 纲 分 析 , 可 设 


К? 
в = Cp FE (9.4.7) 
AF C, 是 一 个 待定 的 无 量 纲 参数 而 K 和 e 的 变化 则 可 由 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 
组 (9.2.3) 一 (9.2.7) 经 适当 运算 推导 出 ,它们 所 满足 的 偏 微分 方程 一 般 有 如 下 
№: 
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局 部 的 时 间 变 化 项 + 对 流 项 = 扩散 项 + 产生 项 一 耗 散 项 

在 这 些 项 中 , 出 现 一 些 更 复杂 的 未 知 量 , 例如 , 涨 落 量 三 重 乘积 的 时 均值 
(07+ 07+ ao 等 ). 对 这 些 新 未 知 量 必须 引入 新 的 模型 假设 ,例如 ,可 以 
假定 - (u to +? уо = É 和 等， 这 里 Pr, 是 新 引信 的 无 量 纲 常 数 , 需 


由 实验 确定 . атака ена K Же 变化 的 方程 可 
以 写作 : 


DK 32 3K дп\? СьоК?? 
e D 一 2 (з EE ЕЕ | эх (9.4.8) 


De _ 2 |p 98), Соме (3a _ Cpe? 
oB = 0р Эт )+ К A K (9.4.9) 


式 中 涉及 的 无 量 纲 常数 CCC, Pr 都 需要 由 实验 确定 ,长 度量 纲 的 参数 / 
需要 由 代数 方程 给 出 ,天 表示 随 体 导数 . 以 上 这 些 关 系 式 加 上 雷诺 方程 (9.2. 


8) 一 (9.2.12) 式 即 构成 K -。 模型 下 的 封闭 方程 组 . 这 些 方程 中 所 涉及 的 各 个 
常数 ,需要 根据 不 同 的 流动 条 件 小 心地 选取 . K- e 模型 已 用 于 计算 一 些 平面 平 
行 潮流 ,但 用 于 计算 更 复杂 的 油 流 ,效果 仍 不 够 理想 . 

上 述 这 一 类 以 布 辛 涅 斯 克 假设 为 基础 的 汕 流 模式 ,都 假设 汕 流 雷诺 应 力 正 
比 于 注 流 时 均 应 变 率 ,这 一 假设 本 身 也 是 未 经 证 实 的 . 另 一 类 满 流 模式 则 由 纳 
维 一 斯 托 克 斯 方程 组 (9.2.3) 一 (9.2.7) 出 发 ,直接 导出 雷诺 应 力 分 量 — pou”, 
- ov 等 所 满足 的 偏 微分 方程 组 ,与 雷诺 方程 (9.2.8) 一 (9.2.12) 联 立 求 解 . 
但 是 因为 雷诺 应 力 所 满 足 的 方程 中 ,又 出 现形 如 ои vw 等 的 新 未 知 量 ,所 以 还 
得 引入 新 的 模型 假设 使 其 封闭 ,其 中 引入 的 半 经 验 常数 也 需 由 实验 确定 . 对 于 
高 剪 切 流动 和 局 部 平衡 流动 ,可 将 雷诺 应 力 所 满 足 方程 中 的 对 流 项 与 扩散 项 消 
去 ,把 偏 微分 方程 化 为 代数 方程 ,这 时 的 雷诺 应 力 模型 叫做 代数 应 力 模型 (简称 
ASM) ,计算 量 可 大 幅度 减少 . 雷诺 应 力 模型 最 早 是 在 1940 年 由 我 国 科 学 家 周 
培 源 教授 提出 的 . 但 由 于 当时 计算 手段 的 限制 ,他 所 建立 的 复杂 方程 组 无 法 实 
际 求解 ,这 一 模型 被 冷落 了 几 十 年 . 直到 60 年 代 以 后 ,由 于 计算 机 技术 与 数值 
方法 的 发 展 , 周 培 源 的 英 基 性 工作 才 重 新 获得 生命 力 . 雷诺 应 力 模 式 又 称 为 二 
阶 矩 封闭 模式 ,因为 它 考虑 了 汕 流 的 一 阶 统计 和 矩 (物理 量 的 时 均值 ) 和 二 阶 统计 
矩 (雷诺 应 力 ) 所 满足 的 偏 微分 方程 ,而 把 雷诺 应 力 方程 中 所 出 现 的 三 阶 统计 和 矩 
通过 模型 假设 近似 地 用 一 阶 矩 和 二 阶 矩 表示 

清流 模式 理论 在 解决 工程 实际 问题 中 发 挥 了 很 大 的 作用 ,但 是 各 种 模式 理 
论 都 有 一 定 的 局 限 性 . 这 是 因为 在 构造 模型 时 对 许多 未 知 项 知之 其 少 ,有 的 根 
本 没有 直接 的 测量 数据 可 供 参 考 , 另 外 一 些 参数 则 往往 取 自 某 些 特定 的 实验 , 没 
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有 普 适 性 . 计算 表明 ,对 于 那些 只 有 一 个 剪 切 应 变 率 分 量 起 主要 作用 的 薄 前 切 
层 ,基于 布 辛 涅 斯 克 假 设 的 满 流 模式 对 流动 总 体 特 性 的 预测 有 一 定 准 确 性 ,这 主 
要 是 因为 模式 中 的 经 验 常 数 取 自 局 限 性 较 大 的 同类 流动 的 实验 数据 . 而 对 于 边 
界 层 分 离 点 附近 的 流动 ,有 大 曲率 的 流动 以 及 非 圆 截面 的 管道 流 或 明渠 流 等 情 
形 ,这 些 油 流 模式 的 预测 结果 精度 较 差 , 甚 至 完全 失败 ,而 雷诺 应 力 模型 则 取得 
TRH. 当然 ,雷诺 应 力 模 型 的 较 高 精度 是 以 较 大 的 计算 机 容量 和 和 较 长 的 计算 
机 时 间 为 代价 的 . 例如 ,对 于 一 个 典型 的 二 维 边界 层 计算 ,采用 雷诺 应 力 模 式 ， 
二 方程 模式 和 零 方 程 模式 得 到 收敛 解 所 需 CPU 时 间 之 比 约 为 10:3:1. 因此 ,在 
实际 应 用 中 ,只 有 用 简单 封闭 模式 得 不 到 可 靠 预 测 结果 时 才 采 用 较 复杂 的 封闭 
模式 . 

在 通常 的 灌流 封闭 模式 中 ,雷诺 应 力 对 于 平均 量 的 依赖 关系 基本 上 是 线性 
的 ,因而 用 于 求解 旋转 管 流 时 得 到 流体 呈 刚 性 旋转 状 的 错误 结论 ,用 于 求解 方 管 
流动 时 K -e 模式 无 法 再 现 流动 中 出 现 的 二 次 流 . 近年 来 ,新 发 展 的 非 线性 二 
阶 矩 封闭 模式 成 功 地 解决 了 这 些 问 题 ,可 以 用 来 解决 较 复杂 的 工程 问题 (有 兴趣 
的 读者 可 以 参看 符 松 的 综述 文章 “ 非 线 性 满 流 模式 研究 及 其 进展 ”,《 力 学 进展 》， 
25 卷 3 期 ,1995 年 ). 

(=) 满 流 的 高 级 数值 模拟 

如 上 所 述 , 汕 流 理论 的 主要 困难 在 于 它 的 时 均 方程 不 封闭 性 . 那么 ,能 不 能 
不 做 时 均 而 直接 数值 求解 描述 淇 流 瞬 时 运动 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 组 呢 ?( 纳 
维 一 斯 托 克 斯 方程 组 本 来 就 是 封闭 的 ,不 需要 补充 模型 . ) 这 种 对 满 流 进行 直接 
数值 模拟 的 方法 主要 受到 计算 机 速度 与 容量 的 限制 . 因为 在 湛 流 脉动 运动 中 包 
含 大 小 不 同 尺度 的 涡 , 计 算 区 域 应 大 到 足以 包含 最 大 尺度 的 涡 ( 与 平均 运动 的 特 
征 长 度 可 以 相 比 ), 而 计算 网 格 和 时 间 步 长 又 必须 小 到 足以 分 辨 最 小 尺度 涡 的 运 
动 . 有 人 估计 过 ,为 了 模拟 雷诺 数 为 10 的 满 流 运动 ,需要 在 每 秒 一 亿 次 的 超级 
计算 机 上 运算 30 E. 为 了 模拟 更 高 雷诺 数 下 的 工程 洪流 问题 , 现 有 最 快 的 计算 
机 速度 还 差 3 个 量 级 . 因此 ,目前 只 有 美国 、 德 国法 国 等 国 的 极 少数 研究 中 心 
从 事 汕 流 的 直接 数值 模拟 ,只 能 计算 简单 几何 条 件 下 雷诺 数 小 于 200 BJ ЙЕ 
动 . 它 主要 用 来 做 满 流 的 基础 研究 ， 例如 发 现 新 结构 ， 揭示 新 机 理 ， 检验 与 改进 
漠 流 模型 等 . 

既然 精确 地 直接 数值 模拟 的 工作 量 太 大 ,而 工作 量 较 小 的 模式 理论 又 局 限 
性 很 大 ,有 没有 可 能 找到 一 种 折衷 的 办 法 呢 ? 仔细 分 析 一 下 ,湾流 中 不 同 尺度 的 
涡 的 特点 是 不 同 的 . 淇 流 中 的 大 涡 对 于 质量 \ 动 量 与 能 量 的 传输 起 主要 作用 ,但 
它们 对 流动 的 初始 条 件 与 边界 形状 有 强烈 的 依赖 性 ,难于 用 模式 理论 统一 描述 ; 
而 由 大 涡 相 互 作用 而 产生 的 小 涡 , 近 似 是 各 向 同性 的 ,有 希望 用 较为 普遍 适用 的 
模型 来 描述 . 而 且 由 于 小 涡 对 平均 运动 的 贡献 较 小 , 它 的 模型 即使 不 太 精确 也 
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对 总 体 结果 影响 不 太 大 . 根据 这 一 特点 ,有 人 提出 了 大 涡 模 拟 的 方法 . 它 的 基 
本 思想 是 把 满 流 运动 用 滤波 方法 分 解 成 大 尺度 运动 与 小 尺度 运动 ,大 尺度 量 通 
过 数值 求解 运动 微分 方程 组 直接 计算 ,小 尺度 运动 对 大 尺度 运动 的 影响 则 在 运 
动 方程 中 表现 为 类 似 雷 诺 应 力 一 样 的 应 力 项 , 称 之 为 亚 格子 雷诺 应 力 ,它们 通过 
建立 模型 来 模拟 . 由 于 计算 是 三 维 非 定常 的 ,计算 量 仍 很 大 . 近 三 十 年 来 ,大 涡 
模拟 方法 已 对 发 展 气象 学 模型 作出 重大 贡献 ,同时 在 改进 满 流 模型 和 增进 了 解 
庙 流 机 理 方面 也 取得 了 成 绩 ,但 要 用 来 解决 复杂 的 工程 问题 仍 需 解决 不 少 困 难 
问题 ， 

(四 ) ЕЗ Э: 

由 上 文 可 以 看 出 ,无 论 是 湛 流 统计 理论 还 是 模式 理论 ,都 离 不 开 实验 所 提供 
有 关 汕 流 机 理 的 定性 和 定量 结果 . 沸 流 实验 的 特点 在 于 满 流 中 物理 量 是 随机 脉 
动 的 ,能 够 测量 这 种 脉动 量 的 仪器 有 热线 ( 热 膜 ) 风 速 仪 ( 用 探 针 在 流体 中 散热 的 
速率 来 推算 流体 的 速度 、 温 度 甚至 浓度 的 平均 值 和 涨 落 值 ) 和 激光 测速 仪 ( 用 激 
光 的 多 普 勒 效应 来 测量 流体 中 悬浮 小 粒子 速度 的 变化 ), 还 有 各 种 流动 显示 技 
术 , 对 于 实验 数据 处 理 常 要 采用 统计 数学 方法 和 图 象 识 别 技术 . 

近年 来 潮流 实验 的 一 大 发 现 是 : 满 流 并 非 是 流体 完全 随机 的 无 序 运动 ,而 是 
在 紊乱 中 存在 着 相当 有 组 织 的 有 序 运 动 ,这 种 有 组 织 的 大 尺度 流动 叫做 “ 拟 序 结 
构 "( 又 称 相 于 结构 ). 它 指 的 是 在 剪 切 湛 流 (例如 边界 层 ) 中 不 规则 地 触发 的 一 
种 序列 运动 , 它 的 起 始 时 刻 和 位 置 是 不 确定 的 ,但 一 经 触发 , 它 就 以 某 种 确定 的 
次 序 发 展 特定 的 流动 状态 . 在 通常 的 长 时 间 平 均 中 它们 会 和 其 它 不 规则 运动 一 
起 被 过 滤 掉 ,近年 采用 条 件 采样 和 图 象 识别 技术 才 得 以 发 现 . 这 一 发 现 表 明 , 把 
湾流 中 的 随机 性 和 确定 性 信和 号 正确 结合 起 来 进行 研究 ,对 全 面 认识 淇 流 机 理 非 
WER. 目前 ,对 拟 序 结构 的 认识 及 理论 解释 还 远 未 完成 . 
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在 淇 流 研 究 中 , 均 质 不 可 压缩 流体 通过 无 限 长 直 圆 管 的 定常 洪流 流动 具有 
重要 意义 . 这 不 仅 是 因为 广泛 用 于 各 种 工程 问题 的 圆 管 流动 多 属于 漠 流 ,而 且 
还 因为 对 圆 管 淇 流 的 研究 有 助 于 更 深入 地 了 解 较 复杂 的 洪流 运动 . 

考虑 一 个 内 表面 粗糙 的 圆 管 , 它 的 平均 内 直径 为 DD, 表 面 粗糙 度 为 e( 定 义 
为 实际 内 半径 相对 于 平均 内 半径 D/2 之 偏差 的 绝对 值 的 平均 值 ) ,流体 密度 为 
p, 粘 度 系数 为 u FIREX Оу. 我 们 在 例 8.2 中 已 经 证 明 ,在 长 为 ! 的 一 段 
圆 管 上 流体 的 压 降 Ap 依赖 于 下 述 无 量 纲 量 之 间 的 待定 函数 关系 ( 见 (8.2.17) 
R): 


9.5 ЖЕФ EE, . 173 · 
Ap _ Í e 

而 = f(Re p° 5] 

式 中 | 
Re з О, (9.5.1) 

и у 

ЯНЕ Wa Wa 09 ЕЕ ‚А U, A Ар ЖЕШИП НЫШ. 实验 指出 , 压 
Ар 与 所 考虑 的 长 度 /! 成 正比 ,因此 ,上 述 函 数 关系 可 写成 


z = pA (Rev, | (9.5.2) 
这 里 ү, 是 一 个 待定 的 函数 关系 . 上 式 中 A 五 指 广义 压强 (流体 压强 减 去 流体 静 
力学 压强 ) 之 差 ,或 指 管 子 水 平 放置 时 的 流体 压强 差 . 于 是 在 修正 的 伯 努 利 方程 
(8.1.21) 式 中 , 因 v = о, (AF v 应 为 现在 的 Uy ) ,zi = z, ,# 


h = 2&2 _ 1Àp 1 
1 = . 


P P 
将 (9.5.2) 代 人 此 式 , 得 
AE Uy БА (Ren, |. (9.5.3) 
回忆 (8.5.28) 式 定义 的 达 西 摩擦 因子 4 ,用 现在 的 符号 可 写成 
АРр 
a= g = 151.2. . d, (9.5.4) 
500+ ё 7 


或 改写 为 


= АРІ _ l m L 
h > = 34045- (9.5.5) 


由 此 可 见 , 引 入 达 西 摩擦 因子 А 对 于 计算 修正 的 伯 努 利 方程 中 压 头 损失 有 h, 是 非 
常 方便 的 . 对 比 (9.5.3) 和 (9.5.5) 可 知 


re 2f, ( Res, | (9.5.6) 


即 4 是 雷诺 数 和 管 的 相对 粗糙 度 的 函数 . 本 节 将 讨论 光滑 管 (e = 0) H a WB) BE 
擦 因子 А 如 何 随 Rep 而 变 , 下 节 再 讨论 粗糙 度 e А] ЙЕ ЖЕ JJ BJ B ТЈ. 

下 面 先 介绍 一 些 圆 管 汕 流 的 实验 测量 结果 . 再 讨论 圆 管 测 流 的 时 均 速 度 剖 
面 ,最 后 讲述 如 何 计算 光滑 圆 管 的 摩擦 阻力 . .在 所 有 讨论 中 ,都 只 限于 远离 圆 管 
人 口 段 的 完全 发 展 油 流 ,这 时 的 时 均 速 度 剖 面 不 再 随 管 轴 方 向 的 坐标 z 变化 ， 
因而 可 近似 地 把 管 看 作 无 限 长 . 

50 年 代 初 ,J. 劳 弗 对 光滑 圆 管 流动 中 的 各 种 灌流 量 进行 了 比较 系统 的 测 
B. УЯН КЕ /=5m, 内 直径 D=247mm 的 无 缝 黄 铜 管 ,以 空气 为 介质 
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进行 试验 , 管 轴 上 的 时 均 速 度 ( 即 空气 的 最 大 时 均 速 度 ) 取 为 ,sw = Зпу 和 
30m/s, 用 此 速度 定义 的 雷诺 数 和 ae = 5 10° 和 5X 105， 由 管 壁 上 实测 的 时 
均 速度 梯度 或 由 轴 向 压强 梯度 ,可 以 算出 壁面 剪 应 力 rw 的 大 小 ,然后 按 (9.3. 
8) 式 的 定义 算出 摩擦 速度 U. ,对 于 上 述 两 种 雷诺 数 得 到 U" a, „Ж Зу 
0.042 和 0.035. 图 9.8 画 出 了 他 测 出 的 淇 流 涨 落 速度 的 方 均 根 平均 值 й,.й,, 
п, 沿 径 向 的 变化 ,图 中 元 =V u a =V u ü = и, БЕА € = yl 
(D|2),y 是 由 壁面 起 算 沿 半径 向 内 的 距离 ,因此 ё = 0 相应 于 壁面 ,=1 相应 于 
轴线 .由 图 可 以 看 出 ,尽管 贺 管 中 的 时 均 流动 是 单 向 的 ,可 是 满 流 涨 落 速 度 却 是 
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不 多 , 即 接近 于 各 向 同性 ;而 在 壁面 附近 ,由 于 粘性 剪 应 力 的 影响 越 接近 壁面 越 
大 ,使 各 个 方向 上 的 油 流 涨 落 强 度 也 越 来 相差 越 大 . 例如 ,在 $=0.1 BDE, a, 
达到 最 大 值 ,这 时 z, 约 为 z, 的 二 倍 . 劳 弗 的 测量 还 表明 ,在 紧 靠 壁 面 的 一 薄 层 
内 ( 约 &<0.002, 图 9.8 上 无 法 分 辨 ), 各 个 方向 的 满 流 涨 落 强度 都 随 着 趋 近 于 
壁面 而 迅速 减少 ,直到 在 壁面 上 变 为 零 . 这 一 薄 层 就 是 9.3 节 所 定义 的 粘性 底 
层 . 图 9.9 上 画 出 了 劳 弗 测 量 的 雷诺 应 力 - exruw< 沿 半径 方向 的 变化 . 可 以 看 
到 ,图 中 的 雷诺 应 力 几乎 成 一 直线 由 壁面 值 降 到 轴线 上 的 零 . 与 前 面 (8.5.19) 
式 ( 斯 托 克 斯 公式 ) 所 给 出 的 总 剪 应力 z (35 > 成 正比 ) 相 对 比 ,可 见 雷 诺 应 力 几 
平等 于 总 前 应 力 . 需要 说 明 的 是 ,图 中 没 法 分 辨 出 靠近 壁面 (£=0) 的 薄 粘 性 底 
层 , 在 此 底层 中 雷诺 应 力 随 着 趋 近 壁面 而 迅速 减少 到 零 . 图 9.10 画 出 了 根据 这 
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0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 
图 9.9 УШЕН ЕУ 


些 数据 用 (9.3.2) 推 算出 的 六 沿 半径 方向 变化 . 随 着 远离 壁面 ,mw 由 零 开 始 增 
大 ,并 在 ё=0.3 附近 达到 最 大 值 , 随 后 稍 减 ,并 在 20.5 时 接近 常数 . 注意 : 轴 
RE и 并 不 变 为 零 . 


2X10-! 24 
pU. D 


图 9.10 JER EE H i MORE ЕМИ 
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与 Iny’ 的 关系 画 出 ,在 y =U. ylv 约 大 于 30 的 范围 内 ,实验 点 几乎 成 一 直 

线 . 这 说 明 ,9.3 节 中 汕 流 核心 区 速度 的 对 数 剖 面 (9.3.14) 式 尽管 是 对 .d5/dz = 

0 的 二 维 流动 导出 的 , 却 能 近似 地 用 于 d5/dz = 常数 季 0 ОШАК ШЕЙ. 图 

9.11 画 出 了 当 Re=4x103 一 3x105 时 , 尼 库 拉 德 塞 测 得 的 圆 管 汕 流 结果 . 只 要 
取 (9.3.14) 式 中 =0.4 和 a=11.6, 所 得 的 下 式 就 与 实验 结果 符合 得 很 好 . 

р = 2.539227 + 5.5. (9.5.7) 

图 中 还 画 出 了 对 粘性 底层 导出 的 速度 剖面 (9. 3. 9) 式 , 它 与 实验 点 在 y* = 
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图 9.11 光滑 圆 管 中 测 流 的 速度 剖面 


О. ylv<5 时 一 致 . 因此 ,我 们 判断 ,在 光滑 圆 管 的 完全 发 展 满 流 流动 中 ,三 个 
区 域 可 如 下 划分 : 

1) 粘性 底层 : О, yl <5; 

2) 缓冲 层 : S< U. у/у<30; 

3) W Wu e ski WE Us: U, ylv230. 
由 图 可 见 ,过 渡 层 中 的 实验 点 与 (9.3.9) 或 (9.3.14) 式 所 示 的 曲线 相差 不 远 , 因 
此 在 简化 的 模型 中 , 人们 常 忽略 缓冲 层 而 只 考虑 两 层 . 这 时 ,认为 U, yl < 
11.6 是 粘性 底层 ,用 (9.3.9) 式 ;而 U, y/v >11.6 则 是 汕 流 核心 区 ,用 (9.3.14) 
式 . 图 中 的 实验 点 是 对 不 同 的 雷诺 数 做 的 实验 ,而 这 两 个 公式 都 适用 于 所 有 的 
雷诺 数 范围 ,雷诺 数 Re = Uy Div 的 影响 只 体现 在 U, 的 不 同上 . 可 是 在 实际 
工程 问题 中 常常 已 知 平均 流速 Us ,而 不 知道 U. = rwJo. 下 面 我 们 设法 把 
0. НО. 表示 出 来 ,就 可 以 由 给 定 的 Up REHU, XT. 

注意 到 上 面 公 式 中 的 у 都 是 由 壁面 起 算 沿 半径 向 内 的 距离 ,与 管 中 心 线 算 
起 的 径 向 距离 > 的 关系 是 r =a ~ y, 这 里 a = D/2 是 圆 管 的 内 半径 . 根据 平均 
流速 的 定义 ,我们 有 


人 _D 人 -1 > 2) 
0, = |a а > \а( 2 


因为 粘性 底层 和 缓冲 层 都 很 薄 , 我 们 可 以 把 满 流 核心 区 的 速度 剖面 (9.5.7) 式 代 
AEH 去, 这 样 产 生 的 误差 很 小 . 结果 得 到 
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2 + 1:75. (9.5.8) 


在 已 知 Uy 时 ,此 式 给 出 了 U, йз 为 了 便于 应 用 ,我 们 把 它 化 为 用 
达 西 摩擦 因子 4 来 表示 . 根据 (8.5.19) 式 给 出 A EXI A MA 
流 同 样 成 立 ), 当 >=a 时 有 


Iz 1= 221.2 _1АрІ,р 
v П 2 1 
将 此 式 代 入 (9.5.4) 式 得 


_1Ар1„Р 1 8lr,| 805 
由 此 得 
Ur _ 2⁄2 
U VA 


将 此 式 代 人 (9.5.8), 得 到 


22 - = 2.50 (5 ы, 


这 里 Re 就 是 由 (9.5.1) 式 所 定义 的 雷诺 数 Res. 将 式 中 的 自然 对 数 In 化 为 以 
10 为 底 的 常用 对 数 lg, 有 


2 二 _ 
方 2.035lg( Re (À ) — 0.913. (9.5.10) 
此 式 与 大 量 实验 结果 比较 ,发 现 只 要 将 其 中 常数 稍 加 调整 ,就 能 与 Re = 3 x 10° 
一 4x10' 范围 内 的 实验 点 符合 得 很 好 , (图 9.12). 调整 后 的 公式 为 


bz 4 
T 2.0lg(Re và) – 0.8. (9.5.11) 


这 些 系数 的 调整 可 由 (9.5.8) 式 中 未 考虑 粘性 底层 来 说 明 . (9.5.11) 式 称 为 普 
B- 施 里 希 廷 公式 . 当 给 定 Uy ,D,p,4 之 后 , 即 可 由 (9.5.1) 算 出 Re ,再 由 
(9.5.11) 式 通过 迭代 算出 A 来. 在 图 9.12 左 方 ,还 画 出 了 层 流 时 圆 管 的 达 西 摩 
擦 因子 ( 见 (8.5.29) 式 ). 显然 ， ЛАРИ кишш 
K. 

H (9.5. 7) 式 可 知 ， шнын TANIO а), Вр 
т = за 8 
由 此 式 与 (9.5.8) 式 可 以 算出 , 当 a ЕЎ, Um Ug 约 为 1.3, 而 当 Rep 
=3%10®,а „+ 减少 到 1.15. 对 比 一 下 , 圆 管 层 流 的 最 大 流速 则 为 平均 
流速 的 2 倍 ( 见 (8.5$.23) 式 ). 可 见 汕 流 的 时 均 速 度 剖 面 的 特征 是 中 间 大 部 分 区 


+ 5,5. (9.5.12) 
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9.12 光滑 圆 管 的 达 西 摩擦 因子 À 随 雷 诺 数 Rep = 


域 平 坦 而 边缘 陡峭 ,而 且 雷 诺 数 越 高 ,中间 平 坦 的 区 域 就 越 大 ( 见 图 9.13). 


Nikuradse 数据 ( 漠 流 》 
Res=4,000 
Re = 23 , 000 
Re, =725,000 
Re»=3,240, 000 


图 9.13 МИРЧА BE RTE ЕЙ ЕЕ 


普 朗 特 一 施 里 希 廷 公式 (9.5.11) 虽 然 较 准确 地 给 出 了 计算 摩擦 因子 À 的 
公式 ,但 它 是 一 个 隐 式 ,求解 不 太 方 便 . 由 图 9.13 看 到 ,每 一 确定 Re 之 下 的 速 
度 剖面 可 用 下 列 赛 次 关系 近似 描述 : 


此 式 可 改写 成 如 下 形式 
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u _ Zes) 
u~ вс 2 (9.5.13) 


mF B= те (一 人) 是 一 个 不 依赖 于 y 的 无 量 岗 参数 . 由 此 式 仿照 推导 
ө.5.вушдлеагйрйяр нига D, SU. West, 


= 2BU. U,” 
Up= ye je ET. 


由 此 可 解 出 
U, = [2° (z +00 +2) sg, а. 
Di 2 ч 


Жан (9.5.9) 5 Us U, 的 关系 ) 可 得 


(n +1)(я +2) 2 
аи и ауа 
а al Б | Rossa (9.5.14) 


H. 布 拉 修 斯 1913 年 以 Rep =3x10 ~10 范围 做 出 的 实验 结果 为 基础 ,导出 了 
下 列 经 验 公式 : 


А = 0.316 48,74. (9.5.15) 
这 相当 于 (9.5.13) 式 中 л = 1/7,В = 8.562 的 情形 ,此 时 的 速度 分 布 为 
а= 1/7 Í 
a = 8.562( >>} (9.5.16) 
或 
17 r AM, 
24 = (55) = (1 =p) | (9.5.17) 


ы; 17 次 方 速度 剖面 . (9.5.15) 式 的 4 是 Re 的 显 式 函 
数 ,便于 计算 . 由 图 9. 12 可 以 看 出 , 布 拉 修 斯 阻力 公式 (9.5.15) 在 Ren = 

10—10 范围 与 实验 数据 和 普 朗 特 — 施 里 希 廷 公式 (9.5.11) 都 很 一 致 ,但 当 
Rep >10° 时 ,(9.5.15) 式 的 结果 变 差 . 这 主要 是 因为 ,如 图 9.13 所 示 , 对 应 于 
Ж) Rep 的 速度 剖面 应 该 用 不 同 的 ” 值 来 描述 . 例如 , 当 Кер = 5 X10' 一 5 х 
10° ВЯ, ЯД п = 1/10,В = 11.5, А EEF Rep. 总 的 说 来 , 随 着 
Кер ЖХ, п 趋 于 略 变 小 ,因而 À В Rep 变化 的 曲线 斜率 (绝对 值 ) 也 会 略为 变 


小 . 


9.6 粗糙 圆 管 中 的 清流 运动 


上 节 所 讨论 的 速度 剖面 和 阻力 公式 都 是 对 光滑 圆 管 而 言 的 . 实际 应 用 的 管 
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子 表面 总 有 一 定 的 粗糙 度 , 表 9.1 列 出 的 是 新 的 工业 管道 内 表面 粗糙 度 的 典型 


表 9.1 工业 管道 的 粗糙 度 
粗糙 度 e(mm) 


1o 2 345681 2 3456 8g 2 3456810 
Re 


图 9.14 JE SEE EDERT А 


ÜD 


(9.5.6) 式 已 经 表明 ,粗糙 圆 管 满 流 的 摩擦 因子 А 除了 取决 于 Ren = 


之 外 ,还 依赖 于 管内 表面 的 相对 粗糙 度 e/D. 为 了 研究 这 种 依赖 关系 ,J. 尼 库 拉 
德 塞 在 圆 管 内 表面 均匀 地 涂 上 砂粒 ,通过 改变 砂粒 的 大 小 和 政 密 程度 来 改变 表 
面 的 粗糙 度 . 他 既 做 了 光滑 管 的 实验 又 做 了 粗糙 管 的 实验 , 既 有 层 流 情形 又 有 
淇 流 情形 ,典型 结果 如 图 9. 14 所 示 . 注意 图 中 À 和 Re 都 用 的 对 数 尺度 . 图 中 
左 方 直线 表示 层 流 情形 ; 右 下 方 的 直线 则 表示 光滑 圆 管 的 满 流 情形 ;右上 方 的 各 
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条 曲线 则 表示 粗糙 圆 管 的 汕 流 情形 , 自 下 向 上 相对 粗糙 度 ¿JD 依次 递增 . 可 以 
看 出 ,对 于 层 流 情形 ,摩擦 因子 A 只 依赖 于 Re ,而 与 管内 表面 粗糙 度 无 关 . 这 是 
因为 层 流 运动 的 流体 微 团 都 平行 于 管 中 心 线 运动 ,壁面 微小 的 粗糙 度 只 影响 局 
部 ,对 整个 管 流 影响 不 大 . 可 是 从 图 中 看 到 , 当 圆 管 中 为 溃 流 时 ,粗糙 度 对 于 А 
-Re 曲线 有 显著 影响 对 于 每 一 给 定 相对 粗糙 度 ¿JD 0 的 圆 管 , 当 Re = 
Ds 0/ 由 小 变 大 时 ,其 摩擦 因子 А 的 变化 先后 经 历 三 个 不 同 阶段 : 

1) М Re 不 太 大 时 ,4 = f(Re). 这 时 分 不 出 粗糙 管 与 光滑 管 ,几何 上 并 不 
光滑 的 管子 所 受到 的 流体 力学 阻力 却 与 光滑 管子 无 异 . 所 以 处 于 这 种 状态 的 加 
管 叫做 水 力学 光滑 圆 管 

2) 随 着 Re 的 增 大 ,4 = (Re,e/D) ,开始 显示 出 粗糙 度 的 影响 . 越 是 粗糙 
的 管子 ,开始 进入 这 一 状态 的 Re 越 小 ,在 同一 Re 下 的 4 值 也 越 大 . 这 一 状态 
下 的 贺 管 称 为 过 渡 型 贺 管 ; 

3) 当 Re 很 大 时 ,A = /(e/DD), 即 À 不 再 随 Re 而 变 ,在 图 中 变 为 水 平 线 . 
e/D 越 大 ,开始 使 曲线 变 为 水 平 的 Re 就 越 小 ,水 平 线 上 的 А 值 也 就 越 高 , 处 于 
这 一 状态 的 圆 管 称 为 完全 粗糙 圆 管 . 

怎样 解释 上 述 几 个 阶段 中 4 的 变化 规律 呢 ? 这 是 因为 ,在 管 壁 附近 (< 
8, ) 存 在 一 个 粘性 底层 ,按照 图 9.11, 它 的 厚度 6, 约 为 : 

О, 0. 

та ТЗ 
EEP НОЛ ОЙ. ЗРЕЛЕ ЛВ e< 6, кї, ВЕ ЕЛЖ. 
的 隆起 处 全 部 淹没 在 粘性 底层 中 ,它们 的 扰动 只 限于 底层 内 部 ,而 对 整个 管 流 影 
响 很 小 .所 以 整个 管 流 的 摩擦 阻力 就 和 光滑 贺 管 时 一 样 ,也 就 是 圆 管 表现 为 水 
力学 光滑 贺 管 . 随 着 Re 增 大 , 管 流 中 的 湾流 涨 落 越 来 越 活路 ,洪流 核心 区 更 朝 
向 壁面 附近 扩展 ,从 而 使 粘性 底层 变 薄 . 这 时 ,上 述 同一 管 壁 粗 糙 度 e 就 开始 超 
过 粘性 底层 厚度 a, ,壁面 隆起 处 部 分 地 进入 洪流 核心 区 . їй ЙБ УК ЕРЙ ЙЫШ 
团 的 迅速 涨 落 使 得 隆起 处 的 扰动 传 得 很 远 ,影响 到 整个 贺 管 流动 图 象 ,因而 所 受 
的 摩擦 阻力 不 同 于 光滑 贺 管 中 的 值 , 即 = (Re ,e/D) ,这 就 是 上 面 讲 的 过 渡 型 
圆 管 .显然 , 若 贺 管 较 粗糙 ( 即 е 较 大 ) ,那么 在 较 低 的 Re 数 下 ( 即 8 还 相对 较 
厚 时 ) ,壁面 隆起 处 就 已 超出 粘性 底层 区 ,从 而 管子 较 早 地 变 为 过 滤 型 . MEE 
设 粗糙 度 e 保持 不 变 ,那么 随 着 Re 增高 ,粘性 底层 就 越 变 越 薄 . 当 Re 很 高 时 ， 
粘性 底层 就 非常 薄 , 以致 平均 高 度 为 。 的 壁面 隆起 处 几乎 全 部 暴露 在 消 流 核心 
区 中 . 洪流 核心 区 的 流速 较 大 ,几乎 是 迎面 挤 到 这 些 隆起 处 上 . 也 就 是 说 ,这 时 
阻力 的 主要 来 源 是 迎风 面 和 背风 面 的 压 差 , 而 不 再 象 光滑 圆 管 中 那 样 来 源 于 沿 


表面 的 切 向 摩擦 力 . 大 家 知道 , 压 差 阻力 是 正比 于 来 流 的 动能 方 pU4 的 ,而 按 
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照 定 义 (9.5.4) 式 ,摩擦 因子 À 正比 于 压 差 | 4 五 | 54 е0 之 比 ,因而 是 个 常数 . 


这 就 是 为 什么 完全 粗糙 圆 管 的 与 Re 无 关 . E ерои. 
越 大 ) ,也 就 越 早 进入 完全 粗糙 圆 管 阶段 , 它 所 产生 的 阻力 总 值 也 就 越 高 . 
下 面 我 们 定量 地 给 出 粗糙 圆 管 中 的 时 均 速 度 谢 面 和 计算 摩 氛 因 子 4 的 公 
式 . 
а 5.7) 式 和 最 大 速度 公式 (9.5.12) 可 得 
> 
©. 
вао нина анне саза, 上 述 速 
度 差 公 式 与 管 的 粗糙 度 无 关 , 都 与 实验 中 汕 流 核心 区 的 结果 符合 得 很 好 (图 
9.15). 也 就 是 说 ,不 论 圆 管 是 光滑 或 是 粗糙 的 ,其 汕 流 核心 区 的 时 均 速 度 剖面 
zz(y) 都 服从 对 数 规律 ,其 差别 只 是 体现 在 相 加 常数 z... JU, 的 不 同上 ,因此 ,我 
们 可 以 一 般 地 设 满 流 核心 区 中 


D- = 2.S| 一 > 


= = 25и (9.6.1) 


Шы. | (9.6.2) 


* Nikuradse 数据 
(对 不 同 粗糙 度 ) 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
图 9.15 图 管 中 速 度 章 面 的 另 一 种 形式 
式 中 相 加 常数 B= а„/Ш. 一 2.5In(U, al/y) 可 随 管 壁 粗 糙 度 e 而 变 , 显 然 , 当 。 


=0 时 此 式 应 化 为 光滑 圆 管 的 速度 剖面 (9.5.7) 式 .由 此 可 知 , 对 于 光滑 圆 管 , 应 
A В=5.5. 普 朗 特 和 施 里 希 廷 由 实验 得 到 ,对 于 粗糙 度 为 e 的 圆 管 测 流 ,有 


B=5.5- 2.sh [1 + 0.3 E °). (9.6.3) 
在 (U, elv)<5 时 ,第 二 项 与 第 一 项 相 比 很 小 ,因而 B 接近 于 光滑 圆 管 值 5.5, 
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这 时 就 是 水 力学 光滑 圆 管 情形 . 在 二 “>70 时 ,上 式 括号 中 的 0. a! 一 《>>1, 因 


而 近似 地 B 与 ш = “成 线性 关系 : 


В = 5.5- 2.5In(0.3 =£) = 8.5 - 2.5002. (9.6.4) 
这 就 是 完全 粗糙 圆 管 情形 ,此 时 的 速度 剖面 (9.6.2) 式 变 为 
р = 0 + 8.5 (9.6.5) 
至 于 这 两 种 极限 情形 之 间 , 即 5< 
(9.6.2) 和 (9.6.3) 式 有 
E = 2.56 227 +5.5—2.5щ( u |. (9.6.6) 


此 式 实 际 上 适用 于 任意 粗糙 度 . 如 果 由 实验 测 得 某 一 加 管 流动 中 油 流 核心 区 的 
速度 剖面 ,也 可 以 通过 与 此 式 比 较 而 估算 出 此 圆 管 表面 的 平均 粗糙 度 е. 
v. e _U+D 7, е МА 


注意 到 上 式 中 一 一 75-805 方 ;可 以 仿照 推导 (9. 5.10) 
ee Т А 的 隐 式 关系 式 : 
5 РА V8 _ _ V8/0.3 
т арз 0.913 – 2.0351 92, Рт (9.6.7) 


注意 此 式 中 已 将 自然 对 数 In 改写 为 常用 对 数 lg( 即 以 10 为 底 ). 基于 把 
(9.5.10) 变 为 (9.$.11) 式 同样 的 理由 ,把 常数 2.035 和 0.913 分 别 变 为 2.0 和 
0.8, 就 得 到 C.F. 科 尔 布 鲁 克 公式 (1939 年 ); 
1 9.35 e 
g ts 022+ б). (9.6.8) 
当 e=0 时 ,此 式 化 为 光滑 圆 管 的 普 朗 特 一 施 里 希 廷 公式 (9.5.11). 所 谓 水 力学 


光滑 国 管 情形 ( 辽 "e<5) ,相当 于 上 式 括号 中 让 <2.35 的 情形 ,于 是 。 的 影响 
9.35 


可 忽略 不 计 . 而 完全 粗糙 贺 管 情形 (一 то), мич ».9:35 ,因此 Re 


в" 
的 影响 可 以 忽略 不 计 而 得 到 
1 
VA 
上 述 科 尔 布鲁克 公式 (9.6.8) 虽 然 应 用 范围 较 广 , 却 是 4 的 隐 函 数 形式 ,不 便 应 
用 ,后 来 有 人 对 它 拟 合 出 一 个 4 的 显 式 表达 式 : 


= 1.14 - 2.089. (9.6.9) 
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А = 0.25[lg(e/3.7D) + (5.74/Re®’)]™. (9.6.10) 

此 式 适 用 于 大 部 分 过 渡 型 圆 管 ,也 适用 于 完全 粗糙 圆 管 . 

以 上 的 图 和 公式 都 是 根据 尼 库 拉 德 塞 用 人 造 粗 糙 管 所 做 的 实验 发 展 起 来 
的 . 工程 实践 中 应 用 的 管子 不 见得 完全 满足 实验 中 的 条 件 . 1944 年 穆 迪 用 实验 
方法 测 出 了 不 同 粗糙 度 的 市 售 圆 管 的 摩擦 因子 1 ,并 制 成 了 方便 的 1= А (Ре, 
e/D) 曲 线 , 叫 做 穆 迪 图 (图 9.16). 穆 迪 图 在 工程 上 有 着 广泛 应 用 . 

知道 了 摩擦 因子 4 之 后 ,很 容易 由 (9.5.5) 式 算出 修正 的 伯 努 利 方程 中 的 
ЖЖЖ h. 


下 面 的 例题 会 告诉 我 们 在 具体 问题 中 应 如 何 根据 号 -判断 管子 属于 何 种 


类 型 ,从 而 选用 正确 的 公式 求解 . 

例 9.1 设 汽油 流 过 内 直径 D =152 mm 的 铸铁 管 ,汽油 的 运动 粘度 系数 y 
=0.37 107% nr/s, 密 度 p=670 kg/m. 车 体积 流量 Q. = 170 L/s, RRi P 
必 区 的 时 均 速 度 剖 面 ,并 确定 单位 长 度 圆 管 壁 所 受到 的 流体 阻力 F. 

Юй 根据 所 给 圆 管材 料 , 由 表 9.1 查 出 壁面 平均 粗糙 度 为 e= 0.26 mm, H 
此 算出 : 


e _ 0.26 _ 
É = 0:25 = 0.00171 
流动 的 平均 速度 为 
= е = „Шы. = 9.369 m/s. 
g? (0.152 m)2 
流动 的 雷诺 数 为 | 
Re = Ур = 2.369 x 0-132 = 3.849 x 10. 
根据 上 述 e/D 和 Re T H383B (E 9.16) 上 查 出 
) = 0.022. 


(也 可 以 用 近似 公式 (9.6.10) 来 算 , 得 =0.022 48, 相 差不多 . ) 根 据 (9.5.9) 式 
可 以 求 得 壁面 前 应 力 | 
| rw 上 = ТАН = $ X 0.02 2 x 670 x (9.369) = 161.7 Pa. 
于 是 易于 算出 单位 长 度 圆 管 所 受到 的 流体 阻力 为 
F =| r, | zD = 161.7 x xz x 0.152 = 77.23 N/m. 


H TRIR O БОЯ НЕП, Н СХ RRE, 


БЕ АИ 607 m 
О, = р = 670 = 0.491 3 m/s, 
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U, e _ 0.491 3 x 0.000 26 


ç 037х108 = 345.2. 


因为 一 "< >70, 本 例题 为 完全 粗粮 管 情形 ,可 用 (9.6.5) 式 求 速度 剖面 


z = U. (2.5 7 +8.5) = 0.491 3(2.5 In s +8.5) 


_— x _ 
0.26 x 10 
Bp 
п = 1.2281п y + 14.315. 
此 式 中 у 的 单位 是 m,u 的 单位 是 m/s. 由 此 式 可 知 , 当 y= D/2=0.076 m 时 ， 
速度 达到 最 大 值 : 
йш = 11.150 m/s. 

而 假若 流动 为 层 流 , 则 应 有 u с ӨЕ = 18.738 m/s. TJ I Jm W AY ЛЕ ВЕ J ТЩ He 
层 流 的 要 平坦 得 多 . 

答案 :单位 管 长 流体 阻力 为 77.23 N/m, 速 度 剖 面 为 

=1.2281п y+14.315. 

最 后 我 们 指出 ,在 一 般 情况 下 尽管 粗糙 圆 管 比 光滑 圆 管 的 流体 阻力 大 ,但 近 
年 的 实验 研究 表明 ,如 果 在 管内 表面 按 一 定 的 图 案 精 心 刻 划 细 致 的 条 纹 , 则 可 能 
使 管 流 的 阻力 降低 . 这 一 想法 最 初 是 由 对 溜 鱼 皮 的 观察 得 到 启发 的 ,目前 实验 
室 的 试验 已 表明 用 此 法 最 大 可 减 阻 7% (Ж, AIAA85 — 0546 RE). 有 关 这 种 减 
阻 方法 的 机 理 仍 在 探索 中 . 


9.7 平面 湛 流 速度 与 温度 边界 层 方 程 组 


前 一 章 中 讨论 了 层 流 边界 层 问 题 ,但 在 自然 界 和 各 种 工程 技术 中 更 多 的 是 
湾流 流动 , 因 之 ,研究 清流 边界 层 具有 更 重要 的 实际 意义 . 它 与 摩擦 , 传 热 与 传 
质 系数 等 均 有 极 密切 的 关系 . | 

与 平面 层 流 边界 层 方程 组 不 同 ,建立 平面 湾流 边界 层 方程 组 应 从 雷诺 方程 


组 (9.2.8) 至 (9.2.12) 出 发 . 对 于 平面 清流 运动 ,时 均值 0,5020 ош ош, 
y gz gz 


99 ӘТ , 纯 均 为 零 ,但 由 于 汕 流 的 三 维 性 , 涨 落 速 度 分 量 uw' 并 不 为 零 . ЖА 


略 涨 落 压 强 p ,并 应 用 这 些 条 件 去 简化 雷诺 方程 组 (9.2.8) 至 (9.2.12) ,然后 ， 
与 层 流 情 况 相 类 似 , 取 长 度 工 ,时 间 z., 速 度 vw 与 温度 了 -为 特征 量 和 定义 下 列 
无 量 纲 参数 


9.7 平面 涡流 速度 与 温度 边界 层 方程 组 
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* 之 * — SX * _ Ó, * _ ô 
之 = L y L ó, == І. д, 2 L’ 
ЕСИ ШО 
t = t. u = "з U ку: Р Т еи,’ 
т * Т – T. 77% А 72 ж {2 
тет ишо n w” = 
7* __ T К 
a ее 
则 无 量 纲 化 后 的 简化 雷诺 方程 组 为 
аа ш (9.7.1а) 
Iz Әу 
дй" Ег: ди" ж ди* оар д 2 ди” 2% 
КӨК ТЛ аг" ТО ду дж" T Bit a ба} 4 | 
òy 
д 1 [s= zz) — д 一 一 一 ， 
а J> = oka 
+ 和 [证 (下 
б 1 1 бу 
92" _. 3T" * 92" Әр" afi (2® дй" )- == 
St 5 tE. эу" ду ДУ [а д” "дуу = | 
803 8 гу 
2 2 дФ` 12 * 9 PE 7 ж 
ks: РЫ 8. ], (9.7.19) 
dv 1 òy 
д 7 7x 7—7 ж д 7—72 * 
0 = —(—- u )t —(—- оло") + —(— w), (9.7.14) 
ax a ду ) 3z 
aT” _.9Т aT а 1 ӘТ _— 
ИТЕУ. ду* n A | 
бу А 
9 1 әт” 5? ж уух? ж 
рат эл 


其 中 Ф' SELE A ханове 6, 与 8, ЗК 
流 边 界 层 的 速度 与 温度 名 义 厚 度 . 


现在 来 估计 (9.7.1) 式 中 各 项 的 量 级 . 左边 各 时 均 量 及 其 微 商 的 量 级 与 层 

流 边 界 层 时 相同 , 故 略 去 不 记 在 右边 各 项 中 , 5” A ,了 一 六， 同时, 一般 

UA ат", т", а", UT, ee 
之 


, 等 的 量 级 最 高 为 Ò 
(эў б, ). 将 这 些 量 级 记 在 各 项 的 下 方 


先 考虑 (9.7.1d) 式 ,如 果 仅 保留 量 级 为 1 的 项 , 则 在 边界 层 内 沿 y 方向 , i 
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流 应 力 分 量 一 vw 为 一 常数 , 且 与 时 均 速 度 和 温度 无 关 , 故 可 不 予 考 虑 . 

其 次 ,在 (9.7.1c) 式 中 ,如 果 仅 保留 量 级 为 1 的 项 ,可 以 看 出 它 与 层 流 边界 
层 不 同 , 在 满 流 边界 层 内 沿 у 方向 ,时 均 压 强 p 不 再 为 常数 . 如 果 从 层 内 任 一 
点 沿 у 方向 对 该 式 积分 至 边界 层 上 缘 处 一 点 ,并 令 该 点 的 时 均 压强 五 ”为 
五 。(z) ,涡流 应 力 u =v, =0, 则 有 

p' = Б: (2) - 22", 

> dp ` _ dp. а —. 
对 x 微分 SR 2 
与 层 流 情况 相 类 似 , 在 边界 层 上 缘 处 应 用 伯 努 利 定理 后 有 


dp 28 do 
ах” dz 
d É * ао; Ея 775 * 
随 之 de раа Е (9.7.10) 


将 (9.7.1f) 代 入 (9.7.1b) 式 ,除了 暂时 保留 该 式 中 的 


9. ж йул 
— (v? mai м? *) 


дх 
项 以 外 ,方程 组 (9.7. 1) 各 式 中 仅 保 留 量 级 为 1 的 项 ,并 将 其 有 量 纲 化 , 则 变 为 
— = 0, (9.7.28) 
Л 71 u d ë u 7—7 一 7 75 
52 090 +092 = о, T а зу рие |+ ZG-u”), 
(9.7.2Ь) 


Т, _ƏT _ esIT 1 ӘТ 
т 


其 中 耗 散 函数 的 时 均值 通常 用 = ET TORM. 这 样 ,一 方面 可 以 


-pvT |+ Ф, (9.7.20) 


不 增加 新 的 未 知 函 数 , 另 一 方面 - TT PREPIH JEMA RTH 


流 中 吸取 的 能 量 . 
方程 组 (9.7. 2) 就 是 平面 汕 流 边界 层 方程 组 ， 一 般 情况 下 ,(9.7.2b) 式 中 的 


Za? -й йадан СЕИ Ж 6,) ,但 在 研究 分 离 点 时 , 它 往往 很 


重要 . 
对 定常 运动 和 不 考虑 分 离 点 位 置 时 ,方程 组 简化 为 


9.8 平面 注 流 速度 边界 层 的 多 层 模 型 和 它 的 时 均 束 度 分 布 • 189 · 
ӘТ ӘТ д ӘТ · — ди — ]2u 
а 区 ыла лла: 1+ [69 |. (9.7. 3с) 
比较 层 流 与 灌流 边界 层 方程 组 (8. 8.10) 与 (9.7.3), 可 以 看 出 它们 的 不 同 只 是 
(1) 速 度 分 量 u,v ,与 温度 本 用 它们 的 时 均值 ,5 与 去 置换 (2) 压 强项 保持 


不 变 (3) 粘性 项 p зане в стану, [698-0177 ]з 

21, Т соТ ааят воя „ (5%) 用 [x Se] ки. 
这 样 ,定常 平面 层 流 与 湾流 边界 层 方程 组 可 以 合并 写 为 ; 

5 52 = 0, (9.7.4а) 

#5 +058 = ve Plz, (9.7.4b) 

292.097 = 1. [22.98], (9.7. 4с) 

其 中 =н у-н =p, (9.7.44) 

а= 91 -æT = (а + at) 91, (9.7.4e) 


v Ej at 分 别 为 油 流 (或 涡 ) 动 量 与 能 量 的 扩散 率 (或 系数 ). 
对 于 满 流 边界 层 问 题 ,边界 条 件 为 : 
y=0 й(х,0) = ©(х,0) =0 Т(=,0) = Ту, (9.7.5а) 


uv = T = 0, 
у= ©(8,) й = о.(ъ,) у = %(0,) Т = Т.(Т.), (9.7.5Ь) 
uv = GT = 0). 


对 于 层 流 边 界 层 ,首先 去 掉 上 方程 组 及 边界 条 件 中 的 全 部 时 均 符 号 ,然后 令 
-puv =0 M- рс, v T=0. 


ов Зао УАН ZR 
和 它 的 时 均 束 度 分 布 


大 量 实验 结果 表明 : 沿 平面 光滑 壁 的 汕 流 边界 层 可 以 分 为 内 层 (或 壁 区 ) 和 
外 层 ( 或 外 区 ) 两 个 大 层 (或 区 ). 它们 的 范围 随 来 流 与 壁面 的 条 件 而 异 . 一 般 认 


X 0<% <0.15-0.20 为 内 层 ,0. 15-0.20<2<1 为 外 层 . 其 中 у 为 离 壁面 
距离 ,6, 为 庙 流 边界 层 的 名 义 速度 厚度 . 外 层 以 外 的 区 域 为 无 粘性 主流 区 . 如 
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图 9.17 所 示 . 一 般 说 来 ,内 层 与 外 层 分 别 受 壁面 与 无 粘性 主流 的 影响 较 大 . 
无 粘 主流 


名 义 边 界 层 厚 度 


前 应 力 剖 面 


图 9.17 淇 流 边界 层 的 划分 


对 于 光滑 壁 ,内 层 还 可 再 分 为 三 个 子 层 , 即 粘性 底层 ,缓冲 层 和 完全 应 流 层 . 
粘性 底层 是 直接 与 固 壁 相 邻 的 一 个 薄 层 , 它 的 流动 特性 , 因 受 固 壁 影响 ,主要 由 
流体 的 粘性 (表现 为 剪 切 力 ) 决 定 . 此 层 之 外 , 湛 流 的 惯性 作用 (表现 为 雷诺 应 
力 ) 相 对 于 流体 的 粘性 作用 变 得 愈 来 愈 重要 . 以 致 到 完全 汕 流 层 时 , 流动 的 特性 
主要 由 涡流 的 惯性 作用 决定 . 而 流体 的 粘性 作用 几乎 可 以 完全 忽略 不 计 , 在 这 
两 个 子 层 之 间 ,还 存在 一 个 相当 薄 的 缓冲 层 , 在 这 层 内 , 湛 流 的 惯性 作用 与 流体 
的 粘性 作用 几乎 占 同样 重要 地 位 . 当然 ,三 个 子 层 内 的 流动 特性 实际 上 是 逐渐 
变化 的 ,并 没有 明显 的 分 界线 . 

外 层 是 完全 满 流 流动 ,具有 较 强 的 涡 量 分 布 , 它 的 流动 特性 受到 无 粘性 主流 
与 内 层 流动 的 影响 ,一般 具有 更 复杂 的 流动 结构 . 

在 外 层 与 无 粘性 主流 区 之 间 存 在 一 个 界面 , 它 是 由 于 两 个 区 域内 的 涡 量 水 
平 不 同 ,通过 流体 的 粘性 作用 形成 的 ,这 一 界面 通常 称 为 粘性 超 层 , 它 的 厚度 一 
般 认为 与 科 莫 哥 洛 夫 的 长 度 尺度 同 量 级 ， Be 
界面 . (参见 附录 (A) 照 片 9). 

现在 来 简单 讨论 一 下 沿 光滑 固 壁 的 湛 流 时 均 速 度 分 布 问 题 . 与 圆 管 淇 流 的 
情况 相 类 似 , 对 粘性 底层 ,完全 满 流 层 和 外 层 可 以 用 量 岗 分 析 或 混合 长 理论 导出 
半 经 验 的 时 均 速 度 分 布 公式 ,并 利用 实验 结果 确定 其 中 的 待定 常数 . 大 量 实验 
与 分 析 结 果 表 明 : 沿 光滑 固 壁 与 沿 光 滑 圆 管 的 漠 流 流动 ,在 粘性 底层 与 完全 满 流 
两 个 子 层 内 具有 相同 的 时 均 速 度 分 布 . 而 在 缓冲 层 内 ,由 于 流体 的 粘性 与 满 流 
的 惯性 起 同样 重要 的 作用 ,难于 从 理论 上 处 理 , 一 般 均 用 经 验 公 式 , 这 样 , 在 沿 固 
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B OMARE РЧ, ЖЕН УЖ BE y Eks 


内 层 的 壁面 律 
粘性 底层 и'=у', у'<5, (9.8.ба) 
缓冲 层 u` =5.01п y —3.05, 5<y* <30, (9.8.6b) 
пем и =2.5 y* +5.5, y* >30, (9.8.6с) 
外 层 的 速度 亏损 律 
= 2.5 — 2,44l Ž, (9.8.6d) 
其 中 и Ж (9.8.бе) 


30 о Ludwieg 与 Tillmann А 4 
& 长 lebanoff 与 Diehl 
用 区 бдон 


9.18 光滑 壁 附近 的 平均 速度 分 布 ( 引 自 参考 书 [33]) 


最 后 ,还 应 指出 ;如果 流动 雷诺 数 很 大 ,对 数 律 (9.8.6c) 的 适用 范围 可 高 达 
=1 200, 但 雷诺 数 较 小 或 存在 逆 压 梯度 时 , 则 将 小 于 此 值 . 


9.9 平面 灌流 速度 边界 层 内 一 些 重 要 
灌流 特性 的 实验 结果 


在 研究 漠 流 运动 时 ,除了 了 人 解 湛 流 的 时 均 速 度 与 温度 分 布 以 外 ,更 为 重要 的 
是 了 解 它 的 满 流 特性 如 满 流 度 ,雷诺 应 力 和 涡 的 扩散 性 等 ,因为 它们 直接 关系 到 
流体 的 各 种 输 运 性 质 . 不 幸 的 是 到 目前 为 止 仍 不 能 用 理论 方法 来 进行 这 些 研 
而 只 能 依赖 于 实验 来 获取 有 关 的 资料 . 现 以 沿 光 滑 壁 的 油 流 边界 层 为 例 , 简 
单 地 介绍 一 下 这 些 实验 结果 . 
(一 ) 相对 灌流 度 


这 是 一 个 代表 油性 相对 强 弱 的 量 . CE х,у 与 = 方向 的 分 量 分 别 用 2， 


192° 第 九 章 “” 粘性 不 可 压缩 流体 的 涡流 运动 


жїз җук, дир и] =, =1,2,3. 图 9.19(a) 与 (b) 为 一 滑 零 压强 梯度 
光滑 壁 边界 层 内 相对 清流 度 的 分 布 昌 线 .图 (a) 为 一 放大 图 , 它 代表 最 靠近 壁面 
的 结果 . 图 中 , 蔚 2? 与 妃 : 的 虚线 部 分 表示 目前 尚 缺 乏 可 靠 的 数据 ,但 可 以 推断 


全 将 随 y 的 减 小 线性 地 趋 于 零 , 而 5 则 按 连续 性 方程 必须 按 y” 的 形式 趋 于 
Ж. 图 (b) 中 还 画 出 了 时 均 速 度 廊 线 . 从 这 些 图 中 可 以 看 出 : 


` | x К Ве, Ж 5X104 
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-一 一 一 “一 
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0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1.0 
Y/ôy 


(b) 
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1. 时 均 速 度 虽 然 是 二 维 的 ,但 涨 落 速 度 却 三 个 方向 均 存 在 ,这 表明 了 满 流 
的 三 维 性 . 

2. 三 个 方向 的 淇 流 度 分 量 是 不 相同 的 , 傅 近 壁面 差别 全 大 ,这 表明 边界 层 
内 的 汕 流 是 各 向 异性 的 ,进入 无 粘性 主流 区 以 后 ,这 种 差别 减 小 ,并 逐渐 趋 于 零 ， 


3. 人 的 值 最 大 ,< 次 之 ,二 2 的 值 最 小 ,这 是 由 于 时 均 速度 主要 沿 方向， 
在 固 壁 附近 它 的 变化 较 大 ,速度 梯度 也 大 ,流动 不 够 稳定 ,易于 产生 较 大 的 速度 
涨 落 ,而 在 y 方向 则 由 于 受到 固 壁 的 限制 ,的 值 最 小 . 


4. MME, e EAE y" = 15,60 与 450 处 达到 最 大 值 ,这 是 
因为 由 时 均 速 度 梯度 所 产生 的 涡 在 邻近 固 壁 的 粘性 底层 与 过 渡 区 内 具有 较 强 的 
一 维 性 ,使 < + 的 值 在 这 区 域内 迅速 增加 , 待 涡 旋 进入 完全 满 流 区 以 后 , 它 的 运动 


Uw 
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自由 度 增 加 并 成 为 三 维 涡 , 这 使 三 个 满 流 度 分 量 可 能 同时 增加 ,或 者 甚至 出 现 
u < 已 开始 下 降 ， me 522 仍 保持 增加 趋势. 


5. 进入 外 层 区 以 后 ,时 均 速 度 渐 趋 均匀 Pe EU S T W BE y Bt T EE 
趋势 , 且 它 们 的 数值 渐 趋 接近 . 


б. 粘性 底层 内 虽然 有 较 强 的 粘性 作用 ,但 满 流 度 分 量 仍 有 较 大 的 值 ,至 
于 是 否 存在 区 2 与 刀 分 量 尚 不 得 而 知 

(二 ) 雷诺 应 力 

RODOS OAREN - ® эд“ ma уг 的 变化 . 其 中 图 


со 


(a) 为 一 放大 图 , 它 表示 紧 靠 光滑 壁 的 实验 结果 . 从 这 些 图 可 以 看 出 : 
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(а) (b) 


89.20 WWM УЕН ШИЕЛИ (5| B #3#35[33]) 


1. MEEA g у =20 以 前 旺 线性 上 升 ,以 后 缓慢 增加 ,直至 y* = 
40 左右 . 在 40<y <300 之 间 几 乎 保持 为 常 值 ,以 后 ,开始 下 降 ,直至 边界 层 上 
缘 附 近 它 的 值 才 趋 于 零 . 在 大 部 分 范围 内 它 的 值 均 仅 为 冯 : ы #2 1, — А, 
或 者 更 小 . | | 

2. ATSE EE С) а Т TE NC М. 在 


粘性 底层 内 (y " <5) 粘 性 前 应 ZH SETE, у >30 以 后 ,雷诺 应 力 占 主导 地 
位 ,在 这 两 区 之 间 粘 性 剪 应 力 与 雷诺 应 力 占 同 等 重要 地 位 . 

(=) WARA DE RERA) v 

它 相当 于 层 流 运动 中 的 运动 粘度 (或 动量 分 子 扩散 ) 系 数 v. 
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9.21(a) 与 (b) 为 无 量 纲 涡 动量 扩散 率 (或 系数 ). 在 满 流 边界 层 内 随 y* 
或 这 的 变化 ,其 中 (a) 为 一 放大 图 . 从 图 中 可 以 看 出 


x Townsend 的 数据 
Rene (8— 4) X 10* 
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图 9.21 жя RP SERT Wk £ ЖОЛУН G B2#+[33]) 
1. 在 y <40 的 范围 内 ,二 六 ЖЖ y 变化 , 且 指数 п 大 约 为 2. 


2. 在 40<y <450 的 范围 内 ,地 rS Ж y 的 增加 呈 线 性 增加 ,以 后 增加 减 
慢 ,到 y = 
缘 附 近 接 近 于 零 . 


一 一 AvOox Corrsin 与 Kistler 
Klebenoff 


0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 08 09 1.0 
0/8, ` 


9.22 WL RES ЕК А-У (5| B > -B[33]) 


(四 ) 间歇 因子 
流 场 中 某 一 给 定点 上 ,流动 保持 为 湛 流 的 时 间 分 数 称 为 间 吹 因子 . 这 里 用 
О, 表示 . 例如 流动 连续 为 汕 流 或 层 流 时 ,它们 的 间 欢 因子 O, 分 别 为 1 与 0. 从 
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图 9.22 可 以 看 出 ;在 0< 2-<0.45 的 范围 内 ,Q; 基本 上 保持 为 1,¥ >1.1 以 后 


Q, 趋 近 于 零 ,在 0.45<2<1. 120, 逐渐 从 1 变 为 0, 并 可 近似 地 用 高 斯 误 


差 函数 表示 . 

(五 ) 拟 序 运动 (参阅 参考 文献 [12]) 

Ж 40 年 来 ,人 们 对 汕 流 边界 层 内 的 拟 序 运动 进行 了 大 量 实验 研究 ,取得 了 
丰硕 成 果 , 大 大 提高 了 人 们 对 满 流 结构 的 认识 . 这 些 研究 由 于 受到 实验 技术 与 
方法 的 限制 都 是 对 低 雷 诺 数 (Re;， <5x 103 ) 和 光滑 平板 进行 的 . 通常 将 у' > 
100 与 y' <100 的 区 域 分 别称 为 外 区 与 壁 区 (或 外 层 与 内 层 ) , 壁 区 又 分 为 三 个 
子 区 , 即 粘性 次 层 , 缓 冲 区 和 完全 汕 流 区 ,前 二 者 有 时 又 合 称 为 近 壁 区 ,在 下 面 的 
叙述 中 , “低速 "与 “高 速 " 系 指 在 у 坐标 点 上 对 时 均 速 度 的 扰动 ,通常 用 它们 描 
述 流向 速度 , 即 - “与 + wu 分 别 为 低速 与 高 速 . 

在 消 流 边界 层 中 ,特别 是 在 壁 区 内 ,充满 了 作 随机 运动 的 各 种 涡 , 也 存在 着 
大 量 各 式 各 样 的 剪 切 层 ,一 般 认为 它们 的 局 部 不 稳定 性 导致 了 涡 的 诞生 ,但 无 论 
是 在 粘性 次 层 , 缓 冲 区 或 外 区 内 , 均 尚 存在 着 具有 各 自 不 同 结 构 特征 的 拟 序 运 
动 ,对 于 大 多 数 情况 ,这 些 结构 属性 的 方差 值 相对 于 它们 的 时 均值 而 言 ,还 是 比 
较 大 的 ,因而 是 可 以 测量 的 . 

在 外 区 ,由 于 沸 流 / 非 淇 流 界 面 两 侧 的 涡 量 不 同 ,在 界面 上 形成 许多 三 维 的 
凸 块 ,它们 在 z 与 z 方向 的 尺度 大 致 与 边界 层 的 厚度 相当 ,它们 的 特征 是 在 平 
均 应 变 方向 作 缓慢 的 旋转 运动 ,在 这 些 凸 块 的 边缘 上 将 产生 无 旋 的 深谷 ,通过 
它 ,自由 流 的 流体 被 夹带 入 满 流 区 内 ,由 于 夹带 与 是 块 的 相互 作用 ,在 是 块 的 下 
方 通常 可 以 观察 到 一 个 大 而 弱 的 横向 有 旋涡 ,或 称 夹带 涡 , 它 的 大 尺度 运动 支配 
着 外 区 的 间 吹 性 ,也 就 是 运动 是 拟 序 的 ,在 夹带 涡 的 上 游 ,高 速 流体 冲击 着 它 的 


上 游 一 侧 ,高 速 流体 与 下 游 低速 演 体 的 界面 处 存在 着 济 的 3 2 和 (或 ) 3 的 


剪 切 层 ， REMADE тинен ESRAR, SN 
Æ 9.23(a) 5 (b). 

粘性 次 层 并 不 是 层 流 , 缓 冲 区 也 不 是 从 层 流 过 渡 至 淇 流 含义 上 的 过 渡 区 . 
它们 的 流向 速度 场 都 被 重组 为 许多 高 速 -与 低速 - 流向 速度 相交 蔡 而 又 细 长 的 
非 定常 区 ,或 称 流 条 ,在 粘性 次 层 中 ,低速 流 条 的 平均 展 向 间距 大 约 是 粘性 长 度 


二 的 100 倍 (至 少 直到 Ке, ^6 x 10° 是 如 此 ). 在 整个 次 层 内 ,低速 流体 间 歌 


地 ,局 部 地 和 猛烈 地 向 外 向 上 喷射 ,而 上 方 的 高 速 流体 则 间歇 地 和 迅速 地 以 小 倾 
角 直 接 人 涌 壁 面 ,并 伴 以 几乎 与 壁面 平行 的 掠 扫 运 动 , 这 些 近 壁 活动 使 边界 层 内 
的 大 部 分 庙 流 在 缓冲 区 内 生成 . 并 将 这 一 过 程 称 为 湛 流 独 发 , 它 由 一 喷射 独 发 
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图 9.23 ЖИА 5 


与 一 人 涌 狂 发 构成 一 循环 周期 ,而 且 前 者 远 比 后 者 强烈 ,实验 结果 表明 :在 y" 
12 以 外 的 区 域内 ,喷射 运动 是 -ww 的 主要 贡献 者 ,而 壁面 附近 的 掠 扫 运 动 
则 支配 着 雷诺 应 力 ,参见 图 9.24. 


图 9.24 汕 流 边界 层 的 环形 涡 


在 生成 满 流 的 过 程 中 ,缓冲 区 内 也 生成 了 许多 涡 , 这 些 涡 对 于 本 区 低速 流 条 
的 形成 起 着 重要 作用 ,但 与 粘性 次 层 中 的 低速 流 条 相 比 ,它们 要 短 一 个 数量 级 . 
同时 ,在 喷射 - 人 涌 的 循环 过 程 中 ,速度 剖面 u(y) 与 wx(z) 内 出 现 瞬 时 拐 折 是 
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极 可 能 的 ,它们 可 以 深 卷 起 来 成 为 相当 强 的 半 流 向 涡 , 随 着 运动 的 发 展 , 涡 的 头 
部 开始 想起 , 越 往 下 游 ,起 得 越 高 , 离 壁 越 远 ,形成 环形 (马蹄 形 、 发 来 形 或 A Ж) 
涡 结构 ,参见 图 9.24, 它 们 在 洪流 的 生成 中 也 扮演 着 某 种 角色 ,但 它们 在 空间 的 
演化 细节 和 具体 几何 形状 尚 缺乏 共同 的 认识 . | 

ЗЕЛ ВЕ DC ру, НОЕ RHS 3k ХАРАЖ B ЕНЕН ‚Н руі 2 
接 和 间接 地 影响 着 外 区 的 行为 ,前 者 如 喷射 运动 是 一 个 相当 快速 的 传 质 过 程 ,而 
后 者 如 半 流 向 涡 结构 的 逐渐 加 强 与 缓慢 地 向 外 移动 ,以 及 涡 与 涡 之 间 的 相互 作 
用 等 ,这 些 影响 均 可 能 依赖 于 雷诺 数 . 反 过 来 ,外 区 的 流体 活动 如 夹带 涡 也 肯定 
会 影响 着 近 壁 区 的 满 流 生成 过 程 , 随 之 也 影响 着 壁 前 应 力 和 壁 传 热 性 质 等 ,也 许 
这 些 影响 不 是 支配 性 的 . 目前 这 方面 的 情况 是 外 区 与 壁 区 之 间 的 动力 关系 了 解 
甚 少 . 

关于 灌流 边界 层 结构 ,需要 进一步 研究 的 问题 包括 : 

‚ (1) 近 壁 流 条 的 形成 

(2) RRE 

(3) 从 壁 区 到 外 区 的 动量 与 质量 传递 

(4) 从 外 区 到 壁 区 的 动量 与 质量 传递 

(5) 雷诺 数 效 应 和 近 壁 潮流 生成 过 程 中 所 需 的 最 佳 尺度 变量 

(6) 马蹄 /发 夹 /环形 涡 的 存在 与 作用 等 . 
其 中 最 受 人 关注 的 是 近 壁 区 内 汕 流 生成 的 狸 发 过 程 . 
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与 层 流 边 界 层 相 类 似 ,要 想 求 淇 流 边界 层 的 准确 解 ,必须 解 清流 边 
界 层 方程 组 (9.7.3), 但 它 是 一 个 不 封闭 的 方程 组 ,因为 ,与 层 流 情况 相 
比 , 它 多 包含 了 两 个 未 知 函 数 , 即 雷诺 应 力 — o u o 和 由 于 淇 流 所 引起 的 每 
单位 面积 的 能 量 流量 - vT. 为 了 求 速度 与 温度 边界 层 的 解 ,必须 增加 一 定 
数量 的 辅助 方程 ,使 其 成 为 一 完整 封闭 的 方程 组 . 目前 ,最 常用 的 方法 是 对 
-pu v 与 ~pcvT 了 项 作 不 同 的 假定 ,形成 不 同 的 模式 . 以 速度 边界 层 为 例 ,有 
一 阶 (或 涡 扩散 率 ) 模 式 和 二 阶 (或 雷诺 应 力 ) 模 式 等 . 前 者 将 雷诺 应 力 与 时 均 速 
度 场 直 接 联 系 起 来 即 


= :9 
-puv = оё у, 
其 中 ”为 涡 动 量 扩散 率 , 它 的 量 纲 为 LS-:. 根据 这 点 又 可 分 为 三 种 模式 , 即 


. 198. 第 九 章 “” 粘性 不 可 压缩 流体 的 涡流 运动 


эй 


оу [> 零 (或 代数 ) 方程 模式 ， 


VC Ku, ”一 (或 天 一) 方程 模式 ， 
Ке, 二 (或 及 - e) 方程 模式 ， 

其 中 1,K 5e 分 别 为 混合 长 ,洪流 动能 与 洪 能 耗 散 . 第 一 种 模式 是 将 混合 长 用 
一 代数 方程 去 描述 ,第 二 种 模式 是 除了 给 定 混合 长 的 代数 方程 以 外 ,还 加 上 一 个 
代表 湛 流 动能 K 保持 平衡 的 偏 微 分 方程 ,使 它们 与 时 均 速度 方程 组 联 立 求解 
这 样 ,不 仅 可 以 获得 时 均 速 度 分 布 ,而 且 还 可 获得 消 流 动能 K 分 布 . 第 三 种 模 
式 是 除了 给 定 混合 长 与 满 流动 能 方程 之 外 ,再 加 上 一 个 表示 潍 能 耗 散 е 保持 平 
衡 的 偏 微分 方程 ,并 使 它们 与 时 均 速 度 方程 组 联合 求解 . 至 于 二 阶 (或 雷诺 应 
为 ) 模 式 实际 上 是 将 各 雷诺 应 力 与 济 能 耗 散 等 所 应 满足 的 偏 微分 方程 和 时 均 速 
度 方程 组 联合 求解 ,所 以 又 称 为 多 方程 模式 .显然 ,这 些 模式 所 涉及 的 方程 组 都 
是 相当 复杂 的 ,除了 极 简单 的 情况 外 , 一 般 都 只 能 用 数值 方法 求解 ,这 里 不 再 讨 
论 . 

现在 介绍 一 种 计算 平面 灌流 边界 层 的 最 简单 而 又 实用 的 方法 , 即 利用 动量 
与 能 量 积分 关系 式 去 求 它们 的 近似 解 . 根据 方程 组 (9.7.4) 可 知 , 满 流 边界 层 的 
动量 与 能 量 积分 关系 式 具有 与 层 流 情况 完全 相同 的 形式 ,只 是 它 的 左边 用 时 均 
速度 与 时 均 温度 值 去 置换 速度 与 温度 值 ,而 它 的 右边 则 用 汕 流 流动 的 壁 前 应力 
与 每 单位 面积 的 热流 量 去 置换 层 流 情况 的 相应 值 ， 同 时 ,在 假定 速度 与 温度 剖 
面 时 亦 应 用 时 均值 

与 层 流 边界 层 相 类 似 ,考虑 在 速度 与 温度 分 别 为 we 与 T. 的 均匀 来 流 中 ， 
放置 一 半 无 穷 尖 前 缘 , 零 冲 角 加 热 恒 温 光滑 平板 ,z 5 у 轴 分 别 平行 与 垂直 于 平 
板 , 原 点 取 在 前 缘 处 ,如 图 9.25 所 示 . BERR T, 为 常数 且 T。> T. 和 边界 
层 是 从 原点 开始 的 , 即 在 该 处 厚度 б, 与 0, 均 为 零 . 忽略 能 量 方程 中 的 耗 散 项 ， 
并 认为 沿 平板 方向 不 存在 压强 梯度 . 


1? 


图 9.25 ЕНН Е SIB ИЛИ E: 


现在 分 别 讨论 速度 与 温度 边界 层 . 
(一 ) 速度 边界 层 ( 见 附录 (A) 中 的 照片 9) 
对 定常 平面 无 压强 梯度 流动 ,从 (8.14.4e) 式 有 动量 积分 关系 式 
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daade me (8.14.4e) 


ae Tw 
dr 2 1 ° 
р 
其 中 Su,C; 与 z, DIMA ЙОЛ ЭБЕ ВО 3 E JE HE , BE ЖЕ ЖЕ ОЯТАР ВУЛ 71. 

根据 (9.8.6) 式 ,平面 满 流 边界 层 的 时 均 速 度 剖 面 大 部 分 具有 对 数 形式 ,如 
果 应 用 动量 积分 关系 式 时 ,假定 速度 剖面 为 这 种 形式 , 则 将 得 不 到 简单 的 封闭 形 
式 解 . 另 一 面 ,考虑 到 在 4X10 < Resp<3.2x105 的 广大 范围 内 , 圆 管 淇 流 的 时 
均 速度 分 布 可 以 用 竹 次 形式 的 表达 式 去 近似 ,而 沿 平板 与 沿 圆 管 的 流动 有 许多 
相似 之 处 , 故 可 近似 地 假定 沿 平板 汕 流 边界 层 的 时 均 速 度 分 布 为 


: и = А + Ву" 
利用 边界 条 件 y=0, z=0, A=0, 
у = ô, ü = ve, В = =, 
于 是 有 8-05)", (9.10.1) 
其 中 指数 ”是 雷诺 数 的 函数 . 
将 (9.10.1) 式 代 人 动量 与 位 移 厚 度 定义 ,并 进行 积分 后 有 
= = T 70907 
0 1 

和 S a (9.10.2b) 


其 次 ,将 动量 积分 关系 式 (8.14.4e) 的 右边 改写 为 3.( 或 5,) 的 函数 . 为 此 ， 
注意 有 


сга, 
其 中 atts, = = , Ra, = 5È, 
或 а= Се Mi, 
故 1с,= CiRes, ™, (9.10.3а) 


其 中 C, = C 5. (9.10.3b) 
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将 (9.10.2a) 与 (9.10.2b) 式 代入 动量 积分 关系 式 (8.14.4e) 并 稍 加 改写 后 
变 为 


n +3 dz n 


指数 ”虽然 是 雷诺 数 的 函数 ,但 对 给 定 的 流动 , 它 可 近似 地 看 成 为 一 常数 .积分 
(9.10.4) 式 ,注意 到 = 0，5,= 0, 并 用 z% 生 除 所 得 结果 的 两 边 和 开刀 次 广 


| -2 
ttc (2), — (9.10.4) 


以 后 有 
ó Е 
一 ш C, Re, n+3 , (9.10.5a) 
МА 
п+1 
其 中 O C= | (9.10.5Ь) 
1 


АЖЕК Ж ЛЕЙ ЙОЛ E 0 X BE EE EZE > 方向 的 变化 规律 . 很 显 
МЯ B 0: ~ Re Th ,如 果 n=7( 对 应 于 贺 管 济 流 的 Re = 1.1 


х10°),ДЯ ®*— Re R 2,29. 而 在 В. 11 її}, БЕ йй ЛЕЯ È ~ 


Re, 或 ô ~x”. 这 表明 灌流 边界 层 的 名 义 速度 厚度 较 层 流 边界 层 的 发 展 得 
ER. 这 是 由 于 (1) 在 固 壁 附近 有 更 多 的 动量 向 外 传递 ,(2) 在 不 规则 的 上 缘 处 
有 更 多 的 无 粘性 主流 流体 被 带 人 边界 层 内 . 

现在 来 确定 (9.10.5) 式 中 的 常数 C. 对 光滑 圆 管 中 的 消 流 流动 ,注意 Rep 
=2Rer 和 当 n=7 时 vy =0.817vww 从 (9.5.9) 与 (9.5.15) 式 有 

r, = 0.022 5 ро, Вер. 

如 果 认 为 上 表达 式 中 的 Rer 与 „ЛШ Ке, 与 we 去 置换 后 , 即 可 对 光滑 平 
板 成 立 , 则 有 


2 G, = =£ = 0.022 SRo, t. (9.10.6a) 


将 此 式 与 (9.10.3a) 式 相 比 有 С, = 0.022 5. 再 将 此 值 与 =7 代 和 人 (9.10.5b) 
式 有 С,=0.37. 于 是 (9. 10. 5a) 式 变 为 | 


ò (x) 
х 


тв: (9.10.7) 
随 之 ,利用 此 式 ,(9.10.6a) 式 可 改写 为 

| 2 C, = 0.028 85Ке, +. (9.10.6b) 
再 利用 (9.10.2a) 与 (9.10.2b) 式 和 ?=7, 可 得 
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aa = 0.036Re 75. (9.10.7) 
和 баб) =0.046 2Re "5. (9.10.7с) 
从 (9.10.7c) 与 (9.10.7b) 式 有 

Н = 92 = 1.286. 


ЕТЕК 10. 6a) 式 有 r, ~ v.t, 和 利用 
(9.10.6b) 与 (9.10.7d) 式 有 C,— Re, 7%. 
最 后 ,计算 展 宽 为 1, 长度 为 7 的 平板 上 所 受 的 总 摩擦 力 


1 í 
Ds f rdz = 0.025 5002 (2) 3 
将 (9.10.7a) 式 代入 ,并 积分 有 
D; = 0.036pv% IRe, 7%. (9.10.8а) 
ХХ ЖЕЛ т PL Н] AERIS we 站 成 正比 ,而 层 流 情况 则 与 o. ЈЕ. 
这 意味 着 对 同一 速度 , 满 流 的 摩擦 力 较 层 流 的 为 大 . 总 的 摩擦 系数 


Cp; = = = 0.072875. (9.10.8Ь) 


кн 
根据 实验 结果 ,通常 将 系数 0.072 调整 为 0.074. # 5x10° < Re, <2. 5 x 
10 的 范围 内 ,理论 与 实验 的 结果 符合 得 相当 好 . 如 图 9. 26 所 示 . 


Е С 
ETTE ЕЕ 
ннан 
чан 
LEA 


> 


э Kempf 
O Schoenherr 


Т м», T úi ~ 
SL H ШП үүсүн 
ЧҮЛ ТИПШ 


fis 
Бр аш 
КЕЙ; ЧИНИН! нБ Бана 
СОМ ШИ; 
10} 53 44568 1.52 3456 PE 023, š 4 ТЕЬ 
Re= tal 


图 9.26 光滑 平板 总 的 摩擦 系数 ,理论 与 实验 比较 ( 引 自 参考 书 [19]) 
O 布 拉 修 斯 公式 (8.11.15) © 普 朗 特 公式 (9.10. 8b) 
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(二 ) 温度 边界 层 
根据 前 面 的 假定 ,从 (8.14.9g) 式 有 能 量 积 分 关系 式 
dó, qw Nu 


ах cos (Т, = Ts) PrRe,’ (8.14.9g) 
ЖЕЛ БЕ 61 = Pl le. (8.14.9e) 


如 果 认 为 温度 边界 层 与 速度 边界 层 一 样 ,也 具有 相似 性 解 . 同时 它 的 剖面 
与 速度 剖面 相 类 似 . 则 对 应 于 (9.10.1) 式 ,可 假定 温度 分 布 为 
к =1- (2V. (9.10.9) 
将 (9.10.1) 与 (9.10.9) 式 代 人 (8.14.9e), 进 行 积分 ,并 注意 利用 xz=0,6.,=0 和 和 
(9.10.2a) 式 ,于 是 有 
- à /6, 
现在 来 改写 (8.14.9g) 式 的 右边 ,对 于 沿 平板 的 层 流 温度 边界 层 , 从 (8.11. 
23) 式 有 


Nu = + СүКеРГ??, 0.6 < Pr < 10. (8.11.23) 


这 也 是 雷诺 类 比 关系 式 . 在 8.9 节 中 曾经 提 到 过 ,雷诺 类 比 对 满 流 流动 也 近似 
成 立 , 只 是 式 中 的 层 流 C, 值 要 用 相应 的 满 流 值 去 置换 ,这 样 , (8.11. 0а 
写 为 


= ке o p. 4. (9.10.11) 


RARA W W 1# б 78 48 #| ЗЕ uE 3. 将 (9. 10. 11) 与 (9. 10. кее 
(8.14.9g) 式 后 可 写 为 


„ 25. 
202, |= CiRe, apri (E) (9.10.12) 
从 8.11 TEA ERWI RMT Pr 数 , 即 为 一 常数 . N 
光 动 也 成 立 , 则 (9.10.10) 式 中 的 时 也 是 一 常数 这 样 ,(9.10.12) 式 为 一 对 6, 


的 一 阶 常 微分 方程 . 现在 先 暂时 假定 全 -为 一 常数 ,这 一 点 以 后 可 以 得 到 证 明 . 


于 是 ,积分 (9.10.12) 式 ,注意 利用 x =0, 6,=0, 并 在 所 得 式 的 两 边 除 以 са n 
利用 (9.10.2a) 式 , 则 有 
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п+3 n-i 
(2)" _ (n+2)(n +Эс,р%не a (È) ntT 
х п д, 
n-li - 
ó _2(n+ 22. я(п+3) 
或 =: =C,Pr ЖЗ) Re, (2) (9.10.13) 
此 式 除 以 (9.10.5a) 式 后 有 
$ Е реВ (à) 
Ó, F дн 
或 := Pr 3+, (9.10.14) 


5, 
这 就 证 明了 对 湾流 流动 ,全 仍 为 一 常数 . 将 (9.10.14) 代 入 (9.10.13) 式 , 即 可 得 
温度 边界 层 的 名 义 厚度 函数 | 


с = C, Re, thy рузй. (9.10. 15a) 
如 果 取 n=7, 则 有 
| š, = 0.37Re, 3 Pr" (9.10.15b) 
和 зере. (9.10. 15c) 
№ (9.10.10) Жш JE EE 
д, = 0.361Re 3 Pr. (9.10.15) 


398 (9.10.16) 


0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.8 10° 2.0 3.0 4.06.08. 0 
я Re, 


图 9.27 Sz ЖЕ Ре, 的 变化 ( 引 自 参考 书 [34]) 


如 果 所 需要 的 不 是 边界 层 厚度 而 是 传 热 性 质 , 则 可 不 必 求 方程 (9.10.12) 的 
解 ,而 是 直接 利用 雷诺 类 比 关系 式 (9.10.11) 即 可 得 到 St 数 或 Nw Ж. 当 n=7 


时 ,从 (9.10.11) 与 (9.10.3) 式 ,并 注意 到 С, =0.022 5 和 Ке, =0.37Pe, 5 WA 
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St = 0.028 8Re, $ Pr Š. (9.10.16) 
与 对 空气 的 实验 结果 相 比 ,在 0.5< Pr<1.0 55х10 < Re, <5x 10° 的 范围 
内 ,一 般 将 右边 Pr 数 的 指数 从 地 调 整 为 凶 , 则 与 实验 结果 更 为 符合 ,如 图 9.27 
所 示 . 
将 (9.10.15b) 代 入 (9.10. оиа = ‚ ®Ж(х,у) 
的 函数 . 并 以 Pr 数 和 指数 x 作为 参数 . 
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ТЕ 9.8 节 中 讨论 了 平面 灌流 边界 层 的 多 层 模 型 . 它 是 建立 在 经 验 与 半 经 验 
理论 之 上 的 ,对 于 描述 时 均 速 度 分 布 , 它 能 给 出 令 人 满意 的 结果 . 在 该 模型 中 曾 
经 假定 在 整个 粘性 底层 内 流体 的 粘性 起 主导 作用 ,以 致 由 汕 流 速度 与 温度 涨 落 
所 引起 的 输 运 现象 可 以 完全 忽略 不 计 ( 即 v = a' =0). 实践 表明 如 果 用 这 一 假 
定 去 求 能 量 方程 的 解 ,往往 会 给 出 过 低 的 对 流传 热 系 数 ,特别 是 在 高 Pr 数 时 更 
是 如 此 . 这 是 因为 在 粘性 底层 内 即使 仅 留 一 个 很 小 而 又 有 限 的 v' 值 ,也 许 它 对 
动量 输 运 的 影响 可 以 忽略 ,但 它 却 可 使 传 热 系数 的 值 大 大 提高 , 因 之 ,需要 这 样 
一 个 模型 , 它 在 粘性 底层 内 ,vy 与 w 为 有 限 值 ,直到 固 壁 处 它们 才 趋 于 零 ， 

实验 也 已 证 明 在 粘性 底层 内 存在 着 一 定 的 灌流 涨 落 量 . 1956 F Е.К. W. 
德 律 斯 特 (参考 文献 [3]) 根 据 这 点 并 联想 到 当 一 无 穷 平板 在 粘性 流体 中 沿 水 平 
方向 作 简 谐 振荡 时 ,流体 振幅 将 随 离 开 板 面 垂直 距离 у 的 增加 而 衰减 ,其 规律 


为 e 4 ,其 中 A 为 一 常数 , 它 依赖 于 平板 的 振荡 频率 和 流体 的 运动 粘度 系数 . 反 
之 , 当 平板 固定 ,流体 相对 于 平板 振荡 时 ,必须 对 流体 的 振荡 加 一 阻尼 因子 
[1-e 2]. 于 是 ,他 提出 了 修改 的 混合 长 假说 , 即 令 混合 长 度 
| I = Kny, , (9.11.1) 
其 中 ”为 阻尼 因子 ,并 为 常数 . 
现在 来 考虑 适用 于 整个 内 层 区 的 连续 壁面 和 假定 压强 梯度 与 耗 散 项 的 影 
响 可 以 忽略 , 则 定常 平面 消 流 边界 层 方程 组 (9.7.4) 变 为 


ди ‚до _ 
лу Т (9.11.2а) 
ди ди\_ дт 

{и ЗЕ +038) = 2, (9.11.2Ь) 
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ы °y] 54, (9.11.2с) 
y 

其 中 TE- y био А - (9.11.2d) 

g= aT pT. (9.11.2e) 


这 里 的 x,w 和 了 人 已 将 时 均值 符号 略 去 . 边界 条 件 为 
y=0,u=v=0,T=T,, uv = T =0, (9.11.3a) 
У = o, u = uo, o = 0, T = T<, uv = G T = 0. (9.11.3b) 
根据 边界 层 内 层 区 与 外 层 区 的 特点 ,可 将 这 一 方程 组 大 大 简化 . 现 以 内 层 
区 为 例 ,该 区 是 一 个 紧邻 壁面 的 流体 薄 层 ,在 此 层 内 ,各 时 均 量 如 o, T SESI z 
的 微分 已 小 到 可 以 忽略 不 计 , 同 时 ,时 均 速 度 分 量 v 的 值 也 可 近似 地 用 壁面 处 
=0 的 值 去 替代 . 这 样 ,方程 组 (9.11.2) 中 前 三 个 方程 简化 为 


s= =0 和 34 = 0. 
y y 
这 意味 着 = 与 g 仅 依 赖 于 z 而 不 依赖 于 y. 如 果 它 们 的 值 用 壁面 的 值 +, 与 q, 


去 近似 , 则 方程 组 (9.11.2) 中 的 后 两 个 方程 变 为 
9 


tw = p 3y Pu, (9.11.4a) 

q. = kE — pep UT. (9.11.4b) 
ШАНАК т Wi ñ s gu 2 , BB < 

=Q ер (E) , (9.11. 5a) 

aT = HEE), (9.11.5b) 


其 中 ! 为 混合 长 , Pr, ЗИН ГОН SE БИЙДЕ ШИЕ 2 
比 , 即 


__ dT 
Pr, = 55, = ЧУ. (9.11.5с) 
v ‚би 
ау 
将 (9.11.S$a),(9.11.5b) 式 与 (9.11.1) 式 代入 (9.11.4a) 与 (9.11.4b) 式 后 有 
с. = zS + okèn (88) I (9.11.6a) 
dT К?п? > du dT 


(9.11.6Ь) 


ду e Pr, > dy ду` 
用 下 列 定义 无 量 纲 化 上 两 式 
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+_ u + MK. У + si 
u а, у 一 j’ T ETS 
и. = JZ, Т. = -2 
Np cou , 
则 方程 组 (9.11.6) 变 为 
_ du’ 2 „2 (а) 
j dy + K“n °y Б (9.11.7а) 
+ 21772, + + 
= -L df Кл әби аг (9.11.7) 


注意 (9.11.7a) 式 为 对 -的 二 次 代数 方程 ,而 (9. 11.7b) 式 则 为 对 9 的 一 次 


dy 
代数 方程 . 分 别 对 它们 求解 有 
аи? 2 
— = ———————, 9.11.8 
dy 1ї+/1+4К°л?у? | a 
e LE T (9.11.8Ь) 


ау 1 Kn oda) 
Pr T Pr, > dy: 


积分 后 变 为 


et (9.11.9а) 
i | i 


Fae ady 
T т r (9.11.9b) 


Pr + Pr, > dy: 


方程 (9.11.9a) 方程 (9.11.9a) 


劳 弗 数据 Wd 方程 (9.8.6c) 
Re ГАТ: i 


ө50, 0007—49 
500,000 A 


1 10 10 10° 10* 
ГАЛ 


图 9.28 光滑 壁 附近 满 流 时 均 速 度 廓 线 的 理论 与 实验 比较 ( 引 自 参考 文献 [3]) 


这 就 是 不 考虑 压强 梯度 与 耗 散 项 时 , 满 流 边界 层 内 层 区 内 的 速度 与 温度 分 布 . 
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对 (9.11.9a) 式 范 . 德 律 斯 特 进行 了 数值 计算 ,他 取 天 =0.4 和 7 = [1- e x], 
其 中 A 为 一 由 实验 确定 的 常数 , 它 代表 粘性 底层 的 有 效 厚 度 , 计 算 时 ,他 取 A 
为 26. 计算 结果 如 图 9.28 BUR. 对 (9.11.9b) 式 ,最 近 , 朱 考 斯 卡 斯 等 人 进行 了 


实验 和 计算 ,他 们 建议 
СЕГЕ ЕЕЕ 


[же Тө ГҮ 
Pe 


РГ 
Trin BI ES Es (Пр 8 
CEL LIL L TL 

10° 4 6810 2 4 6810 2 4 6810 и.у 

y 


图 9.29 对 不 同 流体 沿 平板 理论 与 实验 速度 廓 线 的 比较 ( 引 自 参考 书 [29]). 


y<A-“ 时 取 n=exp[ -1244 ], (9.11.10) 


y2>A Н n=1. 
К A Бе 为 二 常数 ,它们 分 别 取 为 23 50.4. 实验 与 计算 结果 如 图 9.29 所 
Ж. 从 这 两 图 看 来 理论 与 实验 结果 符合 得 相当 好 . 


9.12 沿 半天 穷 平板 的 层 流 一 洋流 组 合 边 界 层 


在 前 面 的 讨论 中 ,总 是 假定 从 平板 (或 物体 ) 的 前 缘 ( 或 驻 点 ) 就 开始 形成 层 
ARMARE. 实际 上 , 绕 物 体 的 流动 常常 是 个 组 合 边界 层 问 题 , 即 在 物体 的 
前 部 分 首先 形成 层 流 边 界 层 , 而 在 它 的 后 部 分 形成 清流 边界 层 . 在 它们 之 间 沿 
存在 一 个 过 渡 段 . 以 绕 半 无 穷 平板 流动 为 例如 图 9.30 所 示 . 过 渡 段 从 层 流 的 失 
稳 点 开始 直到 流动 成 为 完全 汕 流 之 点 结束 . 前 者 称 为 层 流 不 稳定 点 ,后 者 称 为 
MALRA. 在 这 段 内 流动 逐渐 从 层 流 过 渡 成 淇 流 , 它 的 性 质 介 于 二 者 之 间 , 既 
有 层 流 的 成 分 也 有 淇 流 的 成 分 . 因 之 ,对 层 流 与 灌流 边界 层 的 一 些 重要 差别 作 
一 简单 回顾 ,对 了 解 过渡 段 的 流动 性 质 是 很 有 帮助 的 . 


。 208. 第 九 章 “粘性 不 可 压缩 流体 的 涡流 运动 


(1) 速度 边界 层 的 名 义 厚 度 ,对 层 
流 为 e~c ВН e~ rS. 这 表 


明 后 者 较 前 者 增长 得 更 快 . 0 
(2) 壁面 附近 ,速度 随 у 的 变化 . 对 2 нй. 

Ба 18 384 JII ШР Wm T Jl] 22 Pa) 185 Ji , АД їй 

图 9.30 所 示 . „ 图 9.30 沿 半 无 穷 平板 的 层 流 一 
(3) 壁 剪 应 力 , 对 层 流 rs 一 ze ， ийла 


TNH r。 一 we ,这 表明 在 相同 来 流 
下 ,后 者 较 前 者 为 大 ， 

(4) 形状 因子 ,对 绕 平板 层 流 Han = 2.59, ТХИ ЕЛУ 1.286, ЖЕНГЕ 
较 后 者 为 大 . 

(5) ИКИ, АЖ. О, = 0, 而 对 消 流 为 0;=1. 

在 这 些 差别 中 ,最 重要 的 是 壁 前 应 力 . 因为 它 就 是 物体 所 受 的 摩擦 力 ,对 于 
具有 层 流 - 涡流 组 合 边界 层 的 绕 流 物体 ,一 个 重要 而 实际 的 问题 是 如 何 较 好 地 
估计 物体 所 受 的 摩擦 力 . 对 此 ,目前 已 有 各 种 不 同 的 方法 ,但 它们 的 共同 点 是 将 
三 个 流动 区 简化 为 两 个 . 下 面 以 绕 平板 为 例 介绍 两 种 常用 的 方法 . 


ЖИН ш. (一 ) 普 朗 特 法 | 
Ñ 他 首先 提出 以 过 渡 点 为 分 界 点 ,并 假定 过 
et 
сть 层 具有 相同 的 流动 性 质 ， 如果 用 z. Й 
ч, 点 的 位 置 ,如 图 9.31(a) 所 示 . 则 从 前 缘起 距离 


为 z 的 组 合 边 界 层 的 摩擦 力 等 于 距离 为 z Him 
流 边 界 层 的 摩擦 力 减 去 距离 为 с. АО т Э ЯТ 
一 : 层 的 摩擦 力 , 再 加 上 距离 为 ze 的 层 流 边界 层 的 
摩擦 力 , 即 在 过 渡 点 以 前 的 距离 ze 内 ,单位 展 


(b) 宽 ( 垂 直 于 纸 面 ) 所 减少 的 摩擦 力 为 
图 9.31 组 合 边 界 层 壁 АР = 一 Z ov za (C, -= C, )， 
摩擦 力 的 估算 ; J 


其 中 C, 与 Ci 分 别 为 汕 流 与 层 流 边 界 层 在 过 滤 
点 的 总 摩擦 系数 . 于 是 对 组 合 边 界 层 总 摩擦 系数 C+ 的 修正 值 为 
£ = Ci ) 
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其 中 A = Re (С, - С). 这 样 ,对 组 合 边界 层 ,Ci 可 写 为 
c = 0075 Z 5 x 105 < Re, < 10. (9.12.1) 


利用 前 面 的 结果 C, = Г-тун С, =1.328Re, "1 并 注意 计算 А 值 时 取 Re, = 
Re。, 则 A 有 下 列 什 
вы 3х 10 5x10 10° 3х 10° 
А 1 050 1 700 3 300 8 700 
应 当 指出 :(9.12.1) 式 中 所 用 的 С, ЯН рН НО. 它 的 适 


用 范围 只 能 在 所 示 的 雷诺 数 之 内 , 施 里 希 廷 应 用 与 此 相似 的 方法 ,但 从 普 适 的 对 
数 速度 分 布 出 发 ,获得 了 适用 范围 更 广 的 表达 式 , 特 别 是 在 高 雷诺 数 时 . 

(Z) 朱 考 斯 卡 斯 法 (参考 书 [29] ) 

他 假定 边界 层 中 的 汕 流 部 分 存在 一 虚构 
原点 ,并 以 此 点 为 分 界 点 . 令 虚 原点 的 位 置 为 
20 ,在 它 之 前 与 后 分 别 为 层 流 与 灌流 边界 层 ， 
如 图 9. 31b 所 示 . xo 的 位 置 是 来 流 满 流 度 与 
雷诺 数 的 函数 . 他 们 用 空气 ,水 和 变压器 油 对 
不 同 的 来 流速 度 和 满 流 度 进行 了 大 量 实验 . Ж 
得 了 图 9.32,9.33 和 9.34. ЖНЖ УЫ 
Re, 为 已 知 ,利用 图 9.32 可 求 出 Re,-。. 再 用 


它 和 图 9.33 与 9.34 可 求 出 满 流 边 界 层 的 名 义 位 置 的 曲线 


10 2 4 6810 2 4 6810 2 4 he- 
9.33 汕 流 边界 层 特征 厚度 与 z - z 之 间 的 关系 6" = sað =ó, 
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“AT TH ШШШ ТШШЩ | 
бы 和 
| ШШ |] 

0.004 IL [III 
— 


ШЕ 


2 3 4567810 2 3 4 56789 Re,_,, 
图 9.34 平板 的 摩擦 系数 
例 9.2 在 一 平行 均匀 来 流 中 , 沿 来 流 方向 放置 一 尖 前 缘 , 零 冲 角 , 长 度 为 
2m 的 薄 平 板 , 来 流 的 速度 、 密 度 和 粘度 系数 分 别 为 5m/s、1.2kg/m 和 1.8x 
10 kgl(m:s). WRM MME Tw 为 1% 和 临界 过 渡 点 距 前 缘 的 位 置 zer 
=0.57m. 试用 普 朗 特 法 与 朱 考 斯 卡 斯 法 求 此 组 合 边 界 层 的 摩擦 系数 . 


2 3 45678910* 


解 ” 先 用 普 朗 特 法 ， 
1.328 1.328 
BE чы б^. од: 
ain ° Ке, М2 х 108 


0.074 _ 004 _ 
Ж Ce = (Re, yU = o) x10 7 0.004 07, 


总 摩擦 系数 C,= 0.00407 - 0: о5о. 004 07 — 0.000 94) 


= 0.003 2. 
其 次 ,用 朱 考 斯 卡 斯 法 ， 
-5 
» = 15/5, v = 7 = пвх = 1.5 х 10 m/s, 
_ 15x2 _ А 
Ке, 175х105 = 2х 10 


对 Ти=1%, 9.32 有 Ке, „ =1. 8x10°, 
再 从 图 9.34, 对 Ке, „ =1. 8х10 有 
C,=0.003 25. 
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在 第 9.1 节 中 已 讨论 过 二 无 穷 平板 间 的 层 流 稳定 性 和 圆 管 流动 中 的 层 流向 
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湾流 过 滤 问 题 . 完全 类 似 地 ,在 边界 层 流动 中 也 存在 这 一 问题. 

从 前 面 已 知 ,流体 的 粘性 力 与 由 瞬时 速度 变化 所 产生 的 惯性 力 在 层 流 与 济 
流 运 动 中 分 别 起 着 决定 性 的 作用 . 前 者 能 阻尼 扰动 ,增加 稳定 性 ,而 后 者 却 正好 
相反 . 同时 ,雷诺 数 代表 着 惯性 力 与 粘性 力 之 比 . 因 之 ,用 它 来 判断 流动 的 稳定 
性 和 过 渡 是 比较 合理 的 . 但 应 注意 稳定 与 过 渡 均 属 局 部 现象 ,用 局 部 雷诺 数 去 
描述 它们 较 用 整体 雷诺 数 更 为 恰当 . 这 意味 着 在 所 使 用 的 雷诺 数 中 不 用 物体 的 
特征 长 度 而 用 边界 层 的 位 移 厚度 ,动量 厚度 或 从 前 缘 与 驻 点 起 算 的 距离 + 作为 
特征 长 度 ,它们 分 别 用 Re, , Re, 与 Re, RER. 


— Lin } 稳定 性 
-一 ~Tollmien 理论 
° 实测 值 


NI (Schubauer and Skramstad) 


Res; 


图 9.35 平板 边界 层 的 中 性 稳定 曲线 ( 引 自 参 考 书 [20]) 


现 以 沿 半 无 穷 光滑 平板 的 边界 层 流动 为 例 . 1929 年 W. 托 尔 明 首 先 用 奥 
ZK 一 萨 默 菲尔德 方程 研究 了 布 拉 修 斯 速度 分 布 的 稳定 性 ,后 来 ,1944 年 林家 性 
与 1954 年 沈 申 甫 等 又 作 了 更 仔细 的 计算 ,他 们 把 所 得 到 的 中 性 稳定 曲线 用 


Res $ аб, 坐标 表示 出 来 ,如 图 9.35 所 示 . 其 中 Re, = 720, П a 为 扰动 频 


y 
3. ARPE AA НАВЕ КПШ СЕК) HB Res, ) = 420( 即 
(Re.).=6x104), 相 应 的 频率 a,=0.34/8,. 随 之 ,最 小 的 不 稳定 波长 4 =2л/ 
a, = 18.488,^=6.38,. 这 表明 最 小 不 稳定 波 的 波长 较 速度 边界 层 的 名 义 厚 度 大 
6.3 倍 . 通常 将 具有 此 特定 频率 的 扰动 波 称 为 托 尔 明 一 施 里 希 廷 波 . 1940 年 G. 
В. 81/5 H.K. 斯 克 莱 姆 斯 太 德 在 低 汕 流 风 洞 中 证 实 了 这 种 波 的 存在 . 他 们 
的 实验 结果 也 表示 在 图 中 . 可 以 看 出 当 不 稳定 波 的 波幅 很 小 时 , 渐 近 理论 与 实 
验 结果 相当 吻合 . 另 一 面 ,在 托 尔 明之 后 ,1933 年 H. 施 里 希 廷 也 对 这 一 问题 作 
了 分 析 , 他 所 获得 的 不 稳定 临界 雷诺 数 (Re, )s = 575. 近年 来 ,M. D. J. 巴里 
(1970)5 R. 乔 丁 森 (1970) 用 数值 方法 更 精确 计算 的 结果 为 500—520. 但 若 恰 
当地 估计 涨 落 速度 分 量 ú 的 最 大 值 在 流动 方向 的 变化 ,这 些 数值 亦 可 降低 至 
420 左右 . 因此 ,无 论 从 理论 或 实验 上 均 证 明 当 ( Re, ); 小 于 420( 或 Re, 小 于 
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6X10') 时 ,即使 有 较 大 的 扰动 ,由 于 流体 的 粘性 ,流动 将 始终 保持 为 稳定 的 层 
流 . 

现在 来 讨论 边界 层 的 过 渡 问题 . 从 层 流 边界 层 出 现 不 稳定 现象 到 它 完 全 变 
为 潢 流 边 界 层 ( 即 从 不 稳定 点 到 过 渡 点 ) 是 一 个 非常 复杂 的 过 程 . 通常 它 依赖 于 
流动 的 具体 型 态 和 环境 扰动 的 不 同性 质 ( 如 声 的 、 涡 的 \ 温 度 的 和 振动 的 涨 落 、 表 
面 粗糙 度 和 自由 流 中 的 背景 扰动 等 ). 目前 ,有 关 它 的 知识 ,主要 来 自 实验 ,但 尚 
未 获得 全 面 了 解 与 深刻 认识 . 这 里 仅 对 沿 平板 层 流 边界 层 的 过 渡 问 题 作 一 扼要 
地 定性 描述 . 更 详细 的 内 容 可 参阅 参考 文献 [6] . 

到 目前 为 止 ,已 发 现 的 沿 平板 层 流 边界 层 的 过 湾 方 式 主要 有 两 种 :一 种 称 为 
K- 式 , 另 一 种 称 为 N- 式 . 现 将 它们 分 别 叙述 如 下 : 

K- 式 1947 年 G.B. 舒 鲍 尔 与 H.K. 斯 克 菜 姆 斯 太 德 首 先 用 实验 方法 研 
究 了 这 种 过 渡 方 式 . 1962 年 P.S. 克 莱 巴 诺 夫 等 人 又 仔细 地 研究 了 它 的 碎 裂 机 
BB. 当 环 境 扰 动 相 当 小 时 ,就 可 观察 到 这 种 过 渡 . 它 的 发 展 一 般 可 分 为 七 个 阶 
段 , 如 图 9.36 所 示 . 

(1) 稳定 的 层 流 ”在 平板 的 前 缘 附 近 
是 稳定 的 层 流 边界 层 , 来 流 中 即使 存在 微 
小 的 扰动 也 将 被 流体 的 粘性 所 阻尼 . 28 

(2) 二 维 不 稳定 托 尔 明 一 施 里 希 廷 (下 
一 S) 波 的 形成 ”从 前 缘 附 近 至 不 稳定 点 之 ?lt (Rena 
间 , 局 部 Re 数 相 当 低 ,流动 抗 扰 动 的 能 力 862) 


在 减弱 ,以 致 对 各 种 小 扰动 波 也 开始 出 现 > < 全 < 
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不 稳定 现象 ,并 对 某 一 特定 频率 的 扰动 波 (Кеде Ж 
加 以 放大 ,使 其 成 为 一 种 沿 流动 方向 传播 图 9.36 沿 平板 边界 层 过 渡 区 
的 二 维 不 稳定 工 -S 波 的 示意 图 ( 引 自 参考 书 [19]) 


(3) 三 维 不 稳定 波 的 发 展 和 A 涡 的 形 
成 ” 当 二 维 不 稳定 工 -S 波 的 波幅 被 放大 至 某 一 临界 值 后 ,在 静止 与 运动 扰动 
的 相互 作用 下 , 流 场 中 会 出 现 展 向 扰动 , 即 扰动 波 开始 出 现 三 维 性 ,再 继续 往 下 
游 传播 ,速度 剖面 中 会 出 现 强 剪 切 层 , 它 对 任何 微小 的 三 维 效 应 均 有 极 强 的 放大 - 
作用 ,以 致 沿 展 向 的 扰动 速度 也 出 现 了 近似 周期 性 的 变化 ,使 二 维 不 稳定 波 发 展 
为 三 维 不 稳定 波 , 同 时 还 出 现 了 其 他 波 模 的 不 稳定 波 ,通过 它们 之 间 的 相互 作用 
形成 了 轴线 沿 流 动 方向 的 A 涡 . 这 是 一 个 非 线 性 过 程 . 

(4) A 不 稳定 涡 的 碎 裂 ”如 果 三 维 不 稳定 波 继 续 发 展 并 与 时 均 速 度 相 互 作 
用 ,时 均 速度 剖 面 也 会 出 现 三 维 性 ,并 形成 局 部 的 强 剪 切 ( 或 涡 旋 ) 区 ,在 这 些 区 
内 ,A 涡 会 出 现 突然 的 碎 裂 (或 狂 发 ) 现 象 . 

(5) A 涡 的 级 联 碎 裂 与 完全 三 维 涨 落 量 的 出 现 纵向 延伸 的 人 涡 按 KK 一 
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型 ,C- 型 和 五 -型 三 种 不 同 的 方式 进行 级 联 碎 裂 ,它们 的 特征 是 : 
涡 型 ” 涡 排 列 C TU, 流向 波长 å, 展 向 波长 4。 波 的 性 质 


K- 同 相 1% А. = Ат-5 А.= 54, ДЕИ 

Соар жш 000: ШРЕК ЗИН. дара, ПЛИТ 
约 为 Т-5 #80 ры 

Н-208. 06% А.=22-. А0, НТ 


Дъ К-Ж,С-ЖЯ0] H— Ж2} 5] 5 ЖЖ P.S. AKER, A. D. D. E M 
T. 赫 伯 特 姓氏 的 简称 . 涡 的 排列 可 参见 图 9.37,w ЗАТ СЕЗЕ EM A-s 
为 T-S 波 的 波长 . 通过 级 联 碎 裂 使 A 涡 变 为 越 来 越 小 的 涡 , 直 至 出 现 完 全 三 
维 的 涨 落 量 


WN 
сызышы?” аа ü [S Р 
(b) = (с) 


图 9.37 不 稳定 A 涡 的 级 联 碎 裂 型 式 (a) К- 型 (b) C- 型 (c) H- 型 


(6) 漠 流 斑 的 形成 ”在 涨 落 量 比较 集中 的 地 方 ,特别 是 在 壁 附近 的 剪 切 层 
中 ,任何 时 间 任 何 地 点 都 可 能 发 生 急剧 的 变化 , 即 出 现 局 部 性 的 有 限 汕 流 ,或 称 
满 流 斑 , 它 们 的 形状 是 不 规则 的 ,但 随 着 往 下 游 运动 即 成 为 模 形 区 ,如 图 9.38 所 
ж. 其 中 a 与 9 分别 为 11.3" 与 15.3" ,每 一 汕 流 斑 的 周围 基本 为 层 流 ,而 它 的 内 
部 则 几乎 完全 为 灌流 (参见 附录 (A) 照 片 10). 

(7) 潢 流 斑 合 并 为 完全 满 流 ” 满 流 斑 随 着 流体 往 下 游 运 动 , 它 的 下 游 端的 
速度 较 上 游 端 为 大 ,同时 它 的 前 缘 与 后 缘 的 上 表面 有 很 强 的 夹带 作用 ,能 将 周转 
的 层 流 卷 人 湛 流 斑 内 ,这 样 它 就 不 断 向 纵向 和 展 向 扩大 ,并 与 其 前 后 新 产生 的 注 
流 斑 合 并 成 一 体 ,直至 整个 边界 层 内 变 为 完全 汗 流 ， 即 流动 到 达 了 过 渡 点 . 

М- 1977 年 Y.S. 卡 恰 诺 夫 等 人 在 俄罗斯 的 诺 佛 西 比尔 斯 克 详 细 研 究 
了 这 一 新 的 过 渡 方 式 . 当 环 境 扰动 足够 大 时 , 即 可 出 现 这 种 过 渡 . 它 的 特征 有 
二 :(a) 在 外 界 扰动 的 影响 下 ,流动 一 开始 就 几乎 直接 与 非 线性 层 流 碎 裂 相连 系 ， 
即 整个 过 渡 过 程 都 几乎 是 非 线 性 的 ,(b) 各 种 波 模 的 准 -次 谐 波 之 间 相 互 作用 产 
生 共 振 放 大 . 其 发 展 过 程 大 致 如 下 : 

(1) 当 低 频 \ 二 维 扰 动 基 波 (f= wi) 的 初始 波幅 不 是 很 大 时 ,扰动 基 波 及 其 


， 214 ° ERE ”粘性 不 可 压缩 流体 的 演 流 运动 


z- z,/cm Res* = 2 100 
图 9.38 FREE Л T Ya Wu PE BJ ДАЛЕ 


确定 谐 波 (f= noi, n =2,3,…) 作 缓慢 ( 即 弱 ) 的 增长 . 
(2) 流动 中 的 初始 线性 不 稳定 波 放大 了 准 二 维 初始 托 尔 明 - 施 里 希 廷 波 ， 
(3) 在 上 述 (1) 与 (2) 的 相互 作用 下 ,出 现 了 低频 、 三 维 、 宽 连续 扰动 频谱 ,其 


中 包括 次 谱 波 { =o). 
(4) 在 上 述 (2) 与 (3) 的 相互 作用 下 ,低频 三 维 连续 谱 得 到 放大 ,并 出 现 各 
种 波 模 (= non= 53o ) 的 三 维 、 准 一 次 谐 波 . 


(5) 各 种 波 模 的 准 -次 谐 波 相互 作用 ,迅速 产生 共振 放大 . 

(6) 共振 放大 立即 导致 交错 A - 涡 和 流动 三 维 性 与 随机 性 的 出 现 ,最 终 产 
生 非 线性 层 流 碎 烈 . 

值得 注意 的 是 :这 些 结果 都 是 在 人 工控 制 实验 条 件 下 获得 的 , 即 来 流 中 的 初 
始 不 稳 波 都 是 严格 周期 性 的 . 如 果 在 自然 ( 即 非 人 工控 制 ) 条 件 下 进行 实验 , 则 
背景 扰动 波 的 频谱 比较 复杂 ,不 稳定 波 往往 会 有 波幅 和 相 的 调制 , 同时 ,在 N- 
式 过 滤 中 也 未 发 现 有 滑 流 班 . 

其 次 ,过 滤 方 式 主要 依赖 于 初始 条 件 . 当 扰动 基 波 的 初 幅 足 够 大 ,或 它 的 次 
谐 起 动 扰动 的 初 幅 足 够 小 时 ,会 出 现 K- 式 过 渡 . 如 果 改 变 为 相反 的 初始 条 件 ， 
则 将 变 为 N 一 过 渡 . | 

最 后 ,关于 边界 层 非 线性 碎 裂 的 最 新 研究 情况 主要 有 两 方面 : 即 (a) 共 振 现 
象 在 过 渡 过 程 中 所 起 的 决定 性 作用 ,(b) 检 测 与 描述 过 渡 边 界 层 中 的 拟 序 结构 - 
孤立 子 . 前 者 使 我 们 相信 层 流 边界 层 的 碎 裂 是 一 个 共振 现象 ,而 后 者 则 帮助 我 
们 进一步 了 解 非 线性 层 流 碎 裂 晚期 的 实质 . 

总 而 言 之 ,流动 过 渡 是 一 个 很 复杂 而 又 多 样 化 的 过 程 . 上 面 所 描述 的 仅 为 
沿 平板 无 压强 梯度 的 情况 . 如 果 沿 壁面 存在 顺 压强 梯度 ,其 过 程 与 上 面 描述 的 
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相似 ,但 若 为 逆 压 强 梯度 , 则 可 能 出 现 不 同 的 过 渡 过 程 , 至 于 自由 剪 切 流 (如 射流 
等 ) 的 过 渡 过 程 则 与 沿 固 壁 流动 的 有 相当 大 的 差别 ,特别 是 在 过 渡 后 期 ,它们 并 
不 出 现 庙 流 斑 . 

最 后 ,扼要 地 讨论 一 下 影响 不 稳定 点 与 过 渡 点 位 置 的 各 种 因素 ,根据 实验 结 
果 , 对 沿 光滑 平板 流动 . 最 低 的 过 渡 临 界 雷 诺 数 (Res )cr =950( 即 (Re )cr=3X 
10  ) ,这 上 比 不 稳定 临界 雷诺 数 ( Res ) = 420 大 很 多 . 不 稳定 点 与 过 渡 点 之 间 的 
距离 ( 即 过 滤 段 长 度 ) 依 赖 于 许多 因素 ,主要 的 有 : 

1. 来 流 油 流 度 ”两 点 之 间 的 距离 随 着 来 流 湾流 度 的 增加 而 减 小 ,这 是 因为 
在 强 淇 流 度 的 作用 下 ,不 稳定 扰动 仅 需 很 少 的 放大 即 可 成 为 测 流 . P. S. 格 兰 维 
尔 将 过 渡 点 雷诺 数 与 不 稳定 点 雷诺 数 之 差 作为 来 流 满 流 度 的 函数 ,如 图 9.39 所 
ж. 应 当 注 意 这 里 所 使 用 的 雷诺 数 都 是 以 动量 厚度 Su 作为 特征 长 度 . 


6 . 
4 1.2 2.0 2.8 
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例 9.3 在 例题 9.2 中 ,如 果 取 来 流 的 临界 不 稳定 雷诺 数 ( Ке, ) = 520. 


(1) 试 求 不 稳定 点 距 前 缘 的 距离 zs;(2) 试 证 明 临界 过 滤 点 距 前 缘 的 距离 为 
0.57m. : 
о (84) 


解 (1) (Re )а= 2—28 = 520 即 (84)s = 520 2. 
从 8.11 节 , 对 层 流 边界 层 有 
1.72zu 
(82) Ке, Ы 
故 520 y _1 72x, 


` 216 ` PAE ERTER Ж. AK 059 Ue 5) 


520 之 
即 V zá = L7 =0. 302 З 


或 za =0.091 4m. 
(2) ИЖ Tu =1% ,从 图 9.39 有 


(222s) -{(®=%в) = 300， 
y ст y ci 


ды 520 
而 (Re,)|a= (Resa)a g 2 59 201, 
故 (Res )cr = 300 + 201 = 501 
或 (8ь)ст = 501 Е. 
_ 0. 664х 
从 8.11 节 有 Ôm ——s. 
A _501 
令 两 式 相 等 有 V Ta = б 664 =0.755, 
хст = 0.57m. 


2. 压强 梯度 ”1940 年 H. 施 里 希 廷 ЕЕЕ 


= ад 
与 A. 乌 尔 里 奇 利用 奥 尔 — 萨 默 菲尔德 шшш ЕЙ Б 


方程 研究 了 K 波 尔 豪 森 速 度 前 面 并 算 ГГ 
出 不 稳定 点 雷诺 数 ( Ray)。 = 2101 与 波 
& ао, 


Жаал = 5* 和:( 随 之 压强 梯度 ) 


之 间 的 关系 ,如 图 9. 40 所 示 . 应 当 注 意 
这 里 的 v, 是 边界 层 上 缘 外 侧 的 速度 . Fj 
时 ,在 顺 压 区 (p Вс 的 增加 而 减 小 )A 
>0, 反 之 ,在 逆 压 区 (p 随 xz 的 增加 而 增 
加 )A<0. 在 顺 压 区 内 , (Res) H A 
的 增加 而 增加 ,在 逆 压 区 内 , (Ке, ,) Ж 
ВЕЛ 的 减 小 而 减 小 . 如 果 沿 固 壁 的 о, 
Ууд, 已 知 , 即 可 得 到 A ,利用 图 9.40 可 7 
查 出 相应 的 ( Res), 算出 ó, 后 , 便 可 求 

出 不 稳定 点 的 位 置 . 图 9.40 压强 梯度 对 不 稳定 点 的 

至 于 压强 梯度 对 过 渡 点 位 置 的 影 影响 ( 引 自 参考 书 [19]) 


4 驻 点 (7. 062) 
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响 , 1953 年 P.S. 格 兰 维尔 发 现 过 渡 点 雷诺 数 与 不 稳定 点 雷诺 数 之 差 (注意 这 里 
ЛЯ о, 与 Su 作为 雷诺 数 的 特征 速度 与 长 度 ) 与 替 尔 斯 坦 -- 波 伦 形 参 数 K 在 
不 稳定 点 x 与 过 渡 点 zcr 之 间 的 平均 值 K 有 密切 联系 ,其 中 
Ter ZCT А 
Кі | Кага | Ce 


LT T Жду. Zcr Хаја, Y dz 


—0. 04 —0. 03 —0. 02 —0. 01 0.01 0.02 0.03 0.04 
К 


图 9.41 压强 梯度 对 过 渡 点 的 影响 ( 引 自 参考 书 [19]) 


他 的 实验 结果 如 图 9.41 所 示 . 可 以 看 出 对 顺 压 区 ,KK >0, 对 逆 压 区 ,K <0. 同 
时 ,对 同样 的 KK 差 值 , 顺 压 区 的 两 个 雷诺 数 之 间 的 差 值 较 逆 压 区 的 大 很 多 . А 


体 计算 过 渡 点 位 置 时 可 用 试 次 法 , 即 假定 木 稳定 点 的 雷诺 数 (Ress)。 = 220895 


已 知 ,由 此 算出 ( Res )。. 如果 超过 不 稳定 点 以 后 ,流动 仍 假定 为 层 流 , 则 可 算出 
2,02). 再 任意 假定 一 过 渡 点 位 置 ro 2 (Reati. 另 一 面 ,利用 
(9.13.1) 式 与 8.(x) 可 算出 一 K 值 , 查 图 9.41 可 得 另 一 (Res,)cr 值 , 如 果 这 
两 个 ( Res,,)c 值 有 差异 , 则 修改 所 假定 的 ze 值 ,重复 计算 ,直至 二 者 完全 相等 ， 
即 可 得 过 渡 点 位 置 . 

З. Ж ЖО “壁面 粗糙 度 对 过 滤 点 位 置 有 明显 影响 1954 与 1955 4 H. L. 
德 莱 登 将 直径 为 的 金属 丝 贴 于 平板 上 并 与 来 流 垂直 ,粗糙 壁 与 光滑 壁 的 过 滤 
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s (Re, )ст„ Ë = 
点 雷诺 数 之 比 随 粗糙 度 盖 的 变化 如 图 9. 40 所 示 . Ж (Ке, )с = 
(Ке, Jery ба, . 


— 64 为 粗糙 元 所 在 处 的 位 移 厚 度 ,从 图 中 可 以 看 出 粗糙 度 愈 大 愈 易 过 
渡 . 


图 9.42 粗糙 度 对 过 渡 点 的 影响 ( 引 自 参考 书 [19]) 


除 此 以 外 ,流体 的 压缩 性 , 固 壁 处 的 传 热 , 注 和 或 吸出 流体 等 均 对 层 流 边界 
层 的 过 渡 有 明显 影响 . 


9.14 边界 层 的 分 离 


从 层 流 边界 层 的 动量 方程 (8.8.8b) 可 以 看 出 在 边界 层 内 支配 流体 运动 的 力 
主要 有 三 种 , 即 惯性 力 ,粘性 力 和 由 压强 梯度 所 引起 的 压强 差 . 它们 在 运动 中 总 
是 保持 着 平衡 . 其 中 粘性 力 一 般 作用 在 与 流体 运动 相反 的 方向 , 它 能 阻 滞 流 体 
的 运动 使 其 减速 . 压强 差 则 根据 情况 的 不 同 ,可 能 使 流体 的 运动 加 速 ,也 可 能 使 
其 减速 | | 

考虑 一 平面 收缩 一 扩散 通道 ,z 轴 取 在 沿 流动 方向 ,如 图 9.43 所 示 . 为 了 
定性 地 了 解 流体 在 运动 中 速度 与 压强 沿 z 方向 的 变化 ,假定 运动 为 一 维 的 ,于 


是 在 AA' 至 BB' 的 收缩 段 内 ,速度 w 是 随 z 的 增加 而 增加 的 , 即 9 >0, 根 据 伯 


努 利 定理 ,在 此 段 内 ,压强 р ABS z 的 增加 而 诚 小 的 , 即 9e< 0， 这 意味 着 在 相 
邻 二 截面 上 ,上 游 截 面 的 压强 较 下 游 截面 的 为 大 . 在 BB 至 CC 的 扩散 段 内 则 
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图 9.43 收缩 一 扩散 通道 的 速度 与 压强 变化 


正好 相反 ， 即 9<0 和 9z >0. 即 相 邻 二 截面 上 ,上 游 截 面 的 压强 较 下 游 截面 的 


x 
为 小. 截面 BB’ 处 的 速度 最 大 压强 最 小 ,通常 将 很 <0 与 9e >0 分 别称 为 顺 压 


与 逆 压 梯度 ,显然 ,前 者 有 促使 流体 加 速 运 动 的 作用 ,而 后 者 则 有 使 流体 减速 的 
作用 . 


əy эў ` әу әу 
4 : də, 

加 速 流 <0 фу 减速 流 20 

图 9.44 边界 层 分 离 


流体 流 经 曲 壁 时 也 有 类 似 的 情况 ,如 图 9.44(a) 所 示 . 其 中 M 为 速度 最 大 ， 
压强 最 小 点 ,此 点 之 前 为 顺 压 区 ,其 后 为 逆 压 区 . 在 顺 压 区 内 ,流体 的 惯性 力 与 
压强 差 克 服 流体 的 粘性 力 使 流体 顺利 地 沿 固 壁 往 下 游 流动 . 在 逆 压 区 ,流体 的 
惯性 力 不 仅 要 克服 粘性 力 而 且 还 要 克服 由 逆 压 强 梯度 所 产生 的 逆 压 强 ,在 一 定 
RIEF , 固 壁 附近 的 流体 质点 会 出 现 停滞 不 前 ,或 甚至 向 上 游 移 动 的 情况 ,这 就 
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是 所 谓 的 边界 层 分 离 现象 . 

在 邻近 壁 处 ,流体 的 粘性 作用 最 强 ,离开 壁面 以 后 , 随 着 距离 的 增加 粘性 作 
用 逐渐 减 小 . 而 在 边界 层 的 同一 截面 上 ,由 逆 压 梯度 所 产生 的 压强 几乎 是 相同 
的 . 这 样 ,流体 质点 被 阻 滞 不 前 的 现象 首先 发 生 在 固 壁 附近 ,然后 向 外 扩展 . 这 
一 现象 也 可 解释 为 在 壁 附 近 ,流体 质点 的 速度 较 小 , 亦 即 动量 与 能 量 均 较 小 , 随 
之 ,克服 逆 压 强 梯度 的 能 力 较 差 , 易 于 首先 出 现 分 离 现 象 . 流体 质点 开始 离开 壁 
面 的 点 称 为 分 离 点 ,通常 用 S 表示 , S 点 以 前 的 壁面 和 离开 壁面 以 后 的 各 流体 
质点 构成 一 极限 流 线 SS . S 点 以 后 的 壁面 与 SS“ 极限 流 线 之 间 形 成 一 分 离 区 , 
其 中 往往 有 较 大 的 集中 旋涡 如 图 9.44(a) 和 照片 9.2 所 示 . 

现在 来 讨论 一 下 分 离 点 所 应 满足 的 数学 条 件 和 顺 压 与 逆 压 区 速度 剖面 所 具 
备 的 一 些 数 学 性 质 

在 分 离 点 之 前 和 之 后 ， кайи ш s 


_，>0, 在 分 离 点 
әнә <O. 于 是 在 分 离 点 处 应 满 
ди| -Q H ди _ 
于 | ,=0 或 ие) 0 (9.14.1) 
这 就 是 速度 剖面 和 壁 剪 应 力 在 分 离 点 处 所 应 满足 的 条 件 . 
在 壁面 y=0 处 有 w=v=0, 从 (9.2.8b) 式 有 
Fu) _ dp 
“(54) = de, (9.14.2) 


这 表明 在 壁面 附近 速度 廓 线 的 曲率 仅 取决 于 压强 梯度 . 对 顺 压 区 ,92 < 0 故 
Í <0. 同时 ,由 于 速度 剖面 是 单调 变化 的 , 故 对 一 切 y( 包 括 y— 8, ) 
и 


<0. NYEK >o, жо „>. 但 在 y>6, 处 


SS |, SEAD 


A | <0. 这 样 ,在 逆 压 区 的 每 一 截面 上 ,在 0< 


y<, ИШИ EATE =O, ВАТЕ, 顺 压 区 与 逆 压 区 的 


速度 前 面 和 它们 的 曲率 如 图 9.44(b) 与 (a) 所 示 . 显然 ,在 最 大 速度 点 M 处 ,9e 


=0. 根据 (9.14.2) 式 ,拐点 在 壁面 上 ,过 M 点 以 后 ,进入 逆 压 区 ,拐点 离开 壁面 
逐渐 向 外 移动 ,如 图 9.44(a) 中 所 示 . 
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最 后 应 当 指出 : 

(1) 边界 层 分 离 现象 是 流体 力学 中 的 一 个 重要 问题 , 它 直 接 与 物体 所 受 的 
阻力 有 关 . 通常 认为 低速 运动 物体 的 阻力 有 两 个 来 源 :一 是 由 于 流体 与 物体 表 
面 摩擦 所 产生 的 壁 剪 应力, 另 一 是 由 于 物体 表面 非 对 称 压强 分 布 所 产生 的 形状 
(或 压 差 ) 阻 力 ,边界 层 分 离 将 在 物体 的 后 部 形成 分 离 区 和 尾 流 ( 见 附录 (A) 中 的 
照片 3 和 4), 它 们 都 是 低压 区 , 易 使 形状 阻力 增加 . 因 之 ,为 了 减 小 阻力 ,一 般 应 
尽量 避免 或 推迟 分 离 现象 的 出 现 以 减 小 分 离 区 或 尾 流 的 范围 . 


(b) 
照片 9.1 边界 层 控 制 对 流动 的 影响 


(2) 减 小 物体 阻力 的 另 一 种 方法 是 采用 边界 层 控 制 ,最 简单 的 方法 有 三 种 ， 
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一 是 精心 设计 物体 外 形 ,使 逆 压 梯度 很 小 从 而 达到 不 出 现 或 推迟 出 现 分 离 现 象 . 
层 流 可 型 即 是 一 例 . 二 是 将 壁面 附近 被 阻 滞 的 流体 设法 吸 去 ,三 是 通过 壁面 注 
人 少量 流体 ,使 壁面 附近 被 阻 灌 的 流体 获得 更 多 的 动量 和 能 量 以 增强 其 克服 逆 
压 梯度 的 能 力 . 照片 9. la 为 上 下 两 壁 均 吸 去 阻 灌流 体 后 的 流动 情况 ,而 照片 
9.1b 则 仅 上 壁 吸 去 阻 河流 体 , 下 壁 未 加 控制 , 故 出 现 分 离 涡 . 


! (b) 
照片 9.2 不 同时 刻 分 离 区 内 的 涡 旋 运动 


(3) 上 面 的 分 析 昌 然 是 对 层 流 边 界 层 进行 的 ,但 也 定性 地 适用 于 洪流 边界 
层 ,只 是 上 面 所 说 的 速度 应 当 用 时 均 速 度 去 置换 , 因 之 ,边界 层 分 离 有 层 流 分 离 
与 济 流 分 离 两 种 , 即 分 别 在 层 流 区 或 淇 流 区 出 现 分 离 现 象 ,由 于 满 流 边界 层 的 时 
均 速 度 剖 面 较为 均匀 , 即 有 较 强 的 克服 逆 压 梯度 的 能 力 , 故 满 流 分 离 一 般 出 现 较 
№. 

(4) 虽然 分 离 现 象 总 是 发 生 在 逆 压 区 ,但 逆 压 区 内 并 不 一 定 出 现 分 离 现 象 . 
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因为 边界 层 内 的 流动 由 惯性 力 ,粘性 力 和 压强 梯度 共同 支配 ,如 果 惯 性 力 足够 
大 ,而 粘性 力 与 逆 压 梯度 又 足够 小 ,就 有 可 能 在 逆 压 区 内 不 出 现 分 离 现 象 . 

(5) 分 离 点 以 后 边界 层 理 论 不 再 适用 , 而 分 离 区 与 尾 流 近 区 的 流动 相当 复 
杂 , 它 们 是 随时 间 变 化 的 . 如 照片 9.2 所 示 . 这 些 都 


是 目前 尚未 从 理论 上 很 好 解决 的 流体 力学 问题 . 
(6) 分 离 区 内 的 旋涡 运动 是 很 不 稳定 的 ,如 照片 СС 
9.2a 与 b 为 不 同时 刻 的 流动 情况 . 这 使 得 分 离 点 的 e Š 


位 置 也 不 够 稳定 ,同时 为 从 理论 上 准确 地 确定 分 离 点 

位 置 带 来 了 很 大 困难 . 9.45 绕 凸 角 流动 
(7) 上 面 讨论 的 是 沿 光滑 凸 壁 的 情况 ,如 果 流 动 的 分 离 

是 沿 凸 角 壁 面 ,一 般 均 在 角 尖 处 出 现 分 离 现象 ,而 且 分 离 点 总 是 固定 在 角 尖 处 ， 

如 图 9.45 所 示 . 
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除了 沿 固 壁 的 层 流 与 沸 流 边界 层 以 外 ,还 存在 着 许多 不 沿 固 壁 的 层 流 与 满 
流 流动 ,但 从 自然 界 和 各 种 工程 实际 问题 来 看 ,它们 大 部 分 都 属于 灌流 运动 . 通 
常 将 沿 固 壁 的 注 流 称 为 壁 淇 流 , 而 将 不 沿 固 壁 的 满 流 称 为 自由 满 流 . 

自由 湾流 主要 包括 自由 剪 切 层 、 自 由 射流 和 尾 流 三 大 类 . 

自由 剪 切 层 通常 发 生 在 两 个 速度 不 同 但 运动 方向 相同 的 流体 之 间 , 如 图 
9.46(a) 所 示 . 其 中 z 轴 取 在 两 速度 的 初始 界面 处 ,这 种 初始 速度 不 连续 的 流动 
是 不 稳定 的 ,由 于 流体 的 粘性 ,这 种 时 均 速度 剖面 的 不 连续 分 布 会 随 着 距离 x 
的 增加 而 逐渐 变 得 光滑 ,同时 ,还 形成 一 个 比较 狭 罕 的 消 流 混合 区 , 它 的 半 宽 度 
b 随 着 xz 的 增加 而 增加 . 

自由 射流 是 一 流体 从 一 喷 管 或 孔 口 射 人 另 一 静止 或 运动 流体 中 的 流动 现 
象 ,如 图 9.46(b) 所 示 . 其 中 z 轴 取 在 沿 射流 中 心 线 . 一 般 说 来 ,即使 射流 的 出 
口 速度 不 大 , 它 离开 出 口 不 远 的 地 方 就 会 成 为 清流 . 但 时 均 速 度 谢 面 仍 呈 钟 形 . 
射流 在 其 边界 处 与 周围 静止 或 运动 流体 形成 二 个 狭窄 的 混合 区 . 周围 流体 的 质 
点 不 断 被 带 和 射流 内 , 随 着 距离 x 的 增加 ,射流 的 质量 流量 不 断 增加 , 半 宽 度 b 
不 断 扩 大 ,但 速度 逐渐 下 降 以 保持 总 的 动量 不 变 . 

当 一 物体 在 流体 中 运动 或 当 一 流体 流 过 固定 物体 时 ,在 物体 的 后 方 将 形成 
一 尾 流 区 ,或 简称 尾 流 ,如 图 9.46(c) 所 示 . 其 中 z 轴 取 在 沿 来 流 方向 ,原点 取 
在 物体 后 缘 或 后 驻 点 处 ,由 于 物体 受到 阻力 使 流体 的 动量 出 现 亏 损 ,这 表现 为 尾 
流 中 的 速度 小 于 主流 速度 , 随 着 距离 > 的 增加 , 尾 流 也 在 横向 方向 扩展 ,同时 使 
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尾 流 速度 与 主流 速度 的 差别 愈 来 愈 小 . 


(a) 自由 剪 切 层 
„зе 
„жет н Jaa оН Е 
а ль од — · т 一 二 | Ач 
ol 一 = Au Бү _„ 
| И тед 5 | 7 
7а р — im 
зы. ы 
(b) 自由 射流 (с) 尾 流 


9.44 Вн 


这 些 自由 淇 流 均 具有 某 些 与 边界 层 流动 相似 的 性 质 , 因 之 ,可 用 边界 层 理论 
去 作 近 似 处 理 . 首先 ,它们 均 有 一 个 半 宽 度 5 , 且 随 着 z 的 增加 而 有 不 同 程度 的 
缓慢 增加 .其 次 ,它们 都 有 一 个 狭窄 的 混合 区 ,在 此 区 域内 ,速度 (或 温度 ) 的 横 
向 变化 远 较 纵向 的 为 大 , 即 存在 一 大 的 横向 速度 (或 温度 ) 梯 度 . 另 一 面 ,在 自由 
渍 流 区 以 外 ,环境 流体 的 压强 均 几 乎 为 常数 ,于 是 压强 梯度 的 影响 可 以 忽略 不 
iF. 同时 ,由 于 没有 固 壁 , 它 的 剪 应 力 т 主要 是 由 滑 流 运动 引起 的 z,, 而 层 流 前 
应 力 т, 儿 乎 可 以 忽略 不 计 ， 这 样 ,从 数学 上 说 ， 求 自由 洲 流 的 解 要 比 求 壁 清流 的 
容易 些 . 

现 以 定常 平面 自由 消 射 流 为 例 , 如 果 去 掉 时 均 符 号 ， 则 方程 组 (9. `7.4а), 
(9.7.4b) 与 (9.7.4d) 简 化 为 : 


ди до _ p 
J ду = 0, (9.15.1а) 
ди ди 1 дт, 


; (9.15.1Ь) 
其 中 r= ou. (9.15.1c) 
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在 自由 江 流 中 ,对 满 流 前 应 力 т, 通常 仍 采 用 混合 长 理论 , 即 
r, =- ри = р? (y = w3, (9.15.2a) 
nn, 


要 = рди. (9.15.2Ь) 
ду 


但 对 混合 长 度 / оа. ККЕ ДЕБ 
壁面 的 距离 y REHE, AHE v 也 是 y 的 函数 ,而 壁 满 流 的 时 均 速 度 剖面 一 般 不 


出 现 最 大 或 最 小 值 , 即 不 出 现 汉 = 0 Rv =0 的 点 , 故 I 5 y 成 正比 的 假定 是 愉 


当 的 . 但 在 自由 注 流 的 时 均 速 度 训 面 中 常常 出 现 最 大 或 最 小 值 ,如 果 仍 假定 / 
与 y 成 正比 , 则 会 出 现 у =0 的 点 . 但 实际 测量 的 结果 表明 ,这 些 地 方 的 v 并 不 
AF , 故 在 自由 汕 流 中 不 能 再 简单 地 假定 / 与 y 成 正比 . a 

ERRERA ОРАН Т еф В 5b, 提出 对 这 
类 流动 采用 

v = K,b(u,s — ики)» (9.15.3a) 

即 用 P= Kib Cuma = tina) /PE (9.15.3b) 
去 置换 Sy 成 正比 的 假定 ,其 中 K, 为 一 由 实验 确定 的 常数 . MERE A H zu 
流 中 ,(9.15.2) 式 仍 适 用 . 

从 前 面 已 经 清楚 看 出 ,在 自由 满 流 中 出 现 两 个 特征 量 , 即 半 宽 度 。 与 沿 中 
心 线 的 最 大 速度 we (或 最 小 速度 xm ) ,它们 都 是 z 的 函数 ,但 对 不 同 的 自由 注 
流 ,这 种 函数 关系 是 不 同 的 ,定性 地 了 解 这 些 关 系 对 从 理论 上 研究 自由 满 流 问题 
是 大 有 神 益 的 . | 

现 仍 以 周围 为 静止 流体 的 定常 平面 淇 射流 为 例 ,用 量 纲 分 析 的 方法 来 讨论 
6 与 usa х 的 变化 规律 ,应 当 指 出 对 于 平面 潞 射流 除了 应 满足 方程 组 
(9.15.1) 以 外 ,还 应 满足 每 单位 时 间 通 过 任 一 一 单位 展 宽 横 截面 的 总 动量 M f 
持 不 变 ， КЫКЕ Z 或 


= М = Í и?ду - 常数 ， (9.15.4) 


实验 结果 表明 :在 各 种 自 由 潢 流 的 远 区 均 近 似 地 存在 相似 性 解 ,对 此 ,可 候 
定 


r. 


其 中 f 与 g 为 两 个 未 知 的 无 量 纲 函数 . 如 果 将 5 уи ВЕ z 的 变化 写 为 


Uw л" 与 b~r”, 
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其 中 п 与 m 为 待定 指数 . 为 了 满足 (9.15.1b) 式 ,惯性 项 与 粘性 项 随 z 的 变化 
必须 保持 一 致 , 即 


ди Е п-1 
3z ， 
ди _ 2я-1 дт, _ „2am 
u Jx Æ 和 ay 9 
于 是 有 2п1-1=2п-т В т=1. 


另外 ,从 (9.15.4) 式 有 


2n +m =0, п=- 5. 


2 
+92 自由 汕 流 宽度 与 中 心 线 速度 随 距 离 增加 与 减 小 的 需 次 律 
| _ F Ñ т Ж 
流动 类 型 PE 中 心 线 速度 ж › 中 心 线 速度 
Ишак ил Umax 或 U1 
自由 射流 边界 т? z z z 
平面 射流 2208 х7 а, 2710 
圆 射 流 £ х! х х! 
平面 尾 流 z” ж 21 х7 
尾 流 т!? бош. т! т 


于 是 对 平面 清 射 流 有 и Я Б. 
完全 类 似 地 ,对 其 他 自由 淇 流 流动 也 可 用 相应 的 方程 组 和 补充 (如 动量 与 阴 
力 ) 关 系 式 , 求 出 相应 流动 的 Уи z 的 变化 规律 ,其 结果 如 表 9.2 所 示 . 
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在 求 这 一 问题 的 数学 解 之 前 , 先 谈 谈 淇 射流 的 流动 结构 . (参见 附录 (A) 中 
的 照片 13) 考 虑 一 流体 从 一 缝 高 为 2bo 的 平面 缝隙 以 均匀 速度 vo 向 另 一 静止 
流体 中 喷射 . 由 于 喷 出 流体 与 周围 流体 在 界面 附近 形成 很 大 的 速度 梯度 . 即 一 
不 稳定 的 剪 切 (或 旋涡 ) 层 , 它 能 不 断 地 将 周围 流体 卷 吸入 射流 内 ,使 速度 沿 着 流 
动 方向 不 断 减 小 ,范围 逐渐 扩大 . 射流 是 一 种 极 不 稳定 的 流动 , 它 大 约 在 雷诺 数 


ве 29009) = 30 左右 就 开始 向 潮流 过 渡 了 ,通常 将 射流 的 发 展 分 为 三 个 阶 
外 ,如 图 9.47 所 示 . 
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Р 9.47 自由 射流 的 结构 


(1) 初始 段 ”又 分 为 两 个 子 区 ,射流 离开 出 口 以 后 , 即 开 始 在 边界 上 与 周转 
流体 混合 ,但 在 中 心 线 附 近 仍 保留 一 个 尖 辟 形 的 势 流 区 , 它 的 速度 仍 保持 为 vo, 
势 流 区 以 外 为 混合 区 ,在 这 区 内 存在 着 速度 梯度 ,速度 沿 у 方向 减 小 ,至 界面 处 
减 小 为 零 , 势 流 核心 区 结束 的 地 方 也 是 混合 区 终结 的 地 方 . 

(2) 过 湾 段 ”这 是 一 个 不 太 长 的 混合 段 . 中 心 线 上 的 射流 速度 v 随 着 > 
的 增加 而 逐渐 减 小 . 对 任 一 横 截面 ,中 心 线 上 的 速度 最 大 , 随 着 距离 > 的 增加 ， 
速度 不 断 减 小 ,直至 界面 处 速度 变 为 零 . 

(3) 完全 发 展 段 或 称 速度 相似 段 ”流体 经 过 过 渡 段 的 充分 混合 以 后 , 即 进 
人 完全 发 展 段 ,这 时 , 沿 中 心 线 各 横 截 面 上 的 时 均 速 度 前 面 出 现 了 一 定 的 相似 
性 ,中 心 线 上 的 速度 沿 z 方向 继续 减 小 ,直至 为 零 时 ,射流 即 告终 结 . 通常 在 出 
口 颖 高 58 倍 距离 内 即 可 达到 完全 发 展 段 . 

在 图 9.47 中 ,如 果 将 z 与 y 轴 分 别 取 在 沿 中 心 线 与 其 垂直 方向 ,它们 的 时 
均 速 度 分 量 分 别 用 и 与 v 表示 . 坐标 原点 取 在 出 口内 的 中 心 线 上 某 一 点 , 它 的 
具体 位 置 由 实验 结果 确定 . 半 速 度 值 宽度 线 by 与 中 心 线 的 交点 如 图 中 所 示 . 
这 时 ,射流 所 应 满足 的 方程 组 (9.15.1) 与 边界 条 件 为 ; 


Эт E 0, (9.15.1a) 

же у (9.15.1) 

其 中 n= -pT 0/98, (9.15.10) 
y=0, v=0, u= um =0, (9.15.1d) 

y=%, u=0, эу =0. (9.15.1е) 


这 里 , 涡 的 动量 扩散 率 (或 系数 ) 表 达 式 (9. 15.3a) 简 化 为 
у = Куфи, (9.16.1а) 
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其 中 K, 为 一 由 实验 确定 的 常数 . 用 u, 与 6, 分 别 代 表 距 出 口 ; 距离 处 的 中 心 线 
速度 与 射流 半 宽 度 ,从 上 节 或 表 9.2 对 平面 淇 射流 有 uw 一 ”与 5 一 x 变化 ， 
于 是 可 写 出 


pse (至 ) (9.16.2а) 
和 b=b, 5 (9.16.2) 
结果 有 y = 区 (三 ) ， (9.16.1b) 
其 中 vy: = К,Ьи,. 进一步 令 
了 一 А 


其 中 о 为 一 任意 常数 . СИМЕ ЕС 15.1a) 的 流 函 数 
ф = oj us £” F(q), 


由 此 有 «== ищ,“ FD: (9.16. 3a) 
1/2 
v=- 3 = o'u [2 ) Е-Е). (9.16.3Ь) 
将 上 两 式 及 其 微 商 代入 (9.15.1b) 式 ,经 整理 后 ,并 注意 利用 (9.16.1b) 式 有 
ТЕ + FF + 2. Е” = 0, (9.16.4а) 
而 边界 条 件 (9.15.1d) 与 (9.15.1e) 变 为 
7=0, F=0, Е=1, Е =0, (9.16.4b) 
д= 9, F =0, F =0. (9.16.4c) 
由 于 u 中 含有 任意 常数 KK1 ,可 令 
1 Газ Т2 
С] - 31% | > (9.16.5) 


代入 (9.16.4a) 式 后 有 
2F2 +2FF + F” = 0, 
积分 并 利用 条 件 (9.16.4c) 确 定 积分 常数 为 零 后 有 


2FF + F” = 0, 
再 积分 并 利用 条 件 (9.16.4b) 确 定 积 分 常数 为 .1 后 有 
F2 + F = 1. (9.16.6) 


这 与 定常 平面 导演 射流 的 微分 方程 完 全 相同 ， 它 的 解 为 :下 = hg. 随 之 速度 u 
=u (2 a "е 2р). 特征 速度 и, 可 用 每 单位 长 度 的 常 动量 来 表示 , 即 M = 
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p| ay = уи 如 果 用 к=. , 则 最 后 的 解 为 
и -8 „е th27), (9.16.7a) 
2-33 | ола =- ü) - thgl. (9.16.7b) 


H. 赖 夏 特 通过 实验 确定 с, =7.67. 图 9.48 为 理论 与 实验 值 的 比较 . 


一 2.5 一 2.0 一 1.5 一 1.0 一 0.5 0 0.5 
— A 
JETE) 
图 9.48 平面 满 射流 的 速度 分 布 . 理论 : 实 线 四 托 尔 明 的 结果 ;虚线 @ 方 程 
(9.16.7а 5 Ъ)3%:Е. Foerthmann 的 测量 结果 ( 引 自 参考 书 [19]) 


№ о, 的 实测 值 还 可 算出 涡 的 动量 扩散 系数 v'.(9.16.5) 式 可 改写 为 


402 = (9.16.5a) 
(9.16.2a) 与 (9.16.1b) 式 相 除 后 可 改写 为 

HS = Emz. | (9.16.8) 

Уу; у 


Ёл U max: Z 
У = 4а ; | (9.16.9) 
男 一 面 ,利用 (9.16.7a) 式 令 7 Ф190 5%, 
Р _ ҮЗ J Ko, 
ex 2 ж? 
1 _ ҮЗ Kan- 829], 


此 两 式 相 除 后 有 p =0.881, 注 意 到 у= ol 之 一 ci 之 有 
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b3 
m = a 或 b) =0.1114 xz. 
将 此 式 代 人 (9.16.9) 式 后 ,最 后 有 
v! = 0.037b1 U nax- 


小 结 


满 流 运动 是 粘性 流体 在 自然 界 和 工程 技术 中 更 普遍 存在 的 一 种 运动 方式 . 
当 层 流 运动 的 雷诺 数 达到 某 一 临界 数值 时 , 流 场 中 就 会 出 现 不 稳定 现象 ,并 使 流 
动 从 层 流 逐 步 过 滤 到 消 流 . 在 研究 粘性 流体 运动 时 ,必须 注意 层 流 与 济 流 在 物 
理 现象 与 数学 描述 上 的 重大 差别 , 午 清楚 它们 在 速度 与 温度 前 面 , 表 面前 应 力 与 
传 热 性 质 ,以 及 分 离 情 况 等 方面 的 差异 ,并 能 用 这 些 差别 来 说 明 流动 现象 ,解释 
雷诺 方程 中 各 项 ,特别 是 雷诺 应 力 的 物理 意义 . 

圆 管 中 的 油 流 流动 在 工程 实践 中 处 于 特别 重要 的 地 位 . 要 注意 ,根据 雷诺 
数 的 大 小 与 圆 管内 壁 粗糙 度 的 不 同 , 圆 管 中 的 满 流 流动 可 以 分 为 ;水 力学 光滑 加 
管 , 过 湾 型 图 管 和 完全 粗糙 圆 管 三 种 类 型 . 要 学 会 判别 所 研究 的 流动 属于 哪 种 
类 型 ,以 便 选用 不 同 的 计算 公式 . 这 些 结果 对 于 研究 沿 平板 的 汕 流 边界 层 流动 
有 一 定 的 参考 意义 ， 

与 粘性 层 流 流动 相似 , 当 层 流 边界 层 流动 的 雷诺 数 增加 至 -一定 数值 
时 ,也 会 出 现 不 稳定 现象 ,并 从 层 流 边 界 层 逐 步 过 渡 至 洲 流 边界 层 . 根 
据 现 有 实验 结果 ,过 渡 的 方式 随 流动 与 条 件 的 不 同 而 不 同 . 沿 水 平平 板 
的 层 流 边界 层 有 K -- 式 和 М 一 式 两 种 过 渡 方式 . 这 些 问题 目前 正在 从 实验 与 理 
论 上 作 进一步 的 研究 . 

本 章 比较 全 面 地 讲述 了 沿 水 平平 板 的 满 流 边界 层 问题 ,不 仅 建立 了 它 的 能 
量 与 运动 方程 组 和 利用 动量 与 能 量 积分 关系 式 和 圆 管 流动 的 一 些 实验 结果 求 得 
它们 的 解 ,而 且 还 详细 介绍 了 许多 重要 的 漠 流 实验 结果 ,特别 是 时 均 速 度 与 温度 
的 分 布 律 和 组 合 边界 层 问题 | 

最 后 ,对 流动 的 分 离 现 象 也 做 了 详细 的 分 析 ， 有关 各 无 量 纲 参数 的 定义 、 物 
理 意义 和 它们 在 流体 传递 性 质 中 的 对 比 关系 ,请 参见 第 十 一 章 小 结 . 
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(十 四 ) а ЕАО pr У 
W ЭЛЙ ЕТЕ E ССР ВЕ SL ЖЛЕ E 5] BJ ЛУ Ж ЗЕ m i, ТЇ B 8 # tE Ж 
大 量 作 拟 序 运动 的 大 尺度 涡 . 这 是 近 40 多 年 来 ,人 们 通过 艰辛 努力 后 ,对 淇 流 
本 质 认 识 的 一 个 重要 突破 . FE 1943 年 ,S. 科 辛 利 用 热线 测速 技术 对 轴 对 称 热 
空气 淇 射流 进行 实验 研究 时 首先 发 现在 射流 的 外 界面 处 , 满 流 的 出 现 是 间 吹 性 
的 . 4 年 后 ,A.A. 汤 森 在 测量 绕 圆柱 的 汕尾 流 时 也 发 现 类 似 的 情况 . 1954 年 科 
辛 与 A.L. 基 斯 特 勒 和 P.S. 克 莱 巴 诺 夫 分 别 对 自由 湛 流 边界 和 满 流 边 界 层 外 边 
界 进行 广泛 而 仔细 的 测量 后 证 实 一 切 满 剪 切 流 的 外 界面 处 均 存在 间 吹 现象 , 实 
际 上 ,这 种 间 软 性 的 出 现 是 与 满 剪 切 流 中 存在 着 作 拟 序 运 动 的 大 涡 密切 相关 的 . 
1956 年 A.A. 汤 森 在 总 结 前 人 成 果 与 进行 大 量 实验 的 基础 上 ,提出 小 尺度 满 流 
与 大 涡 相 结合 的 双重 结构 是 湛 剪 切 流 的 主要 特征 . 并 认为 这 些 大 涡 应 具有 准 — 
确定 的 形式 ,他 强调 大 涡 对 汕 流 输 运 性 质 的 重要 性 和 描绘 出 第 一 张大 涡 的 运动 
图 . 同年 ,H.A. 爱 因 斯 坦 与 H. 李 和 1959 Æ S.J. 225 P. W. 朗 斯 塔 德勤 分 别 
用 热线 测量 与 流动 显示 研究 了 潮流 边界 层 近 壁 区 内 拟 序 运动 的 特点 ,包括 粘性 
次 层 的 流 条 结构 与 近 壁 区 的 突然 喷射 等 ,不 少 发 现 是 与 当时 对 满 流 的 认识 相反 
的 ,例如 粘性 次 层 中 存在 连续 三 维 的 非 定常 运动 等 . 
进入 60 年 代 , 斯 坦 福 大 学 的 一 批 科学 家 如 S.J. 克 兰 ,W.C. 雷 诺 ,J. 金 和 俄 
亥 俄 州立 大 学 的 R.S. 布 罗 德 基 以 及 A.J. 格 拉 斯 ,L.S.G. 科 瓦斯 内 等 利用 流动 
显示 和 热线 技术 广泛 地 对 灌流 边界 层 的 缓冲 区 和 粘性 次 层 进行 了 实验 研究 , 结 
果 证 实 拟 序 运动 的 确 在 下 述 几 个 方面 扮演 着 重要 角色 (1) 在 壁 附近 产生 新 的 庙 
流 ;(2) 通 过 夹带 使 边界 层 增长 ;(3) 沿 两 个 方向 按时 均 速 度 梯度 实现 动量 输 运 
等 . . 
70 年 代 及 其 以 后 , 由 于 数字 计算 机 的 普遍 使 用 和 条 件 采 样 技术 的 不 
断 提 高 ,大 大 改变 了 汕 流 结构 研究 的 面貌 ,不 少 流体 力学 家 对 濡 流 边界 
层 内 的 拟 序 运动 进行 了 更 深入 细致 的 实验 研究 ,例如 满 流 边 界 层 外 界面 
处 , 沸 流 / 非 淇 流 的 性 质 ,大 涡 运 动 和 夹带 机 理 等 ,在 近 壁 区 内 , 独 发 ,喷射 与 注 
流 生成 的 机 理 , 流 向 涡 的 形成 与 演化 ,以 及 壁 压 强 涨 落 与 速度 涨 落 与 近 壁 漠 流 结 
构 的 关系 等 . 
经 过 很 多 科学 家 的 长 期 辛勤 工作 ,现在 终于 证 实 无 论 是 在 粘性 次 层 ,缓冲 区 
或 外 区 中 均 有 各 自 的 拟 序 运动 ,它们 的 结构 特征 是 不 相同 的 ,但 在 大 多 数 情况 ， 
这 些 结构 属性 的 方差 值 与 平均 值 相 比 都 相当 大 ,因而 是 可 测量 的 ,这 样 就 大 大 地 
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提高 了 人 们 对 市 剪 切 流 ,特别 是 市 流 边界 层 的 认识 与 了 解 ,在 此 基础 上 ,1979 年 
G. 格 罗 特 巴赫 与 U. 舒 曼 和 J. 金 与 P. 莫 英 分 别 开 始 用 直接 数值 模拟 和 大 涡 模 
拟 研究 渠道 中 的 清流 运动 . 


я Mi 


9.1 试 导出 可 压缩 流体 的 潢 流 运动 的 时 均 连 续 方 程式 . 
9.2 试 导出 ,在 不 计 体 力 时 , 均 质 不 可 压缩 粘性 流体 汕 流 运动 中 二 方向 的 涡 量 方程 可 
以 时 均 化 得 到 


дә, H да. А да, Р Ið, Juw, дош, дио, 
дї u дт v 3y т dz En ду dz 
я _ дп _ дп uw, + Juw, дио 


9.3 考虑 两 平行 平板 间 的 不 可 压缩 粘性 流体 的 二 维 定常 满 流 运动 ,不 计 重 力 ,并 假定 除 
压强 以 外 所 有 物理 量 均 与 沿 板 面 方向 的 坐标 zx 无 关 . 
1) 试 导出 其 雷诺 方程 ; 
2) 试 证 明 任 一 z= 常数 截面 上 的 时 均 压 力 在 板 面 达到 最 大 值 ; 
3) 试 证 明 从 对 称 面 到 平板 边界 ,分 子 粘性 力 与 雷诺 应 力 之 和 呈 线 性 变化 . 
“9.4 不 可 压缩 粘性 流体 沿 半径 为 R 的 圆 管 做 定常 湛 流 运动 , 圆 管 长 为 工 的 一 段 上 压 降 
为 Ap. WER :与 管 壁 相距 у 处 的 汕 流 核心 区 中 混合 长 可 表示 为 


аав) 


Е 5 
н Ё 


18 21. 
dy 


9.5 在 两 平行 平板 间 的 滑 流 中 ,考虑 和 天 0 的 情形 . 


1) р у 处 的 切 应 力 r= — т, 这 ,其 中 rw (у= А Д); 


2) 由 上 式 出 发 ,用 普 朗 特 的 混合 长 理论 ,导出 消 流 核心 区 速度 剖面 . 
“9:6 Ж Ке<10° 时 ,光滑 圆 管内 油 流 时 均 速 度 分 布 为 


С 17 
= ial =) Ç 
其 中 r 为 距 轴 心 距离 ,ro 为 管 半径 ,zu 为 轴 上 值 . 
求证 : ` | 
1) 管道 中 平均 流速 D = п; 


2) 混合 长 1-12 (27) (2) ж ЕЗ =. 


习 题 “233.5 


"9.7 试 由 粗粮 贺 管 的 汕 流 核心 区 速度 剖面 (9.6.6) 式 推导 摩擦 因子 4 满足 的 隐 式 关系 
(9.6.7) 式 . 
9.8 一 个 水 泵 每 秒 钟 把 0.028 3m° 的 水 输送 到 内 直径 为 15cm 的 钢 制 管道 系统 ,其 长 度 
及 与 水 平面 倾角 如 图 所 示 . 设 泵 出 口 A 处 的 压强 比 大 气压 高 6.9 x 10 Pa, 问 管道 出 口 B 处 
的 水 压强 比 大 气压 高 多 少 ? (不 计 接 头 与 拐弯 处 的 能 量 损失 ,水 的 v=1.13x10 sm/s.) 


9.8 题 图 


“9.9 15 人 的 水 流 过 内 直径 0.305m 的 市 售 钢管 ,流量 为 1.986nY /s. 其 密度 为 o = 999kg/ 
m ,运动 粘度 系数 ,=1.16x10-5m?z/s. 用 其 时 均 速 度 剖 面 计算 单位 质量 流体 的 平均 动能 ， 
并 与 用 平均 速度 算出 的 值 相 比较 . 再 讨论 层 流 圆 管 流 中 用 两 种 方法 算得 的 单位 质量 流体 平 
均 动 能 差别 有 多 大 . 

9.10 Жж )һ5 (ж) һ 的 时 均值 表达 式 , 其 中 函数 f= 了 +f,g=B+g А+". 

9.11 试 导出 无 量 纲 形式 的 时 均 耗 散 函 数 O ,并 用 量 级 比较 法 求 它 各 项 的 量 级 

9.12 利用 8.33 题 结果 导出 柱 坐 标 轴 对 称 的 满 流 边界 层 方程 组 ,并 与 平面 情况 的 相应 
方程 组 作 比 较 . 


9.13 试 求 图 9.18a 与 9.19a 中 变量 六 与 y* = 之 间 的 换算 关系 . 
9.14 ”对 绕 半 无 穷 平板 的 层 流 与 洪流 边界 层 , 试 导出 各 种 雷诺 数 Ке, Ке, 和 Re, 之 间 


的 换算 关系 . 
9.15 速度 为 16.5m/s 的 自由 平行 来 流 , 流 经 一 零 冲 角 平 板 , 在 平板 某 点 z 处 ,用 微型 庇 
托管 测量 边界 层 内 的 速度 分 布 u ,其 结果 如 下 表 : 
ymm) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 
u(m/s) 11.73 13.19 14.04 14.61 15.10 15.51 15.85 16.16 16.44 


ШК ААИ = 六 ,其 中 = у ШЕУ БАЖАЕВ 


KE л. 
9.16 用 微型 庇 托管 测量 平板 上 某 点 的 速度 分 布 ,其 结果 如 下 : 
y(mm) 1.3 2.5 3.7 5.1 6.4 76 10.0 
и(пуз) 11.0 18.0 23.0 27.0 29.0 30.0 34.0 
其 中 у 为 垂直 于 平板 面 的 距离 , u 为 局 部 速度 ,假定 流体 的 密度 为 1.2kg/m’ , 试 计算 麻 
擦 速度 和 表面 剪 切 应 力 . 
9.17 一 水 流 流 经 一 长 3m Ж lm 的 平板 ,来 流速 度 为 2. 5m/s, 水 的 运动 粘度 y= 1 x 


10 m/s. 假定 为 油 流 边界 层 , 其 速度 分 布 为 = 了” ,у= 2. 试 计算 尾 缘 点 的 边界 层 名 义 
厚度 和 平板 的 阻力 系数 ， 
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9.18 沿 平板 汕 流 边界 层 的 压强 梯度 为 零 , 试 证 明 平 板 表面 的 剪 切 应 力 为 rs = pU 
E 5 ,如果 速 度 分 布 为 交 = 7 ,其 中 = EM ru = 0.023007. Re, "REREN > 
处 ,名 义 厚 度 8, =0.38zRe, .计算 形状 因子 Han ,并 将 平板 表面 剪 切 应 力 用 Re, 表示 . 

9.19 一 流体 流 过 一 壁面 , 沿 着 它 存在 一 压强 樟 度 记 92 = —2а 其 中 a 为 一 常 加 速度 ， 
假定 从 前 缘 点 起 即 为 灌流 边界 层 . 试 证 明 


d 
Jz де t (H + 2) 


2абы_ _1 
Ui +2ar 2 Cr» 
其 中 H 为 形状 因子 , U, 为 来 流 在 z=0 处 的 速度 ,如 果 边 界 层 内 的 速度 分 布 为 施 短 次 


律 , 则 其 a =a, уә, = 也 8, ,再 假定 Cj =0.025Re ~- 人“, 试 证 明 上 方程 变 为 : 
8 72 m 


d 4бабёь, 


dong [i ran a 
m 7U? + 14ах у j 


I = 0.012 6 


9.20 ЖРА — m йл Я Н, REE fi E m Ja = ЖЕЛЕЛЕР УЗУ: 


1 * 
= с(®>\' 与 和 = AE УУ+В 
y и, y 


试 证 明 此 二 速度 剖面 在 一 共同 点 光滑 衔接 时 需 满足 С=лАехр( 2-1) 与 #2 


у 
=exp(n- 是 ). 
[提示 :在 共同 点 ,二 速度 剖面 的 x 与 各 应 相等 . 


9.21 考虑 一 淹没 在 静止 粘性 流体 中 的 无 穷 水 平平 板 , 它 在 其 自身 平面 内 振荡 ,对 层 流 
情况 ,流体 的 运动 可 用 下 方程 描述 


аи Pu 
дї Pš ” ау 
初始 和 边界 条 件 为 u(0,t)= uocos ot 


u(°o,t)—0 
其 中 у 为 垂直 于 板 面 的 距离 ,(a) 证 明 流 体 的 运动 速度 为 4 = иле У cos(ot — ky) 


1 
其 中 = (2) ，(b) 利 用 (a) 的 结果 , 试 证 明 如 果 平板 不 动 ,而 流体 作 振荡 运动 , 则 在 平 
板 附 近 流 体 的 速度 为 =u'o[1-e*] | | 
1/2 
其 中 = (多 ) ,u 为 远离 平板 处 的 流体 速度 .，(c) 从 (b) 的 结果 证 明 范 , 德 律 斯 特 对 混 


合 长 所 提出 的 修改 是 合理 的 ,其 中 根据 实验 结果 他 取 为 еа ЖА = 25 27. 


9.22 ”在 一 均匀 平行 来 流 中 ,放置 一 枯 前 缘 , 零 冲 角 的 薄 平 板 , 使 其 长 度 沿 来 流 方向 ,来 
流 的 速度 ,密度 与 粘度 系数 分 别 为 1. 5m/s,1.2kg/m 和 1.8X10 “kg/(s*m). 试用 普 朗 特 法 
和 朱 考 斯 卡 斯 法 求 平板 的 组 合 摩 擦 系 数 . ШЖ 


习 题 “123555 


(а) 板 长 工 =3.0m, 来 流 测 流 度 Tu =0.8% ,过渡 点 位 置 zcr = 0.737т;(Ъ)ЖЕ L = 
5.0m, В Tu =0.3% ,过 渡 点 位 置 zcr =1.276m. 

79.23 ”流动 情况 如 例题 , 假定 在 临界 过 渡 点 层 流 与 汕 流 边界 层 的 动量 厚度 相等 , 试 求 
(a) 过 渡 点 的 动量 厚度 ,(b) 满 流 边界 层 的 虚 原 点 位 置 ,和 (c) 如 果 虚 原点 前 与 后 ,分 别 视 为 层 
流 与 湛 流 边界 层 , 试 求 此 组 合 边 界 层 的 摩擦 系数 并 与 例题 的 结果 相 比 较 . 

9.24 ”在 一 均匀 平行 来 流 中 ,放置 一 尖 前 缘 , 零 冲 角 薄 平板 ,使 其 长 度 沿 来 流 方向 ,来 流 
的 速度 ,密度 和 粘度 系数 分 别 为 1. Sm/s,1.2kglm 和 1.8X10 kg/(m:s). 如 果 临 界 不 稳定 
点 的 雷诺 数 ( Re; Ja = 520. 试 求 临 界 不 稳定 点 距 前 缘 的 距 高 . 
9.25 ”流动 情况 如 上 题 ,并 利用 上 题 结果 求 临 界 过 渡 点 距 前 缘 的 距离 ,如 果 来 流 的 湛 流 
度 分 别 为 : А 
(а) Ти=1%; (b) Ти=0.8%; (с) Ти= 0.3%. 


气体 动力 学 初步 


真实 流体 均 具有 一 定 程度 的 可 压缩 性 . 在 某 些 情况 下 ,如 流 场 中 压 差 或 密 
度 变 化 极 小 时 ,作为 一 种 近似 ,可 以 把 它 作为 不 可 压缩 流体 来 处 理 , 这 就 是 前 面 
几 章 所 研究 的 不 可 压缩 流体 的 内 容 , 其 结果 和 实际 吻合 得 相当 好 . 但 是 当 流 场 
中 流体 的 运动 速度 很 高 , 压 差 或 密度 的 变化 显著 ,其 至 出 现 激 波 等 许多 在 不 可 压 
缩 流体 中 未 曾 出 现 过 的 现象 时 ,考虑 压缩 性 对 流动 的 影响 就 成 为 必要 了 . 

本 章 简单 介绍 了 无 粘性 可 压缩 气体 的 运动 规律 及 其 和 物体 间 的 相互 作用 ， 
主要 内 容 :10.1 节 为 气体 运动 方程 组 .10.2 与 10.3 节 分 别 为 声速 和 马赫 数 的 力 
学 概念 与 气体 动力 学 函数 .10.4 节 为 变 截 面 管 中 的 一 维 定常 流动 .10.5 与 10.6 
节 分 别 为 激 波 现象 与 拉 瓦 尔 喷 管内 的 流动 . 


10.1 无 粘性 可 压缩 流体 运动 方程 组 


研究 可 压缩 性 作用 不 可 忽略 的 流体 力学 分 支 通常 称 为 气体 动力 学 或 可 压缩 
流体 力学 . 它 研究 的 对 象 具 有 可 压缩 流体 在 小 范围 空间 中 作 高 速 运动 的 特点 . 
例如 飞机 .导弹 等 飞行 器 在 空气 中 高 速 运动 所 引起 的 空气 流动 . 气 轮机 内 流 过 
叶轮 的 气流 , 强 炸 造成 的 气流 等 ， 对 于 这 样 的 流动 ,根据 第 一 章 并 述 ,可 作 如 
下 假设 : 

(1) 流体 密度 o 是 变化 的 . 

(2) 忽略 流体 的 粘性 作用 . | 

(3) а. 由 于 流动 的 高 速度 ,流体 流 过 速度 起 显著 变化 区 域 
所 需 的 时 间 很 得, 加 上 气体 传 热能 力 很 弱 , 因 而 可 认为 流动 过 程 是 绝热 的 . 这 
样 ,在 流动 参量 连续 变化 的 区 域 中 ,无 粘性 绝热 的 流动 过 程 就 是 等 炳 过 程 . 

(4) 忽略 重力 的 效应 . 例如 ,在 温度 T =270 K, 垂直 高 度 差 Az =80 m 时 ， 
完全 气体 由 重力 引起 的 压强 变化 Ap 满足 下 式 


Ар _ pgAz _ g 
7 = prez == 2+ 0.01. 
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因此 在 小 范围 空间 内 ,由 重力 引起 的 压强 变化 可 忽略 ,运动 方程 中 略 去 重力 项 ， 
能 量 方程 中 略 去 重力 作 功 项 . 

在 上 面 所 述 的 基本 假设 下 ,第 三 章 已 导出 无 粘性 可 压缩 流体 运动 的 基本 方 
程 组 . | | 

在 流 场 不 断 变化 的 区 域 中 ,无 粘性 可 压缩 流体 运动 的 连续 性 方程 和 运动 方 
程 是 


Re о.о = 0， (10.1.1) 
Do 1 
| те =- 0%: (10.1.2) 
方程 组 没有 封闭 ,需要 补充 物性 方程 , 即 完全 气体 的 状态 方程 
b = eRT. (10.1.3) 
[EJ ЕҢ T EBI IRLE r РТА N ВЕЗЕ ‚ЖЕЕП Б h SE “ИЖЕ ИГ E 
b = co. (10.1.4) 


现在 六 个 方程 (10.1.1) 一 (10.1.4) 中 有 p、v (三 个 )、p、 工 六 个 未 知 量 ,构成 了 
封闭 的 方程 组 . 

定 解 条 件 如 下 : 

初始 条 件 . 

一 般 给 出 г = г 时 刻 的 速度 mw ,以 及 压强 p、 密 度 p MAET 中 任 两 个 参 
量 的 分 布 . 

对 于 定常 流动 , 则 不 存在 初始 条 件 的 问题. 

边界 条 件 . 

在 固体 壁面 上 要 给 出 速度 条 件 和 温度 条 件 . 固 壁 上 的 速度 边界 条 件 的 提 法 
在 不 可 压缩 流动 中 已 经 讨论 过 ,对 于 无 粘性 流体 来 说 ,流体 在 固 壁 表面 上 的 法 向 


速度 应 等 于 固 壁 运动 速度 的 法 向 分 量 , 即 
(o. VF) = 5 (10.1.5) 


AP F(x,y,z;t)=0 是 运动 固 壁 的 方程 . 无 粘性 可 压缩 流体 的 固 壁 速度 条 件 
同样 是 (10.1.5) 式 . I | 


固 壁 上 的 温度 条 件 通常 有 两 种 : | 
(1) 无 温度 突 牙 条件. 即 固 壁 表面 上 流体 的 温度 应 该 等 于 物体 表面 的 温度 
Tis = To(z,y,z;t) (10.1.6) 


其 中 To(z,y,z;t) 是 物体 表面 的 温度 . 
(2) 绝热 条 件 . 即 流体 和 固 壁 间 没 有 热传导 . 由 于 热传导 是 依赖 于 温度 梯 
度 的 ,因此 这 一 条 件 意味 着 流体 在 固 壁 表面 上 的 温度 梯度 为 零 
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aT| _ 
Эл|„ =0 (10.1.7) 


以 上 两 种 温度 边界 条 件 由 问题 的 性 质 来 决定 给 出 哪 一 种 表达 . 

对 于 如 管 流 一 类 问题 或 其 他 的 一 些 特殊 流动 问题 ,还 应 该 视 具 体 情 况 给 出 
边界 条 件 . 

这 一 节 给 出 了 无 粘性 可 压缩 流体 运动 的 基本 方程 组 以 及 定 解 条 件 , 它 们 都 
是 微分 形式 ,因此 适用 于 流动 参量 连续 的 区 域 . 然而 在 许多 问题 中 , 流 场 不 一 定 
都 是 连续 的 ,有 时 流动 参量 会 在 某 些 曲面 上 产生 突变 . 在 包含 这 样 一 类 曲面 的 
流动 区 域 中 ,基本 方程 将 要 采用 控制 体积 分 形式 或 者 其 他 的 一 些 形式 . 


10.2 小 扰动 在 可 压缩 流体 中 的 传播 ”声速 和 马赫 数 


上 一 节 已 经 得 到 了 无 粘性 可 压缩 流体 流动 的 基本 方程 组 和 定 解 条 件 ,在 对 
这 些 方程 作 进 一 步 讨论 之 前 , 先 分析 一 下 小 扰动 在 可 压缩 流体 中 的 传播 ,并 且 引 
进 两 个 在 可 压缩 流动 问题 中 极其 重要 的 物理 参量 :声速 和 马赫 数 . 

(一 ) 小 扰动 在 可 压缩 流体 中 的 传播 和 声速 

图 10.1 表示 了 击 鼓 传 声 的 情况 . 用 锤 击 鼓 时 ,将 


引起 鼓膜 的 振动 , 当 鼓膜 向 外 凸 起 时 ,势必 挤 压 邻近 一 
层 空气 ,从 而 使 这 一 层 空 气压 强 和 密度 稍微 升 高 一 些 ， ( 
由 于 这 一 层 空气 压强 升 高 ,又 会 挤 压 在 它 外 面 邻近 的 | 

一 层 空气 ,从 而 使 外 面 一 层 空 气 的 压强 和 密度 也 稍微 

升 高 一 些 ,于 是 它 又 挤 压 在 它 外 面 的 一 层 空气 ……, 这 

样 一 层 一 层 向 外 挤 压 , 原来 使 压强 增值 的 扰动 就 从 鼓 。 图 10 1 шшш 
膜 处 向 周围 传播 出 去 ， 当 鼓膜 内 止 时 ,邻近 一 层 空气 就 

会 膨胀 ,从 而 压强 和 密度 会 稍微 减低 一 些 ,同样 地 ,这 个 使 压强 降低 的 扰动 也 会 
从 鼓膜 处 向 周围 传播 出 去 ， 当 鼓膜 振动 时 ,就 会 产生 使 邻近 空气 压强 一 升 一 降 
和 密度 一 密 一 朴 的 微弱 扰动 ,这 个 扰动 将 连续 不 断 地 向 周围 传播 出 去 , 当 传 到 人 
的 耳 条 里 时 ,就 使 耳膜 发 生 相应 振动 ,使 人 听 到 了 鼓 声 . 因此 ,声音 实际 上 是 发 
声 器 所 发 生 的 微弱 振动 而 引起 周围 空气 的 一 种 微弱 扰动 波 ( 或 称 为 小 扰动 波 )， 
一 般 也 就 称 为 声波 (或 音波 ). 

从 上 面 对 声 音 在 空气 中 传播 的 形象 化 说 明 中 可 以 看 出 ,扰动 在 流体 中 的 传 
播 是 以 “ 波 ” 的 形式 进行 的 , 它 称 为 扰动 波 . 扰动 波 通过 流体 的 某 一 部 分 介质 后 ， 
这 部 分 介质 受到 扰动 从 而 流动 参量 发 生 改变 . 在 流体 受 扰 部 分 与 未 受 扰 部 分 之 
间 有 一 个 分 界面 , 它 称 为 扰动 波 的 波 阵 面 . 扰动 波 的 传播 速度 就 是 扰动 波 波 阵 
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面 的 传播 速度 . 声速 ,就 是 小 扰动 波 阵 面 在 流体 中 的 传播 速度 . 要 特别 注意 的 
是 ,扰动 波 传播 速度 与 流体 本 身 的 运动 速度 是 完全 不 同 的 两 回 事 ,绝对 不 可 
Ri. 

声速 是 一 个 十 分 重要 的 物理 量 , 人 们 很 早 就 力图 推导 出 计算 声速 的 公式 来 . 
由 于 扰动 使 得 流体 的 速度 参量 和 热力 学 参量 发 生变 化 ,因此 在 推导 声速 公式 之 
前 必须 弄 清楚 声音 的 传播 是 个 什么 过 程 . 对 此 ,牛顿 在 1687 年 曾 认为 声音 的 传 
播 是 一 个 等 温 过 程 . 初 看 起 来 ,这 个 看 法 似乎 是 合理 的 ,但 是 由 此 而 算得 的 结果 
却 同事 实 不 符 , 这 是 因为 假定 等 温 过 程 就 相当 于 假定 空气 热传导 的 能 力 非常 大 ， 
而 实际 上 空气 热传导 能 力 很 小 ,在 小 扰动 传播 过 程 之 中 ,流体 的 状态 变化 很 快 ， 
流体 微 团 不 可 能 凭借 与 周围 介质 之 间 的 热传导 来 维持 自己 的 温度 不 发 生 改变 ， 
所 以 等 温 过 程 的 这 种 假定 是 不 合理 的 ,无 法 得 出 正确 的 结果 . 后 来 , 拉 普 拉 斯 在 
1816 年 提出 声音 的 传播 是 一 个 等 炉 过 程 ,并 导出 了 声速 的 计算 公式 . 实验 的 结 
果 证 明了 等 粹 假定 的 合理 性 和 计算 公式 的 正确 性 . 

下 面 用 等 业 过 程 来 推导 声速 公式 . 

为 了 简便 , 设 小 扰动 波 阵 面 在 压强 为 
pi1, 密 度 为 o 的 静止 流体 中 以 速度 a Ë m” А 
右 向 左 传播 ,如 图 10.2 所 示 . 小 扰动 波 阵 "0 “ 
面 后 ,流体 有 速度 u, = du ,压强 р, = p, + z 
dh, p = pı + do, < # аи, р, do 均 为 
小 量 . 

建立 固 连 在 波 阵 面 上 的 运动 坐标 ,并 取 控 制 体 ,运用 质量 守恒 和 动量 定理 
得 到 


图 10.2 小 扰动 在 静止 气体 中 的 传播 


оа = (pı + dp)(a + du), 
- pia? + (о, + do)(a + йи)? = p, - (pı + dp). 
合并 以 上 两 式 , 略 去 二 阶 以 上 小 量 后 有 
а?до = dp. 
由 于 流体 运动 通常 是 正 压 过 程 ,p= p(p), 于 是 从 上 式 得 到 
а? = dp/dp. (10.2.1) 
MECH IH ЛД Е Е ЧЕ, A (10.2.1) H P E ДА 
а = V (dpldo).. (10.2.2) 
хта“ КЕЯ. 
对 于 不 均匀 流体 ,可 以 把 它 每 一 个 局 部 看 作 均匀 的 流 团 , 引 入 (10.2.2) 式 ， 
从 而 把 它 理 解 为 局 部 声速 或 当地 声速 . 
对 于 运动 流体 ,我 们 可 建立 运动 坐标 而 推导 出 同样 的 声速 公式 . 因而 更 确 
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切 地 说 ,声速 是 相对 于 流体 运动 而 言 的 小 扰动 传播 速度 . 

从 声速 定义 可 以 看 出 ,声速 是 标志 着 流体 压缩 性 的 一 个 重要 参数 . 声速 小 ， 
表示 使 密度 改变 dp 所 需 的 压强 dp 小 ,这 就 表示 流体 易 压 缩 ; 反 之 ,声速 大 , 表 
示 使 密度 改变 do 所 需 的 压强 dp 大 ,表示 了 流体 较 难 压 缩 . 对 于 不 可 压缩 流体 ， 
声速 а 趋 于 无 穷 大 ,意味 着 小 扰动 在 不 可 压缩 流体 中 的 传播 几乎 是 瞬时 完成 
的 . 而 在 可 压缩 流体 中 ,小 扰动 的 传播 需要 一 定 的 时 间 , 这 也 正 是 可 压缩 流体 和 
不 可 压缩 流体 的 本 质 差别 之 一 . 严格 意义 下 的 不 可 压缩 流体 实际 上 并 不 存在 ， 
只 是 密度 不 易 变 化 、 声 速 较 大 ,可 以 近似 地 看 作 是 不 可 压缩 的 . 

对 于 完全 气体 , 粹 是 

I S = сш. 
ЖЗА, 5 是 常数 ,于 是 
(Ф), = blo. 
因此 完全 气体 的 声速 公式 是 
а = / yblo = YRT. (10.2.3) 
对 于 空气 , ул1.4, 25287 N.m/(kg'K) ,因此 a™20.1 / Tms. 

要 指出 的 是 ,上 面 得 到 的 结果 仅 适 用 于 小 扰动 的 传播 . 对 于 小 扰动 ,扰动 量 
是 小 量 ,因此 扰动 方程 可 以 线 化 ,从 而 得 到 了 (10.2.2) 式 . 对 于 有 限 幅 度 的 变 
化 ,上 述 结果 不 再 适用 ,必须 从 基本 方程 出 发 讨论 问题 . 

不 同 高 度 情况 下 标准 大 气 的 声速 可 见 表 2.1. 

例 10.1 在 一 根 无 限 长 的 管道 中 ,有 一 薄膜 把 管内 静止 气体 分 隔 成 两 部 
分 ,压强 各 为 p 和 p,,(p;>>pi,p; 一 pi=p 是 小 量 ), 温 度 相同 . 设 薄膜 位 于 z 
轴 的 原点 处 , 试 证 当 薄 膜 突然 破裂 后 气体 的 压强 p 和 速度 是 

р, х > at, 


b-p = 25, |z |< at, 


0, z<-at, 

0, д> а, 

«= d- Bw, 1 之 1< at, 
0, х<-ш, 


式 中 а 是 声速 po 是 扰动 部 分 的 气体 密度 . 

E 薄膜 破裂 后 ,高压 气体 向 低压 气体 发 出 一 扰动 波 ,使 之 压强 升 高 ; 另 一 
方面 低压 气体 同样 向 高 压气 体 发 出 一 扰动 波 ,使 之 压强 降低 . 由 于 原来 两 侧 的 
压强 差 是 小 量 ,因此 这 两 个 扰动 波 是 小 扰动 波 , 以 声速 传播 . 已 知 原 来 两 侧 温度 
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相同 ,所 以 这 两 个 小 扰动 波 的 声速 相同 ,中 间 形 成 一 个 受 扰动 区 ,两 侧 气 体 在 波 
阵 面 未 到 之 前 仍 保持 原来 状态 . 


图 10.3 薄膜 破裂 后 小 扰动 向 两 侧 传播 


建立 两 个 随 波 阵 面 一 起 运动 并 包含 波 阵 面 的 控制 体 . 对 于 波 阵 面 x = 
一 at ,其 左 侧 气 体 相对 速度 是 a , 右 侧 相对 速度 是 a + ,对 控制 体 应 用 质量 守恒 
和 动量 定律 得 
Dia = pola + и), 
Р. + pa? =р+ pola + uy. 
联 立 后 得 到 
bi = p + раи. 
对 于 波 阵 面 x = at ,同样 可 得 
оза = po(a — и), 
b+ + ра? = p + oO (a — u). 
联 立 得 到 
b: = р - pau, 
因此 有 
b: -— bi = bP == (о, + pa )az , 
bx + ру = 2р + (Ор, — р;)аи = 2р + 2и? = 2р. 
由 最 后 一 式 得 到 | 


506+) 2 tb 
即 | 
p-p = 55. 
再 把 两 个 波 阵 面 上 得 到 的 质量 守恒 表示 式 相 加 得 
oo = z (e + p2). 
代入 前 面 的 р, – ру 一 式 中 就 求 出 и, 


=P. 
2apo j 


这 一 题 已 知 条 件 告诉 我 们 薄膜 两 侧 的 压强 差 是 一 个 小 量 , 因此 薄膜 破裂 后 


ы = 
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产生 小 扰动 分 别 向 两 侧 传 播 ,并 且 在 扰动 区 中 气体 受 扰动 产生 的 扰动 速度 и 是 
一 个 小 量 , 在 解 题 过 程 中 略 去 了 它 的 平方 项 ,这 和 推导 小 扰动 声速 公式 时 所 用 的 
处 理 方法 是 一 致 的 . 如 果 原 来 薄膜 两 侧 的 压强 差 不 是 小 量 ,那么 其 物理 现象 就 
和 现在 的 不 同 , 不 能 再 用 小 扰动 的 线 化 处 理 方 法 ,其 结果 自然 也 不 同 . 

(二 ) B% 

研究 可 压缩 流体 的 流动 问题 的 另 一 个 重要 参量 是 流体 的 流动 马赫 数 , 记 为 
M. 马赫 数 的 定义 是 


М = >. (10.2.4) 


а 
它 表示 流体 的 流动 速度 与 当地 声速 之 比 ,是 一 个 无 量 纲 的 参量 . 
对 应 于 M<1,M=1 和 M >1 这 三 种 情况 的 流动 分 别称 为 亚 声速 流 、 声 速 
流 和 超声 速 流 , 这 三 种 流动 在 物理 上 有 着 本 质 的 区 别 . 图 10.4 是 小 扰动 在 四 种 
流动 情况 中 的 传播 ,显示 出 亚 声 速 流 ,声速 流 和 超声 速 流 的 区 别 . 


Э 
dd P; Ç 
AAAA 


(c) 


图 10.4 小 扰动 在 不 同 来 流速 度 流 场 内 的 传播 


(1) 小 扰动 在 静止 流体 中 传播 (图 10.4(a)). 由 于 流体 是 静止 的 ,小 扰动 将 
以 声速 a 向 四 面 八方 传播 ,而 且 它 在 各 个 方向 上 的 传播 速度 都 是 相等 的 . 

(2) 小 拢 动 在 亚 声速 流 场 中 传播 (图 10.4(b))， 从 相对 运动 的 观点 看 ,在 随 
流体 一 起 运动 的 坐标 系 中 ,小 扰动 以 声速 向 四 面 八方 传播 ,传播 速度 仍 是 相等 
的 . 但 在 绝对 坐标 系 中 , 它 在 各 个 方向 的 传播 速度 就 不 相等 了 . 小 扰动 在 顺 流 
方向 的 传播 速度 为 a + v ,在 逆流 方向 的 传播 速度 为 a - v ,由 于 流动 是 亚 声 
速 的 , 即 vs。<a, 所 以 小 扰动 仍 可 以 向 四 面 八方 传播 ,但 它 的 传播 速度 在 各 个 方 
向 不 同 ,在 顺 流 方向 传播 速度 最 大 ,而 在 逆流 方向 最 小 ,小 扰动 波 阵 面 是 一 族 偏 
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心 的 球面 . 

(3) 小 扰动 在 声速 流 场 中 传播 (图 10.4(c) ). 小 扰动 传播 的 情况 同 (2) 的 情 
况 大 致 相同 ,但 由 于 vo = а ,因此 它 只 能 向 顺 流 方向 传播 而 不 能 向 逆流 方向 传 
播 ,其 结果 是 小 扰动 波 只 能 在 图 中 虚线 右 半 平 面 内 传播 , 而 无 法 传播 到 左 半 
平面 . 

(4) 小 扰动 在 超声 速 流 场 中 传播 (图 10.4(d)). 此 时 v。>a, 因 此 小 扰动 不 
能 再 向 逆流 方向 传播 . 每 个 波 阵 面 相对 于 扰动 中 心 而 言 ,传播 速度 仍 是 声速 a， 
在 上 时 刻 构成 以 扰动 中 心 为 圆心 ,半径 为 at 的 球面 ;而 扰动 中 心 以 速度 o 顺 流 
而 下 ,上 时 刻 已 离开 初始 位 置 vi ( >at), 因 此 从 绝对 坐标 中 看 ,扰动 传播 的 范 
围 只 在 顺 流 方向 的 圆锥 型 区 域 之 内 ,圆锥 型 区 域 以 外 的 地 方 是 不 会 受到 小 扰动 
影响 的 . 这 个 圆锥 称 为 扰动 锥 或 马赫 锥 , 它 的 半 顶 角 称 为 马赫 角 ， 


и = arcsin — = arcsin 十 (10.2.5) 


从 这 个 例子 可 以 看 到 亚 声 速 流 和 超声 速 流 是 两 种 性 质 截然 不 同 的 流动 ,也 
说 明了 马赫 数 是 一 个 重要 的 物理 参数 . 
完全 气体 的 马赫 数 可 以 写 为 
M = v/v YRT. (10.2.6) 
温度 是 气体 分 子 运 动 动能 的 度量 ,所 以 (10.2.6) 式 说 明 马 赫 数 是 流体 宏观 运动 
动能 和 分 子 运动 动能 之 比 . 
考虑 可 压缩 流体 作 定常 等 炉 运动 ,利用 声速 公式 (10.2.2) 及 运动 方程 


(10.1.2) 式 可 以 得 到 
ККАО. 
m =- (42) (89). (10.2.7) 
这 个 式 子 说 明 当 马赫 数 很 小 时 ,速度 的 相对 变化 只 能 引起 很 小 的 密度 相对 变化 ， 
但 当 马 赫 数 很 大 时 则 ,将 引起 较 大 的 密度 相对 变化 ,这 也 说 明了 马赫 数 是 流体 压 
缩 性 的 一 个 表征 . 
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(一 ) 无 粘性 可 压缩 流体 定常 等 粹 流动 的 伯 努 利 方程 

前 面 4.2 节 已 导出 了 一 般 流体 定常 运动 的 伯 努 利 方程 (4.2.3) 式 . 对 于 完 
全 气体 的 等 焙 运动 ,p= со” , 代 人 (4.2.3) 式 可 得 出 下 面 (10.3.5) 一 (10.3.8) 各 
式 . 我 们 也 可 以 利用 热力 学 第 一 定律 ,从 总 能 量 角度 出 发 来 推导 相应 的 伯 努 利 
方程 . 


244. 第 十 章 ”气体 动力 学 初步 


热力 学 第 一 定律 可 写 为 
ТУ; = Vi -$ Vp. (10.3.1) 


代入 动量 方程 (10.1.2) 并 记 = + 号 ,有 
-vx(Vxv)= TYs — М. (10.3.2) 
由 于 考虑 定常 运动 ,上 式 中 已 略 去 对 时 间 偏 导数 项 . 在 流 线 上 取 微 元 dr = vdt, 
在 (10.3.2) 式 两 侧 点 积 dr 后 沿 流 线 积分 得 i, = const, 或 写成 
2 


РА +i = const, (10.3.3) 


2 
З т = Сор, (10.3.4) 


这 三 式 的 右边 是 和 流 线 有 关 的 常数 ,在 同一 条 流 线 上 它 的 值 不 变 , 但 不 同 的 流 线 
有 不 同 的 值 . 〈10.3.4) 式 左边 第 一 项 是 单位 质量 的 动能 ,第 二 项 是 单位 质量 的 
内 能 ,第 三 项 是 单位 质量 的 压 能 ,因此 这 三 项 之 和 表示 了 单位 质量 流体 所 具有 的 
总 能 量 , 从 而 (10.3.3)、(10.3.4) 式 的 物理 意义 就 是 无 粘性 不 可 压缩 流体 在 作 定 
常 等 箭 流动 时 沿 流 线 的 总 能 量 保持 不 变 . 它们 就 是 无 粘性 不 可 压缩 流体 定常 等 
h 103185 ЇН З Ж 27 ВЕ BJ 48 АЈ. 

НЕФ, ШИ ЕЛА КЕ X HIS ДУ, {Н ЭЛЛИН] S 
成 下 面 几 种 形式 


F + с,Т = const, (10.3.5) 
2 

Z4 28 T = const, (10.3.6) 

v? y Pb. 

a aein = const, (10.3.7) 

v? a _ 


0110.2 完全 气体 从 一 个 封闭 的 大 容器 中 通过 一 根 细 管 绝热 定常 地 流 人 
KA. 设 容器 中 压强 是 np,(n>>1), 大 气压 为 p REN p,, 求 气体 流出 时 的 速 
E v. 

解 REE, AETA ET EA ЕЕ А 5} ОГНИ, ЯН Б] A 
成 是 流 线 ,可 用 伯 努 利 方程 来 求解 . 以 下 标 “0” 表 示 大 容器 内 状态 ,以 下 标 “a” 表 
示 细 管 出 口 处 大 气 的 状态 ,于 是 有 

u Y P vi, 7 b. 


— + ——  — = — — 一 一 


2 y-lo 2 у-1р,” 
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由 于 容器 很 大 ,可 以 认为 细 管 内 流动 不 影响 它 的 状态 ,容器 内 气体 是 静止 的 ， 
vo =0. 562 Ж ДИНЕ А K 82 HEF yk A КА Е # sü 
b ba 
o ох 
又 已 知 po = np ,于 是 伯 努 利 方程 可 以 写 为 ， 
У 1-1 р. ЬУ Ua Y Р. 
ИР аР 


Ua тт на) 


伯 努 利 方程 中 出 现 的 常数 是 依赖 于 流 线 的 ,不 同 流 线 上 的 总 能 量 不 同 ,常数 
也 就 不 同 ,因此 要 确定 这 个 常数 ,必须 要 知道 流 线 上 某 一 点 ( 某 参考 点 ) 的 流动 参 
E. 为 此 ,下 面 推导 气体 动力 学 函数 (一 维 等 粹 关系 式 ). 

(二 ) 气体 动力 学 函数 (一 维 等 炉 关 系 式 ) 

1. 滞 止 状态 及 滞 止 参量 

我 们 引进 一 个 特定 的 参考 状态 , 称 为 “ 滞 止 状态 ”. 滞 止 状态 就 是 流体 的 流 
动 速度 为 零 时 的 状态 . 流体 质点 车 由 某 一 个 真实 状态 经 等 粹 过 程 或 经 假想 的 等 
们 过 程 速 度 减 少 到 零 , 这 时 流体 质点 的 状态 称 为 该 真实 状态 所 对 应 的 灌 止 状态 ， 
流体 质点 所 具有 的 流动 参量 称 为 该 真实 状态 的 灌 止 参量 . 一 个 真实 流动 过 程 中 
每 一 状态 都 有 相对 应 的 滞 止 状态 和 灌 止 参量 ,一般 说 来 它们 是 并 不 相同 的 . 

考察 某 真 实 状 态 参量 和 它 所 对 应 滞 止 参量 之 间 的 关系 . UFER O RRA 
LRS. 根据 完全 气体 的 等 炉 关 系 有 


可 以 解 出 v, 为 


£ = (ey. | (10.3.9) 
0 00 
е И рр Е) 
7 Уз i/y 22. 
Е е зш 2000 


根据 (10.3.10) ,只 要 知 道 流体 某 状态 的 参数 和 它 的 一 个 滞 止 参数 ,就 可 以 求 出 
此 滞 止 状态 的 其 他 参数 . 
伯 努 利 方程 (10.3.3) 可 写成 


z Erak (10.3.11) 
i RARER ,表示 流体 在 某 状态 所 具有 的 总 能 量 , 因 此 也 称 为 总 迷 . HEKE 
Ж, = с,То, с, 通常 是 常数 ,所 以 灌 止 温度 T 也 表示 流体 总 能 量 .由 


(10.3.11) 式 以 及 
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зара В а на, 
i ass 


可 得 到 

£ = (1 + 1). (10.3.12) 
HA (10.3.10) 18+ ТЕЖА Jj JJ 2 РЕ ЖОН ЭС ЖК, (sk — ЯЕ 
系 式 ) 


P£ = х(М) = (1+ y 1m?) (10.3.13) 

Ро | 

p У-1, 2 -A 

= ¿(M= (1+ M ) ; (10.3.14) 

Оо 2 ; 

а Ты = е 

= =M) = 1 + LM ) ! (10.3.15) 
1 

а= (М) = (1+ 71м?) < (10.3.16) 

ао 2 


st 
2-2.4 =M. (142m) . (10.3.17) 
a a a 2 


的 状态 . 同 滞 止 状态 一 
实 状态 假想 经 过 等 炉 过 程 达到 . 
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图 10.5 绘 出 了 气体 动力 学 函数 的 曲线 ,可 看 出 当 马 赫 数 M 增 大 时 ， л 


去 和 和 将 碱 小 ,也 将 增 大 ， 
表 10.1 «Жл вахи) 
M alpo=x(M) polpo=s(M) TITo=r(M) alao=a(M) vlas A.lA=q у= 
0.0 1.000 0 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.000 0 
0.1 0.993 0 0.995 0 0.998 0 0.999 0 0.0999 0.1718 0.173 0 
0.2 0.972 5 0.980 3 0.992 1 0.996 0 0.199 2 0.337 4 0.346 9 
0.3 0.939 5 0.956 4 0.982 3 0.991 1 0.297 3 0.491 4 0.5230 
0.4 0.895 6 0.9243 0.9690 0.984 4 0.393 7 0.628 8 0.702 2 
0.5 0.843 0 0.885 2 0.952 4 0.975 9 0.4879 0.746 4 0.885 3 
0.6 0.784 0 0.840 5 0.932 8 0.965 8 0.579 5 0.8416 1.073 5 
0.7 0.720 9 0.7916 0.9107 0.954 3 0.668 0 0.913 8 1.267 5 
0.8 0.656 0 0.740 0 0.886 5 0.941 6 0.7532 0.9632 1.4682 
0.9 0.5913 0.6870 0.860 6 0.927 7 0.834 9 0.991 2 1.676 4 
1.0 0. 528 3 0.633 9 0.833 3 0.9129 0.912 9 1.0000 1.892 9 
1.1 0.468 4 0.5817 0.805 2 0.893 1 0.987 0 0.992 1 2.1184 
1.5 0.272 4 0.395 0 0.689 7 0.830 5 1.245 7 0.8502 3.1212 
2.0 0. 127 8 0.2300 0. 555 6 0.745 4 1.490 7 0.5920 4.6367 
2.5 0.058 5 0.1317 0.444 4 0.6667 1.6667 0.3793 6.480 0 
3.0 0.027 2 0.076 2 0.357 1 0.597 6 1.792 8 0.236 2 8.674 5 
5.0 0.0019 0.0113 0.1667 0.408 2 2.0412 0.0400 21.164 0 
. 临界 状态 和 临界 参量 
ккк 态 是 流动 速度 v 等 二 当地 声速 4 的 状态 . 也 就 是 流动 马赫 数 等 于 1 


样 ,临界 状态 可 能 存在 于 真实 流动 之 中 ,也 可 以 由 某 个 真 
临界 状态 的 流动 参量 称 为 临界 参量 ,如 临界 速 


BE ,临界 压强 ,临界 密度 ,临界 温度 等 ,以 下 标 “* ”表示 临界 状态 , 则 它们 分 别 记 
DEFES TETTES E 
[Ja iZ B H, ЛН А Аг 14521 


+ _ 


р» 


м 


(10.3.18) 
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它 表 示 某 真实 状态 参数 和 它 所 对 应 的 临界 参量 之 间 所 满足 的 关系 式 . 
ЖЕЙ ЖКБ, о, = а. ,把 它 代 入 伯 努 利 方程 (10.3.8) 式 后 有 


2618 E 
а _ рори ү. k (10.3.19) 
ти У+1 3З. 
再 由 (10.3.18) 式 可 求 出 
T _[2+ (y - 1)M2 1! 
т. = [22-04 |; (10.3.20) 
> _ [2+ (y - DM 
Ё = 2 W (10.3.21) 
ge _[2+(y-1)M = 
== >= үз (10.3.22) 


(10.3.19)~ (10.3.22) E RERA Uka pe (АЭС). 
以 M=0 代 入 上 面 方程 ,可 以 得 到 某 真 实 状态 所 对 应 的 灌 止 状态 参数 和 临 
界 状态 参数 之 间 的 关系 


N 


T= Z (10.3.23) 
be 2}, (10.3.24) 
f= л (10.3.25) 
a л, (10.3.26) 


3. 最 大 速度 状态 | 

ЖЕЕ] КЛ ЖИПЕК ЕКА Ж ЖЕЛЕК, ВЕ азои, 
НАА БИН ЖИЛЕ ЕЗД ПТО 8). 

由 伯 努 利 方程 易 知 


v 
T 
因此 某 状 态 所 对 应 的 最 大 速度 是 


Ок =V v + 2c,T, (10.3.27) 
在 最 大 速度 状态 时 , 除 速度 以 外 的 其 他 一 切 参数 都 为 零 . 
由 (10.3.27) 式 可 以 得 到 


02. 
max 
+ ,T = 2, 
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=. вос Е +2 = = =ч Jv.. (10.3.28) 


它 表示 某 真实 状态 的 临界 速度 和 最 大 速度 间 的 关系 . 

以 上 所 得 到 的 是 真实 状态 参数 和 它 所 对 应 各 种 参考 参数 的 关系 式 . 一 般 说 
来 ,流动 过 程 中 不 同 真实 状态 所 对 应 的 参考 状态 参数 是 不 同 的 ,然而 当真 实 流动 
是 定常 和 等 粹 过 程 时 ,同一 lep nti sns 因此 有 


0 
T ü La, (10.3.30) 
с = М5, (10.3.31) 
с С HIN, (10.3.32) 


«Жай J И 9 ERA há а 36 2: B , BEITAR 26 38 ПОЙ 
8] ,它们 依然 是 成 立 的 ,但 是 (10.3.29) 一 (10.3.32) 式 显然 不 再 成 立 . 

(=) 速度 系数 À 

和 马赫 数 相 仿 ,在 工程 上 经 常用 到 一 个 无 量 纲 参量 1， 它 称 为 速度 系数 ， 其 
定义 是 


А = 六， (10.3.33) 
速度 系数 À 和 马赫 数 M 的 关系 是 
sw ж же АУ = ЛУМ"? 
== = MUM | ， (10.3.34) 
或 者 
М = зе = (10.3.35) 


从 图 10.6 可 以 看 到 , M<1 的 亚 声速 流动 对 应 于 <1,M= 1 的 声速 流 对 
应 于 4=1,M >1 的 超声 速 流 对 应 于 A>1, 所 以 也 可 以 用 А 作为 亚 声速 和 超声 
速 的 判别 标志 . 从 图 10.6 还 可 看 到 А 有 最 大 值 / 二 了 ,所 以 有 时 用 4 要 比 用 


M 更 加 方便 些 . 
s nd А 的 函数 


еа _ =: 12 ， 
„=! то (10.3.36) 
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y+1 

1 
L = ү: 
po (1 y+ 11 I 

1 
a_ _ y- 1.12 
2- (1 — 2 
T _ (Z + 1) —- (z - 1)2° 
T: ~ 2 i 
m оа 
b. L 2 , 
e ае а 
p+ L 2 
а [0+0-0-риу 
а. L 2 Í 


例 10.3 通过 对 总 压 的 比较 ,讨论 流动 对 流体 压缩 性 的 影响 . 


图 10.6 А- М8 


解 如 果 认 为 流体 是 不 可 压缩 的 ,那么 总 压 如 是 


1 
加 = p + ую. 


(10.3.37) 


(10.3.38) 


(10.3.39) 


(10.3.40) 


(10.3.41) 


(10.3.42) 


(10.3.43) 


当 我 们 严格 按 可 压缩 流体 处 理 时 ,总 压 po, 根据 气体 动力 学 函数 得 到 为 


Ро, 


2 ; 


流动 马赫 数 较 低 时 ,二 M? <1, 上 式 展开 


po = p[1+¥SM (1+ 


下 
ДМ tg М + || 
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2 102 l e аа у... 
= p|t+ 5 ро (1+ 4M + M+ ) 


= p+ 地 pv’ (1 + e), : 


RP е= M +220" +, (В 10.7). "8 

因此 用 不 可 压缩 公式 来 计算 总 压 时 ,密度 应 0.20 

Ж p(1+e) 的 值 ,如 果 还 是 取 o 来 计算 , 则 

将 产生 一 定 的 误差 . 从 图 10.7 可 以 看 到 ， 

当 流 动 很 慢 , M< 0.2 时 ,由 此 引起 的 密度 олло 

误差 s<0.01, 用 不 可 压缩 计算 公式 求 得 的 

总 压 值 还 是 可 用 的 ;但 当 M>0.2 时 ,密度 "0 

误差 超过 了 0.01, 这 时 就 不 可 再 将 流体 当 

作 不 可 压缩 流体 . 0 
本 章 一 开始 就 指出 ,流体 高 速 运动 时 ， . 

对 压缩 性 的 研究 是 必要 的 ,此 例 就 是 一 个 很 BO ESME 

好 的 佐证 . 


10.4 ЖЕЖ 


管道 内 流动 一 般 至 少 是 二 维 问题 . 如 果 (1) 管 截面 特征 线 尺 度 和 特征 长 度 
相 比 很 小 ; (2) 管 截面 积 A(z) 沿 轴 向 变化 很 小 ; (3) 管 道 曲 率 很 小 ,这 种 管 流 就 
可 以 近似 看 作 一 维 流动 , 取 流 动 参量 在 管 截面 上 平均 值 作为 该 处 值 . 

取 图 示 微 元 控制 体 ,由 质量 守恒 定律 \ 动 量 定律 和 能 量 守 恒定 律 容易 得 到 


(одр) = 0, (10.4.1) 


dp - 0， (10.4.2) 
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а (ала) 0. (10.4.3) 
АИО АЈ ЗАЕВ 
рр 
4 (2)= 0 (10.4.4) 
ЛЕКИ (10.4.5) 


(10.4.1) ~ (10.4.5) ЖЕТШ ЕЗ ЕО АО ЖЖ ШЕ 
组 . 由 于 其 形式 和 先前 得 到 的 相应 方程 完全 相同 . 因此 上 一 节 的 伯 努 利 方程 和 
气体 动力 学 函数 依然 成 立 . 
(一 ) 变 截 面 管道 内 流动 分 析 
连续 性 方程 (10.4.1) 可 以 写成 
1 dọ , 1 dv , 1 dA 
p dr v dz А dz 
根据 声速 公式 及 (10.4.2) 式 可 以 把 它 改写 成 
_ о іо, 1 до, 1 аА 
а dr ойх Adz 


= 0. 


= 0, 


即 


2 уо _ dA 
(М? -1) TER (10.4.6) 


(1) 车 M<1, 流 动 是 亚 声速 的 . 因 М? -1<0,dv 与 dA 异 号 ,说 明 在 亚 声 
速 流 中 , 若 管道 截面 沿 流动 方向 逐渐 增 大 ,流体 速度 v 将 逐渐 减 慢 ;反之 , 若 管 
道 截面 沿 流动 方向 逐渐 减 小 , 则 流体 速度 v 将 逐渐 加 快 . 这 和 不 可 压缩 流体 在 
管 中 的 流动 情况 基本 相同 . 

(2) € M>1, 流 动 是 超声 速 的 . 因 M -1>0,dv 与 dA 同 号 ,说 明 在 超声 
速 流 中 , 若 管道 截面 沿 流动 方向 逐渐 增 大 , 流体 速度 v 也 将 逐渐 增 大 ;反之 ,车 
管道 截面 沿 流动 方向 逐渐 减 小 , 则 流体 速度 也 将 逐渐 减 慢 . 这 和 不 可 压缩 流体 


在 管 中 的 流动 情况 恰恰 相反 . 
(3) ж M=1, 流 动 是 声速 流 . M -1=0, 于 是 (10.4.6) 式 退化 为 
7 
в. — № k “一 -一 一 慢 
(а) M<1 


图 10.9 变 截 面 管道 中 定常 流 
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这 说 明 要 使 流体 的 流动 速度 达到 声速 的 话 ,必定 是 在 截面 积 达到 极 值 处 . 从 (1) 
和 (2) 的 分 析 可 见 , 这 个 截面 必定 是 管道 中 的 极 小 截面 ,而 不 可 能 是 极 大 截面 ， 
此 时 的 状态 是 临界 状态 ,此 截面 称 为 是 这 股 来 流 的 临界 截面 , 记 为 A，. 

通过 这 些 分 析 又 一 次 可 以 看 到 , 亚 声 速 流 和 超声 速 流动 的 物理 性 质 存在 本 . 
质 的 差别 . 

例 10.4 无 粘性 可 压缩 流体 在 变 截面 管 中 作 定常 等 粹 流动 ,讨论 截面 变化 
对 各 流动 参数 的 影响 . 

E 可 以 把 基本 方程 组 写成 

A + за + = = 0, 


4р + vdv = 0, 
р 
с,аТ + vdv = 0, 


ар до _dT _ o 
p pe T | 


根据 题 的 要 求 ， 以 5 人 为 独立 变量 ,利用 声速 和 马赫 数 定义 ,可 以 分 别 求 出 各 流动 


参量 和 5 从 的 关系 


第 一 式 已 经 作 了 详细 的 分 析 , 后 三 式 也 可 作 类 似 的 讨论 . 其 结果 总 结 如 表 10.2. 
管道 截面 的 变化 对 亚 声速 流 和 超声 速 流 的 影响 是 截然 相反 的 ,因此 亚 声速 
流 和 超声 速 流 的 过 渡 不 能 单 靠 收缩 管 或 扩张 管 来 实现 ,只 有 在 先 收缩 后 扩张 的 
管 中 才 能 实现 ,在 以 后 的 拉 瓦 尔 喷 管 这 一 节 中 将 详细 加 以 分 析 . 
表 10.2 截面 变化 对 流动 参数 的 影响 
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(二 ) 管 截面 积 和 流动 马赫 数 的 关系 
流体 在 管道 中 作 定 常 等 粹 流动 ,因此 这 两 个 截面 上 的 滞 止 参量 都 相等 ,于 
是 有 


RP у= pv ,为 每 单位 面积 的 质量 流量 . 利用 公式 (10.3.17) 和 (10.3.32) 可 得 
A, М, 2+ r- DM; b 


A, М;12+(у-1)М 
这 个 式 子 反映 了 变 截 面 管 道中 流体 的 流动 马赫 数 M 与 管道 截面 积 A 之 间 的 依 
HER. 这 样 ,知道 了 两 处 的 截面 积 和 一 处 的 马赫 数 ,就 可 以 由 此 式 求 出 另 一 处 
的 马赫 数 ,然后 利用 气体 动力 学 函数 来 求 出 流动 参量 . 
从 方程 (10.4.7) 可 以 看 到 ,如 果 已 知 M. ,要 求 А, 是 很 容易 的 ;但 是 已 知 
A ,要 求 M, 却 不 是 很 容易 的 ,然而 许多 问题 恰恰 都 是 要 求 马赫 数 ,因此 我 们 面 
临 着 一 个 困难 的 问题 . 为 了 能 使 问题 顺利 的 解决 ,引进 一 个 参考 截面 , 称 为 临界 
截面 ,其 面积 记 为 А. , 当 流 体 流 到 此 截面 时 流动 马赫 数 为 1. 和 其 他 参考 状态 
一 样 ,这 个 截面 可 以 确实 存在 于 实际 流动 之 中 ,也 可 以 是 假想 的 . 可 以 求 出 任 一 
截面 A 与 临界 截面 积 A ,之 比 . 在 公式 (10.4.7) 中 ,去 掉 下 标 “2”, 令 M =1, 并 
把 下 标 “1” 改 为 ** ”得 到 
> е... LD 9: 
А. j M y+1 
这 是 一 个 只 依赖 于 流动 马赫 数 而 不 依赖 于 其 他 流动 参量 的 函数 ,在 一 维 管 流 的 
计算 中 被 大 量 使 用 ,由 此 公式 算得 的 数据 已 列 在 表 10.2 之 中 . 


(10.4.7) 


(10.4.8) 


1 2 3 


A 


图 10.10 А, -M 曲线 
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110.107 (10.4.8) 4881024 - М 曲线 . 可 以 看 到 ,对 于 每 一 


M 值 ,有 唯一 的 大- 值 与 之 对 应 ;但 对 于 每 一 妨 值 ,有 两 个 M 值 与 之 对 应 ,这 说 
明 管道 任 一 截面 上 都 可 能 存在 着 亚 声 素 和 超声 过 流 两 种 性 质 不 同 的 流动 状态 ， 
还 可 以 看 到 ,对 任 M 值 ,必定 成 立宪 之 1, 这 说 明 临 界 截 面 如 存在 , 则 必定 在 管 
道 截面 积极 小 值 处 ,这 个 性 质 在 前 面 已 叙述 过 . 
用 速度 系数 A 来 表示 他 -也 是 十 分 常用 的 . 把 (10.3.35) 式 代入 (10.4.8) 式 
得 到 | 
zal 
А = 2(251-2510) 22 (10.4.9) 
(=) 流量 函数 
管道 中 气流 的 流量 也 是 工程 计算 中 常 关心 的 问题 . 下 面 给 出 几 个 根据 不 同 
流动 参量 来 计算 流量 的 公式 
管内 质量 流量 Q. 是 
Qu = роА = ЈА. 
引进 无 量 纲 流量 函数 g, 它 的 定义 是 


q; p u, A y+1 
1 1 
_ [y+l1y- _7-1,2\7i 
| 2 | Д\ А) 
(10.4.10) 
由 流量 函数 就 可 以 得 到 质量 流量 
Po 
ый сыы ЕЕ E PE (10.4.11) 
О. = роА = р. о, дА. 7T“ 
式 中 
_ а Е 
us е е (10.4.12) 


流量 函数 g 只 与 流动 马赫 数 M (或 速度 系数 4) 有 关 , 所 以 (10.4.11) 式 给 出 
了 流动 马赫 数 M (或 速度 系数 和 )、 截 面积 A、 相 应 的 滞 止 压 po ЖЯ ЕШ To 
与 质量 流量 Q, 的 关系 . 

根据 气体 动力 学 函数 (10.3.13) 式 ,还 可 以 把 (10.4.11) 写 成 
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1 


Q. = Е ay (2)? ION a]: (10.4.13) 


它 给 出 了 截面 积 A 、 压 强 p、 相 应 的 滞 止 压 po MERE T, 与 质量 流量 Qu 
的 关系 . 


流量 的 极 值 1 dQ -0 可 以 得 到 


АМ 
1-м(73-\(1+7 5 21м) =, 


由 这 个 方程 可 以 解 出 相应 的 马赫 数 M =1, 即 流速 达到 声速 时 流量 最 大 ,为 


1 2 үү 
ЕЕ fi (10.4.14) 
例 10.5 ЖАХАН ЕНИ ЕН ИИЙ A K A. 已 知 大 容器 内 的 
状态 , 渐 缩 管 面积 , 试 根 据 出 口 处 大 气压 强 的 变化 分 析 管 内 的 流动 (图 10.11). 
解 ”工程 上 常常 称 管 外 的 压强 为 背 压 (或 


反 压 ), 记 为 p. 出 口 截面 记 为 e. yesi 


时 ,管内 无 流动 . 当 p, 下 降 ,人 <1 时 ,在 压 p 


差 作用 下 管内 产生 了 流动 . 由 于 声速 只 能 在 

最 小 截面 处 达到 ,故而 此 渐 缩 管内 只 能 是 亚 声 

速 流动 . 下 面 随 p, 的 逐渐 下 降 ,分 几 种 情况 

讨论 图 10.11 气体 自 大 容器 经 渐 缩 管 出 流 
(1) p, 下 降 , 但 还 没有 达到 在 出 口 处 管 截 

面 上 是 声速 的 程度 . 此 时 ,出口 截面 压 р„ 与 背 压 p, 相同 . 


.由 大 =x(M) 可 求 得 出 口 截面 e 处 的 流动 马赫 数 M., 


жез [и] a 


由 流量 公式 可 求 出 管内 质量 流量 Qn» 


Qm = A. у Уроро ° M. ° 1 + 71м) 
管内 各 截面 上 流动 马赫 数 由 (10.4.7) 式 确定 ， 
А _ и (у= 1)M2 ү 
A. M — O [u 
(2) p, 下 降 到 一 定 程度 ,出口 截面 上 达 声 速 . 
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由 (10.3.24) 式 可 求 出 此 时 的 рь 值 


Bi Beo be aJ 

po po y+1 
ҚРР a o д. Аш . M.=1 就 可 . 
管内 质量 流量 Q. E 


z+ 1 


Q, = A| roel) |. 
(3) рь ват, DF | 521). 此 时 管内 流动 不 再 变化 ,流量 Q. 


仍 是 (2) 中 所 得 的 式 子 . 通常 这 种 现象 称 为 阻塞 现象 .此 时 出 口 截面 处 压力 p. 
不 再 等 于 p,, 气 流 流 人 大 气 ,压强 自 管 口 的 p, 值 经 过 称 本 过 程 下 降 到 p. 


10.5 Е Ж № 


前 面 讨论 的 是 小 扰动 在 无 粘性 可 压缩 流体 中 的 传播 . 所 谓 小 扰动 , 指 由 于 
扰动 而 使 流动 参量 发 生 的 变化 是 个 小 量 ,因而 在 基本 方程 组 中 可 以 略 去 高 阶 小 量 
使 方程 线性 化 . 它 的 特点 是 扰动 以 当地 声速 传播 ,扰动 波形 在 传播 过 程 中 不 变 . 

在 自然 界 和 工程 技术 中 还 有 大 量 非 小 振幅 的 扰动 问题 ,如 爆炸 波 、 气 缸 中 活 
塞 的 运动 引起 的 气流 运动 等 . 特别 在 超声 速 气流 中 ,还 会 出 现 称 为 激 波 的 强大 
压强 扰动 ,这 是 无 粘性 可 压缩 流体 的 一 个 十 分 重要 的 流动 现象. 

(一 ) 激 波 现象 

当 飞机 炮弹 和 火箭 以 超声 速 飞行 时 ,或 者 发 生 强 爆炸 、 强 爆 震 时 ,气流 受到 
急剧 的 压缩 ,压强 和 密度 突然 显著 增加 ,这 时 所 产生 的 压强 扰动 将 以 比 声 速 大 得 
多 的 速度 传播 , 波 阵 面 所 到 之 处 气流 的 各 种 参数 都 将 发 生 突然 的 显著 变化 ,产生 
突 跃 . 这 样 一 个 强 间断 面 叫做 激 波 阵 面 . E ЕТЕТ, AA R REDA. 

激流 是 怎样 形成 的 呢 ? 我 们 以 活塞 在 管道 中 推进 而 产生 激 波 为 例 来 加 以 
说 明 . 

设 活塞 从 静止 开始 加 速 , 原 来 静止 气体 的 状态 是 Ponpon T 活塞 开始 运动 
后 紧邻 活塞 的 气体 首先 受到 压缩 ,压强 升 高 ,温度 也 升 高 ,气体 质点 产生 速度 . 
这 团 气 体 又 推动 和 压缩 前 面 的 气体 ,使 得 压强 升 高 ,温度 升 高 ,产生 速度 . 这 种 
依次 受 压 被 推动 的 状态 向 静止 气体 传播 ,其 传播 速度 是 静止 气体 的 声速 ao (= 


V УКТ»). 和 击 鼓 传 声 的 现象 不 同 ,现在 活塞 继续 加 速 推进 ,在 下 一 瞬时 ,活塞 
前 原来 已 受 压缩 的 气体 又 受到 了 新 的 压缩 和 推进 . 新 的 压力 波 在 已 受 压 缩 的 并 
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已 有 流速 o 的 气体 中 传播 ,速度 将 是 vta, a 是 已 受 压缩 气体 中 的 声速 . 由 于 
已 受 压 缩 气体 的 温度 Т> T ,所 以 a > ao ,这 样 u +a 更 大 于 ao 了 ,很 快 新 的 压 
力 波 将 赶 上 原来 压力 波 . 活塞 在 加 速 的 过 程 中 ,所 发 出 的 压力 波 将 依次 赶 上 前 
面 压力 波 ,到 某 时 刻 , 全 部 压力 波 释 加 在 一 起 ,就 形成 了 一 个 总 的 压力 波 ,我 们 称 
为 激 波 . 

激 波 的 性 质 和 原来 的 各 个 小 压力 波 有 很 大 的 不 同 . 激 波 是 以 大 于 其 前 方 气 
体 中 的 声速 来 传播 的 ,而 原来 的 小 压力 波 以 等 于 其 前 方 气体 中 的 声速 来 传播 的 . 
气体 受 原来 的 小 压力 波 影响 ,压强 等 参量 的 变化 是 很 小 的 ,而 气体 的 流动 参量 在 
通过 激 波 时 要 发 生 突变 ,并 且 不 再 等 炳 . 

气流 中 的 激 波 现象 要 借助 光学 等 技术 XEEN 
才能 观察 到 ,但 可 以 借助 于 观察 水 流 中 的 水 网 
跃 来 加 深 对 激 波 的 认识 . 图 10.12 mih Г 推进 方向 | 
道中 的 水 路 现象 . EIE F, ШЇ] ЖИТ $ 
开 或 堤坝 突然 破裂 时 ,高 水 位 的 水 突然 冲 向 >À 
下 游 ,形成 了 一 个 水 面 陡峭 改变 的 水 路 区 . 
水 上 唉 以 远大 于 低 水 位 中 波浪 传播 速度 的 速 — 10.2 河道 中 的 水 唉 现象 
度 向 前 推进 ,水 路 两 侧 的 流动 参量 都 相差 很 大 ,因此 可 当 作 一 个 间断 面 来 处 理 ， 
相当 上 面 所 说 的 管 流 中 的 激 波 . 

从 拍摄 到 的 激 波 照 片 中 可 以 看 到 实际 激 波 是 一 个 具有 一 定 厚度 的 薄 层 ,但 
是 这 个 厚度 相当 地 小 ,要 以 分 子 自由 程 来 度量 ,差不多 在 10-sm 以 下 的 量 级 . 在 
这 样 一 个 薄 层 中 ,气流 的 参数 从 激 波 前 的 值 迅速 连续 地 变 到 激 波 后 的 值 ,梯度 是 
极 大 的 . 由 于 这 个 薄 层 厚度 是 如 此 之 小 ,因此 严格 说 在 激 波 内 连续 介质 模型 已 
不 再 适用 了 ,气体 必须 当 作 稀薄 气体 来 处 理 . 然而 我 们 实际 关心 的 是 气流 通过 
激 波 后 流动 参量 是 如 何 变化 的 ,对 激 波 内 的 流动 状态 并 不 关心 ,因此 在 处 理 激 波 
问题 时 常 采用 下 述 简化 条 件 : 

(1) 忽略 激 波 厚度 ;(2) 激 波 前 后 气体 是 理想 绝热 完全 气体 , 比 热 不 变 ; (3) 
激 波 前 后 气体 满足 基本 物理 规律 . x 


6 — 
(a) (b) 


(c) 


图 10.13 正 激 波 、 斜 激 波 和 脱 体 激 波 
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激 波 可 分 为 正 激 波 和 斜 激 波 两 类 . 图 10.13(a) 是 正 激 波 ,图 10.13(b) 是 狸 
激 波 .图 10.13(c) 是 超声 速 气流 绕 流 一 个 钝 头 体 的 情况 ,此 时 在 离开 物体 一 定 
距离 处 有 一 道 激 波 ,叫做 脱 体 激 波 . 可 以 看 到 在 中 间 近 头 部 那 一 段 是 正 激 波 ,其 
余部 分 激 波 和 气流 方向 斜 交 ,是 斜 激 波 (参见 附录 (A) 中 的 照片 14). 

本 章 仅 讨论 正 激 波 ,以 便 对 激 波 现象 有 一 个 最 基本 的 初步 了 解 , 

(=) 正 激 波 基本 方程 组 
© 正 激 波 是 一 种 最 简单 的 激 波 现象 , 即 激 波 阵 面 是 直 的 , 激 波 前 后 流 场 是 均匀 
的 ,气流 方向 和 激 波 阵 面相 垂直 . 

如 图 10.14 所 示 , 取 平行 于 激 波 面 两 个 侧面 
而 又 无 限 接近 的 两 个 面 作为 控制 面 侧面 ,由 于 其 s 。 e 
宽度 是 分 子 自由 程 量 级 , 故 控制 体 体积 趋 于 零 , 方 “ H- 
EPIA 5 ERA Н KAER, ИҢ ЖЕ 
惯性 效应 . 对 图 示 控 制 体 考虑 质量 守恒 HEER 图 10.14 正 激 波 
和 能 量 守 恒 , 可 以 得 到 以 下 的 方程 组 : 


обо -а,) = plv- a,), (10.5.1) 
bi + o (% — a,)2 = р + р, (0 — а,)?, (10.5.2) 

1 У. Р _ 1 Р» 
F (vi a) + e, + F z (%2 a) + е + ra (10.5.3) 


式 中 a, 是 正 激 波 的 传播 速度 , 足 标 “1” 表 示 激 波 前 的 参数 , 足 标 “2” 表 示 激 波 后 
的 参数 . 这 三 个 方程 中 含有 九 个 参量 :a,、vi、v;、pi、p2y、p1、P2sei Жез. е 和 
рхо 之 间 存 在 着 热力 学 关系 式 , 因 此 求解 正 激 波 问题 一 般 需 要 已 知 其 中 四 个 参 
量 或 者 参量 之 间 关 系 式 . 


(=) 静止 正 激 波 
此 时 激 波 传播 速度 a, 为 零 ,基本 方程 组 简化 为 
Piv1 = 0202, (10.5.4) 
Pi + pivi = P2 + p203, (10.5.5) 
12 1 1 2: 
тежа = тане +. | (10.5.6) 


1. 兰 金 - 雨 果 尼 奥 特 激 波 绝热 关系 | 
组 合 (10.5.4)、(10.5.5) 和 (10.5.6) 三 式 , 有 
1371 = g + AE g + ЧЕ Loi 5 25) = ЕЕ + pn 
(10.5.7) 
这 通常 称 为 兰 金 - 雨 果 尼 奥 特 激 波 绝热 关系 式 . 对 完全 气体 ,并 考虑 cv 和 7 不 
变 的 情况 , 则 (10.5.7) 有 如 下 形式 | 
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(у+1) (yD 
pl | = 一 一 一 一 (10.5.8) 


(0+0 -Da 
或 写成 


(кеш куга] 
olo = 一 一 和 一 一 一 - (10.5.9) 


(у+1) + (7-1) 22. 
图 10.15 绘 出 了 完全 气体 的 激 波 绝热 ур 


曲线 . 
s= Җ, Ой Ж ДЕ ИЙ ЛЕ 
量 是 
клы = b. [о Y 
Аз = s; sı = cvin [Ë (8) l, 
Bp | 
в _{[б\' „м 1 | 
P (2) es. (10.5.10) | 
0 1 ?十 1 
另 一 方面 ,对 于 同样 密度 比 吧 的 等 闹 过 程 ， 8 
7 В 10.15 完全 气体 激 波 绝热 曲线 
ину 


bz) _ {ey 

(=) Е (ё) ; 

EPER S КЖ ЕШШ. НЫ LE IE ЖЕ А ИЕ ЕЕ? TT DA SERRA 
P2 = 

яшн (2°) 表示 为 


b. _ [b ) а 
Ë = [ Ра | е Ss 
ЖЕЕ КОШ BIRER JS suk aE As >0, 因 此 


Ë: (22). 10.5.11 
Fd (10.5.11) 


ЖЛ ЖЕЛ, TARNE Еле ао ZNATE MAEN (7: ) . 因 
此 在 图 10.15 中 ,只 有 位 于 等 精 曲 线 上 方 的 那 部 分 激 波 绝热 曲线 才 是 适用 的 ,而 
下 面部 分 由 于 破坏 了 这 一 不 等 式 而 不 再 适用 ,这 也 就 是 把 它 面 成 虚线 的 缘故 . 
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对 于 上 面 那 部 分 曲线 ,其 适用 范围 可 以 看 到 是 
p2 > bisp > р, 
这 说 明 通 过 静止 正 激 波 后 气流 压强 上 升 ,密度 增 大 . 
再 由 (10.5.4) 及 (10.5.7) 式 得 到 
©; < 21,1 > ijs 
HAA е X 18 9] 
Т» > Т,,а, > äi 
这 一 系列 不 等 式 说 明 , 当 气流 通过 静止 正 激 波 后 ,流速 将 要 降低 ,热力 学 参 
量 则 将 升 高 . 
在 图 10. 15 中 还 可 看 到 激 波 绝热 曲线 有 一 条 渐 近 线 
P ytl 
о 7-1 
这 表示 流体 在 通过 静止 正 激 波 后 ,压强 可 以 不 断 地 增强 ,但 是 它 的 密度 却 不 能 无 


限 地 增 大 ,密度 比 增加 最 大 不 超过 守信 . 对 于 空气 , y~1.4, 因 此 二 v6, 空 


气 通过 静止 正 激 波 后 密度 最 多 只 能 提高 到 原来 的 6 售 . 
2. 普 朗 特 关系 
由 静止 正 激 波 基 本 方程 组 可 得 出 
2 
a, 
71702 


= 1, (10. 5.12) 


Rp 
À, tà = 1. (10.5.13) 
通常 称 (10.5.13) 式 为 普 朗 特 关系 式 . 前 面 已 说 明 气流 通过 静止 正 激 波 后 减速 ， 
因此 必 有 
А,>1,А,<1. (10.5.14) 
这 是 静止 正 激 波 的 第 二 个 重要 性 质 :静止 正 激 波 前 方 的 来 流 必定 是 超声 速 流 , 穿 
过 正 激 波 后 必定 成 为 亚 声速 流 . 也 说 明了 ,对 于 定常 流动 ,只 有 在 超声 速 流 中 才 
会 出 现 静止 正 激 波 ,但 要 注意 对 非 定常 流 这 个 结论 不 再 成 立 . 
3. 静止 正 激 波 前 后 流动 参量 关系 ， 
不 作证 明 ,直接 列 出 静止 正 激 波 前 后 流动 参量 关系 : 


м = (1+ 71м}\/(эмї - 7—2), (10. 5.15) 
0) _ 2+(у-1)М} 
а 2, (10.5.16) 


e _ (у+10)МІ 


= o (10.5.17) 
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b2 2 
r = 1+ -ZLM - 17; (10.5.18) 
B27 Р __2+у,„ _ 

атт ¡Mi 1). (10.5.19) 


通常 称 名 一 人 为 激流 强度 ,由 (10. 5.19) 可 知 , 当 来 流 马赫 数 M, 越 大 时 ， 


织 没 强度 越 大 ;来 流 马 赫 数 М, 越 小 时 , 激 波 强度 越 小 . 当 М, 趋 于 1 时 , 激 波 
强度 趋 于 零 , 激 波 退化 为 小 扰动 . 


22 у =1 2У мр 2 2 
т = (2—1) AT AMi 1)(M + 227), (10.5.20) 
22 = = 27 2.) 2 2 
a У+1 M, (м 1)(m +27), (10.5.21) 
ы, (10.5.22) 
p10 P20 
如- (地) м%.[1+7—1м:\”! (mi - 251 -z 
Po ` 2 ) l [ 2 :) ҮМ, 5 | 
(10. 5.23) 
ARDERE ТЕ ЖЖ УЕ ЖОЕ EN 
As = а-а =- Ва 58, (10.5.24) 
Pio 
式 中 4 由 (10.5.23) 式 确定 . 
1 
当 Mi 很 大 时 ， 
= 27 TinM (10.5.25) 
当 M—1 时 
М? — 1)? 
э ез "3 和 (10.5.26) 


яй, Дуза БЕ ЖОК | Ж ДУҢ ЛЫ , ТЕЛЛЕ ОЛИ И] IA Е S ЗЕ Н, Х — PE JE 
在 讨论 跨 声速 流 和 低 超 声速 流 时 常 被 用 到 . | 
4. 速度 一 压强 关系 
最 后 来 导出 所 谓 的 速度 一 压强 关系 , 它 和 激 波 绝热 关系 及 普 朗 特 关 系 一 起 
被 称 为 是 静止 正 激 波 的 三 个 重要 的 关系 式 . 
前 面 已 得 出 
b: — Pi 


Q ( Vv = è 
001 
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310.3 正 激 波 前 后 流动 参量 关系 


М, M; ГАРА E ТТ, ala) — рэ! ро 
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.0000 1.893 
1.050 0.953 1.120 1.084 1.033 1.016 0.9998 2.008 
1.100 0.912 1.245 1.169 1.065 1.032 0.9989 2.133 
1.150 0.875 1.376 1.255 1.096 1.047 0.9967 2.266 
1.200 0.842 1.514 1.341 1.129 1.062 0.9928 2.408 
1.250 0.813 1.656 1.429 1.159 1.076 0.9871 2.557 
1.300 0.786 1.805 1.515 1.191 1.091 0.9794 2.714 
1.400 0.740 2.120 1.690 1.255 1.120 0.9582 3.049 
1. 500 0.701 2.458 1.862 1.320 1.149 0.9298 3.414 
1.600 0.668 2.820 2.032 1.388 1.178 0.8952 3.805 
1.700 0.641 3.205 2.198 1.458 1.207 0.8557 4.224 
1.800 0.617 3.613 2.359 1.532 1.238 0.8127 4.670 
1.900 0.596 4.045 2.516 1.608 1.268 0.7674 5.142 
2.000 0.577 4.500 2.667 1.688 1.299 0.7209 5.641 
2.200 0.547 5.480 2.952 1.857 1.363 0.6281 6.716 
2.400 0.523 6.554 3.212 2.040 1.428 0.5401 7.897 
2.600 0.504 7.720 3.449 2.238 1.496 0.4601 9.184 


利用 激 波 前 后 压强 比 公 式 (10.5.18) 可 得 到 


2 
vi => О + Dp + (y ~ DP] 
_\7 +1)» + (У- Dp 


10.5.27 
Е ( ) 


把 这 两 式 结合 ,得 


| 2( p; - pı” 
vo = | — Ü —  ——  —. 10.5.28 
pi[l(Y + 10р + (7 — 1)p1] | ) 


这 就 是 速度 一 压强 关系 . 在 有 关 计 算 中 ,这 是 一 个 很 有 用 的 式 子 . 
”( 四 ) 运动 正 激 波 | 
1. 运动 正 激 波 基本 方程 组 
把 坐标 固 连 在 激 波 上 考察 气流 相对 运动 . 记 相 对 速度 o = vi as, Ua = 
v2 一 4s, 则 得 到 和 静止 正 激 波 基本 方程 组 形式 完全 相同 的 方程 
@1® = 02%,» (10.5.29) 
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bi f ро, 1= р» + ро, 2, (10.5.30) 
2 2 
©, 7 ©, А 
> + 1, = FA 1). (10.5.31) 


完全 一 样 的 推导 得 到 


b _ (y+1)p, (7 = 0р | (10.5.32) 


pı (У +10)р -(y-1l)oj 
(vi - а,)(о -а,) = а^., (10.5.33) 
> 2(p, — pY 
Ga ~ ml p(y 1 pl 029 
有 几 点 必须 注意 : - 
(1) Æ 10.16 中 速度 箭头 指 的 是 正 值 方向 . 因 2 - у 
此 在 运用 静止 正 激 波 有 关公 式 时 ,应 根据 具体 情况 T ai 
确定 “ 波 前 区 ”和 “ 波 后 区 ”, 实际 上 可 注意 到 激 波 基 
本 方程 组 对 于 足 标 具 有 对 称 性 . = — 


(2) (10.5.33) 中 a, ,不 是 静止 坐标 坐标 系 中 
的 临界 声速 , 而 是 相对 于 运动 激 波 的 速度 恰 等 于 当 
地 声速 状态 时 的 那个 声速 值 ,因此 不 再 能 保证 激 波 “图 10.16 运动 坐标 系 中 
前 一 定 是 超声 速 流 , 激 波 后 一 定 是 亚 声速 流 . 下 面倒 气流 的 相对 运动 
10.6 对 此 详细 加 以 分 析 . | 
例 10.6 分 析 下 面 四 个 激 波 运动 问题 中 激 波 两 侧 的 流 场 属于 怎样 的 流动 
(1) 强度 为 1.5 的 正 激 波 在 静止 空气 中 运动 ; 
(2) 强度 为 4 的 正 激 波 在 静止 空气 中 运动 ; 
(3) 强度 为 1.5 的 正 激 波 迎 着 马赫 数 为 2 的 超声 速 来 流 运动 ; 
(4) 强度 为 4 的 正 激 波 迎 着 马赫 数 为 2 的 超声 速 来 流 运 动 . 


解 首先 分 析 (1)(2) 两 个 问题 . 设 激 波 强度 是 n 1.022, де? 
示 静 止 空气 ,“2” 表 示 激 波 经 过 静止 空气 后 的 状态 . 由 于 о = 0, 由 速度 - 压强 
关系 (10.5.28) 和 声速 公式 得 激 波 经 过 静止 空气 后 的 流动 马赫 数 M. , 


m [Ë (а) 


а2 p(y + 1)p + (y 1) р, 11 222 
3 2(p2 — р.) [кы УЫ, (4) 
[(y +1) р + (у—1)р,] (y +1)pi + (y – 1) р, Үр» 
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_ 20р — р.) (1 
(y +1)pi + (y = 1) р, 12227 
ШР?! = n RANA | 
Е 2(7 — 1)? 
m[(y +1) + (У - 1)n] 
# М,<1, 0] 8 48 
ny < n < n, 
其 中 


“|. 4 + у? АСР: + у) -8x(2-7 + у) _ (4.82, 
nı 2х (2- Z° + y) 0.288. 
而 根据 激 波 的 性 质 , 必 定 有 n >1, 因 此 使 得 М, <1 成 立 的 范围 应 是 1< n< 
4.82;4 n >4.82 PF, M, >1. 

(1) жаша 5, 即 n==2.5, 因 此 激 波 经 过 静止 空气 后 的 流 场 是 亚 
声速 流动 . 

(2) 题 已 知 激 波 强度 4, 即 я =5, 因 此 激 波 经 过 静止 空气 后 的 流 场 是 超声 速 
流动 . 

现在 分 析 (3)、(4) 两 个 问题 . 

把 坐标 建立 在 激 波 前 方 超声 速 来 流 上 ,现在 情况 就 和 (1)、(2) 情 况 相同 :在 
相对 坐标 系 中 , 激 波 向 静止 空气 运动 . 此 时 激 波 后 气流 相对 速度 为 v +a M. 
记 波 后 相对 马赫 数 为 M;, 利 用 (1)、(2) 题 中 所 得 的 结果 ， 


, ©» + a, M, 2(n ы 1)? 
Moa мс Г кш, ш КИНИ 
а› уп[(у+1)+(у-1)л] 


因此 激 波 后 的 气流 绝对 马赫 数 М, 是 


©? 2(n -17 Pı 02 
М, = 2 = | — A -M2 
а; Уп[(у +1) + Cy = Па] b: р 
- | шак M озчу 
уп[(у+1)+(у-1)л] '\п(у+1)+(у-1)я1` 


在 М, 确定 的 情况 下 ,可 以 和 上 面 一 样 解 不 等 式 求 出 使 波 后 马赫 数 大 于 1 或 小 
于 工 所 要 求 的 激 波 强度 n 的 范围 . 由 于 比较 复杂 ,我 们 不 求 普遍 解 , 仅 解 本 题 给 
出 的 情况 . 

(3) 题 已 知 激 波 强度 1.5, 即 n=2.5,X М, =2, 求 得 М, = -1.12, 是 超声 
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(4) 题 已 知 激 波 强 度 4, 即 n =5; 又 Mi =2, 求 得 M, = -0.48, 是 亚 声 速 
流 .( 这 两 题 中 马赫 数 出 现 负 号 ,意味 着 波 后 气体 是 反 激 波 运动 方向 流动 . ) 

这 一 个 例题 告诉 我 们 ,对 于 运动 正 激 波 , 亚 一 亚 , 亚 一 超 , 超 一 超 , 超 一 亚 四 
种 情况 都 有 可 能 出 现 ,这 与 静止 正 激 波 是 有 重大 区 别 的 . 

2. 激 波 在 静止 气体 中 的 传播 

激 波 在 静止 气体 中 传播 是 一 种 重要 的 激 波 现象 ,我 们 在 这 里 作 稍 为 详细 的 
讨论 . 

激 波 在 静止 气体 中 传播 时 ,使 得 原来 的 静止 气体 产生 一 定 的 速度 而 运动 К 
这 种 流动 为 伴 流 . 伴 流速 度 的 大 小 ,是 亚 声速 还 是 超声 速 ,与 激 波 的 强度 有 关 . 
下 面 对 激 波 传 播 速 度 、 伴 流 和 激 波 运动 所 产生 的 流动 参量 的 变化 进行 分 析 . 

静止 状态 记 以 下 标 “1”, 伴 流 记 以 下 标 “2”. 由 于 v =0, 基 本 方程 (10. 5. 1)、 
(10.5.2)、(10.5.3) 共 有 六 个 独立 参量 ,因此 只 要 给 出 三 个 参量 或 关系 式 , 它 们 
就 封闭 了 . 通常 静止 气体 的 热力 学 参量 р, 和 o, 是 已 知 的 , 另 一 条 件 可 以 是 激 


波 传播 速度 a, 或 激 波 强度 2 ,或 者 是 伴 流速 度 v2 ,它们 有 如 下 关系 : 
л =ош унан 
b: — bi = оа; ? — p. (a, — v) = о|а,®›, 


= 2( p> р) 
= al +102 + (y = Dh]: 


合并 此 两 式 可 求 出 | 
A a 15 +14, (10.5.35) 
或 者 

м (а) УС, (10.5.36) 

同时 也 得 到 | 
к [a -至 )， (10.5.37) 

或 者 | 
Да а (Ha) +4. (10.5.38) 


(10.5.35) 一 (10.5.38) 这 四 个 式 子 表达 了 激 波 强度 、 激 波 传播 速度 和 伴 流速 度 
之 间 的 关系 ,只 要 给 出 了 其 中 一 个 , 另 两 个 就 可 以 求 出 ,整个 问题 也 就 得 解 . 

工程 上 还 经 常用 激 波 马赫 数 M. 和 伴 流 马赫 数 M, 这 两 个 参量 , 他们 定 
义 是 
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Му = 2,М, = 2, (10.5.39) 
1 2 
利用 激 波 绝热 关系 和 上 面 的 几 个 式 子 ,可 以 得 到 
= (у+1)М/0О + (y -1)M4), (10.5.40) 
1 
b: _ 2Y yp _У-—1 
р = ма 2—1, (10.5.41) 
Ар _ 27 (vy 
АР = (М - D, (10.5.42) 
T, _Iy-1Y 1 [2Y yp _ 2 2 
о му =т\®-1)(у=т + M), и 
ES ы ZY T 1 2 
-2 = ү; MA -1 7H t MA (10.5.44) 
үй е 27 Na y-1 
pa (1+2 = Laim)” (FM z-i). (10.5.45) 
A 
ła = (1+ У-1М м: | 1 (у+ 1) М2 + (у = 1)МА], (10.5.46) 
O10 2 
2 
As = суп (727M - Z) [2 + (y - DMAIC + DOMAT |, 
(10.5.47) 
_1 
M, = — (M - Dà үмї-1)° (52 +м) * (10.5.48) 


当 激 波 强 度 越 来 越 大 时 , 激 波 传播 马赫 数 M. 也 越 来 越 大 , 伴 流 也 达到 了 超声 
速 流动 状态 М, 将 增 大 ,但 从 (10.5.48) 式 可 以 看 到 最 大 伴 流 马赫 数 М, 趋 于 
元 六 站 ~1.89. 这 说 明 激 波 向 尊 止 气体 传播 时 , 伴 流 是 可 以 达 超声 速 的 ,但 
伴 流 马 赫 数 不 会 超过 1.89. 

例 10.7 一 个 长 工 的 两 端 封闭 的 细 长 直 管 ,中 间 充 满 状 态 为 to ,oo 和 T, 
的 空气 ,如 图 所 示 安 装 在 小 车 上 . 在 某 一 时 刻 , 车 子 突然 以 速度 v 向 右 运 动 , 求 
管内 气体 全 部 受到 扰动 所 需 的 时 间 . 

и —nOT— 


vo 


ктр 
ene’ 


Æ 10.17 盛 有 空气 的 细 长 直 管 突然 以 vo 速度 向 右 运 动 
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# 车子 突然 以 速度 vo 向 右 运动 ,管子 右 壁 就 如 同 活塞 突然 以 速度 vo 向 
右 拉 出 一 样 ,而 管子 左 壁 就 如 同 活塞 突然 以 速度 w 向 右 推进 一 样 . 根据 前 面 的 
分 析 , 右 壁 运 动产 生 稀 朴 波 扰动 管内 空气 , 波 阵 面向 左 运动 ,速度 是 未 扰 静 止 空 
气 的 声速 а„ = V YRT, . 左 壁 运动 产生 激 波 ,以 速度 a, 向 右 运动 ,扰动 静止 空 
A. 由 于 激 波 后 面 的 气体 随 壁 一 起 以 we 向 右 运动 , 即 伴 流速 v = оо, 
(10.5.38) ,可 知 激 波 传播 速度 为 

а, = rila [E 1) + аў. 

当 右 端 产生 扰动 波 波 阵 面 和 左 端 产生 的 激 波 相遇 时 ,就 意味 着 管内 气体 全 部 受 


到 了 扰动 ,因此 可 求 得 扰动 时 间 为 
t = (а, + a.) 


2 
-5 [2 + (Ziv) + УКТ, + RT, ). 


10.6 拉 瓦 尔 喷 管内 的 流动 


拉 瓦 尔 喷 管 是 一 个 渐 缩 — 渐 扩 的 管道 ,两 端 连接 两 个 具有 不 同 压 强 的 空间 ， 
目的 在 于 获得 超声 速 流动 . 它 在 工程 和 科研 方面 应 用 得 十 分 广泛 ,因此 分 析 拉 
瓦尔 管内 的 流动 和 根据 一 定 参量 要 求 来 设计 拉 瓦 尔 喷 管 是 气动 力学 研究 的 一 个 
重要 课题 . 

图 10.18 是 一 个 拉 瓦 尔 喷 管 . 喷 管 前 部 进口 处 是 灌 止 压 po ,出 口 以 后 环境 
压强 通常 称 为 背 压 , 记 以 pi, 最 小 截面 处 通常 称 为 Л 


| е 


喉 道 ,这 里 的 流动 参量 记 以 下 标 “f" ,出口 截面 处 | 
流动 参量 记 以 下 标 “e”， 一 般 来 说 , 拉 瓦 尔 喷 管 截 r | 
面 几何 变化 规律 是 已 知 的 ,由 于 po 和 p, 的 不 同 ， 


在 喷 管 中 就 形成 了 各 种 流动 状态 . 为 了 讨论 的 方 
E, БЕЙШЕ po 保持 不 变 来 看 背 压 加 变化 而 110.18 拉 瓦 尔 喷 管 
引起 的 喷 管内 流动 的 变化 . 

当 po/po=1 时 ,管内 无 流动 . | 

当 如 /po<1 时 ,管内 产生 流动 . рь 的 值 不 是 太 小 时 ， 整个 管内 都 是 亚 声速 
流动 . 如 降低 p, 至 一 定 的 值 , 喉 道 处 将 达到 声速 状态 . 在 收缩 段 ,气体 从 滞 目 
状态 流出 ,所 以 是 等 粹 的 亚 声速 流动 状态 ,根据 管 流 的 性 质 ,即使 p, 再 下 降 ,这 
里 仍 将 是 这 样 的 流动 状态 而 不 会 产生 超声 速 流动 . 扩张 段 的 流动 就 比较 复杂 ， 
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ВИПЛАТ E p= ЕЕ 22 BJ ЖЕНИ ИПИ ИЛ. 在 确定 的 几何 截面 情况 下 ,由 
2(10.4.8) TIA EA MR 36 88 5], — fh ДЕЧ ЖИ PE Wa Б}, Ж — Fh ЫШ =Й 
5]. 以 出 口 处 截面 积 A。 代入 (10.4.8) 式 可 求 得 出 口 处 马赫 数 M.， 

A. 1 > (z — DM: үф 


A, = M. EI ; (10.6.1) 


其 中 一 个 解 M。<1, 另 一 个 M., >1. (10. 3.13)2 = х(М)Ж 
得 相应 的 出 口 压强 p, ‚р, (р. > p。, ). 因此 ,p。 和 p。, 是 背 压 在 下 降 过 程 中 起 
重要 作用 的 值 . 下 面 作 详细 的 分 析 


Pa „рь 
—<22<1. 
ы) Ро Ро Í 


在 喷 管 上 下 游 压强 差 的 作用 下 ,气体 流 过 喷 管 . 在 收缩 段 内 是 亚 声速 流 , 流 
动 速度 越 来 越 快 ,压强 不 断 下 降 . 在 喉 部 ,马赫 数 最 大 ,但 小 于 1, 压 强 最 低 . 在 
扩张 段 内 也 是 亚 声 速 流 ,速度 逐渐 减 慢 ,压强 逐步 上 升 ,在 出 口 处 ,出 口 压 
pe = рь. 

有 关 计 算 可 以 这 样 进行 : ш 3838 3 8 з: =T(M。) 先 求 出 M., 再 由 
(10.4.11) 式 求 得 流量 Qn, 
po 


ш = Ë A. > q(M.). 10.6.2) 
Q 7T q(M.) ( 
然后 由 (10.4.8) 求 出 各 处 马赫 数 M ,再 由 气体 动力 学 函数 求 别 的 参量 . 
рь Pa 
(2) po po 


此 时 喉 部 达 声 速 ,M. = 1, 整 个 管内 都 是 亚 声 速 流 . 有 关 流 动 参量 可 用 (1) 
中 所 述 方法 求 . 流量 Q, 达 极 值 ,可 以 由 (10.4.14) 式 求 出 


š 2+1 
Е 2 5-1 12 
Өл = [Arte] | : (10.6.3) 


(з) P: < Ps < PARRA HRR 11(b)). 
Po Ро bo . 


在 收缩 段 内 的 流动 和 (2) 所 述 情况 完全 一 样 , 该 量 仍 是 (2) 中 给 出 的 极 大 值 
Q... ,不 再 变化 ,通常 称 这 种 现象 为 流量 堵塞 现象 . 在 扩张 段 中 ,由 于 不 存在 既 
要 满足 等 焙 条 件 同 时 又 要 满足 所 给 不 等 式 条 件 的 流动 ,所 以 情况 很 复杂 ,在 此 将 
出 现 不 可 逆 的 激 波 现象 . 喉 部 处 的 声速 流 进入 扩张 段 后 成 为 超声 速 流 ,而 在 截 
面 某 处 存在 正 激 波 ,超声 速 流通 过 此 激 波 后 成 为 亚 声速 流 , 压 强 升 高 ,直到 出 口 
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处 达到 了 背 压 p,. 激 波 的 位 置 是 和 如 有 关 i Diasa 


的 , 随 着 p 的 降低 , 激 波 逐 渐 从 喉 道 移 向 出 一 一 :二 -于 -一 一 
口 处 . 当 p, 小 于 一 定 值 后 , 激 波 移出 管道 成 
为 斜 激 波 , 整 个 扩张 段 为 超声 速 流 , 并 且 不 
再 随 背 压 p, 而 变 . 

在 现在 压强 条 件 下 拉 瓦 尔 喷 管 内 流动 
称 为 非 计算 工 况 ,下 面 仅仅 讨论 在 扩张 段 内 
存在 激 波 时 的 流动 (图 10.19), 介 绍 确定 激 | Mu 
波 位 置 的 方法 和 步骤 . 激 波 移出 喷 管 的 情况 L 
更 加 复杂 ( 见 附录 (A) 中 的 照片 12) ,读者 可 


Ma 
阅读 有 关 的 专业 书刊 ы 
首先 要 求 出 出 口 截面 处 的 流动 马赫 
Ë M.. 图 10.19 拉 瓦 尔 喷 管 流动 分 析 
根据 质量 守恒 ,在 喉 道 和 出 口 处 流量 相 
等 ,应 用 流量 公式 (10.4.11) 以 及 气体 动力 学 函数 可 得 到 
Ро Ре 
m= Ё А, = Ë A.q(M. 
Q IT УТ, q(M.) 
ж Ре 1 а А 
= р ZT. (М) А, ` q(M.). (10.6.4) 
因为 b.= рь, Т.= Т, ,上 式 成 为 
q(M.) _ b. А, 
л(М,) p А,’ 


即 


+1 у 
2 7 一 1 2 2(у-1 . y-1 2\1 ро А, 
M. 2 101+252м U (1.25 м) = 2.22 (10.6.5) 


由 于 如 ,A, ЯТА, 都 是 已 知 的 ,就 可 以 由 上 式 求 出 出 口 截面 处 的 流动 马赫 数 M.. 


bka as 2 ит 
0 


把 已 求 得 的 M. 代入 流量 守恒 式 (10.6.4)， 
po Р; 


Ё А, = Е 
V To 


А,9(М.), 
° 


于 是 就 可 得 到 
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Po _ To А, 1 = A. 1 (10 6 6) 
b ҮТ А, q(M) А, (Mo i 
最 后 求 激 波 所 在 位 置 的 路 管 截面 积 A、. 


把 (10.6.6) 式 得 到 的 2 代入 静止 正 激 波 前 后 总 压 比 公式 (10.5.24) 就 可 
0 
计算 出 激 波 前 的 流动 马赫 数 M，, 再 利用 面积 公式 (10.4.8) 


А, 1 
A, (М, ) 
就 可 以 求 出 激 波 所 在 位 置 喷 管 的 截面 积 А,. 喷 管 的 形状 是 已 知 的 ,因此 也 就 知 


道 了 激 波 所 在 的 位 置 . 

上 述 一 系列 公式 十 分 复杂 ,尤其 是 已 知 其 他 参量 求 流动 马赫 数 十 分 困难 . 
为 了 实际 需要 ,工程 上 已 制 成 相应 的 表格 ,以 便 使 用 . 表 10.2 列 出 了 一 部 分 数 
据 . 其 中 


= 
Е 


即 (10.6.5) 式 左边 关于 М 的 函数 式 . 
= то ( 见 附录 (A) 中 的 照片 11(a)) 


(4) 一 
bo 
收缩 段 内 流动 同 (3) ,扩张 段 内 是 等 焙 的 超声 速 流动 . 出 口 既 无 斜 激 波 , 也 
(5) Рь Ре 
Ро Ро | 
整个 管内 的 流动 状态 和 (4) 情 况 相 同 . 喷 管 外 出 现 膨 胀 波 ( 见 附录 (A) 中 的 
照片 12). 出 口 压 强 Р. 经 过 一 系列 复杂 的 膨胀 过 程 降低 到 背 压 p,- 


小 结 


可 压缩 性 是 流体 的 基本 属性 之 一 ,气体 动力 学 是 流体 力学 的 一 个 分 支 , 它 考 
虑 了 流体 可 压缩 性 对 流动 的 影响 . 在 不 可 压缩 流体 中 ,流体 质点 的 密度 随 流动 
是 不 变 的 ,并 且 压 强 扰 动 瞬时 传播 到 整个 流 场 . 而 在 可 压缩 流体 中 ,流体 密度 是 
随 流动 变化 的 ,扰动 以 一 定 的 速度 传播 ,这 就 在 流动 过 程 中 出 现 了 一 系列 新 的 物 
理 现 象 ,对 它们 的 研究 也 就 不 同 于 对 不 可 压缩 流体 运动 的 研究 . 

本 章 仅仅 是 气体 动力 学 的 初步 . 主要 讨论 了 无 粘性 可 压缩 流体 流动 的 若干 
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物理 特性 ,重点 在 一 维 定常 等 炉 流 动 . 向 读者 介绍 了 气体 动力 学 基本 方程 和 气 
体 动力 学 函数 ,引进 了 声速 马赫 数 和 正 激 波 等 物理 概念 以 及 变 截面 管内 的 流动 
现象 等 ,为 读者 进一步 掌握 气体 动力 学 作 初 步 准 备 . 


“实验 中 的 发 现 


(十 五 ) 声 障 现象 

著名 的 英国 弹道 学 家 B. 罗 宾 斯 (1707 一 1751)1742 年 出 版 了 他 的 专著 《新 
炮弹 学 原理 :包括 火药 威力 的 确定 和 在 快速 与 慢 速 运动 中 空气 阻力 之 差别 的 研 
究 ) 一 书 ,L. 欧 拉 (1707 一 1783) 阅 读 此 书后 ,其 为 赞赏 ,他 不 仅 把 它 翻译 成 德 文 ， 
而 且 用 自己 的 评论 ,补充 和 修改 去 丰富 与 完善 这 本 书 , 以 致 修改 后 的 书页 数 为 原 
来 的 $ 倍 (720 页 ) ,并 改 用 新 的 书 名 《新 炮 术 原理 》 欧 拉 在 此 书 的 前 言 中 写 道 : 
“我 是 一 个 理论 家 ,但 我 确信 理论 结果 应 受到 实验 验证 的 认可 ,不幸 的 是 ,条 件 不 
允许 我 花 必 要 的 时 间 去 致力 于 实验 研究 ,而 罗 宾 斯 先生 用 弹道 摆 所 做 的 实验 ,内 
容 是 如 此 之 丰富 ,所 得 结果 是 如 此 之 重要 ,以 致 我 想 这 些 东 西 将 会 满足 我 的 需 
要 ,特别 是 在 空气 阻力 的 作用 下 ,有 关 炮 弹 作 减速 运动 的 研究 .” 

罗 宾 斯 这 本 书 的 下 半 部 分 主要 是 讲述 实验 外 弹道 学 ,他 所 发 明 的 弹道 摆 是 
用 来 确定 炮弹 在 弹道 上 任何 给 定点 的 速度 (因而 阻力 ) 的 , 它 的 工作 原理 是 利用 
冲击 定律 , 即 用 一 绳索 悬挂 一 质量 为 M 的 重 物体 ,使 其 能 来 回 自 由 摆动 ,如 同 
一 简单 摆 一 样 ,如 果 向 此 摆 发 射 一 质量 为 m 的 小 圆 球 ,冲击 摆 以 后 , 重 物体 与 小 
圆 球 以 共同 的 速度 V 开始 运动 , 令 冲 击 时 小 圆 球 的 速度 为 v, 则 有 

mv =(M+m)V Ñv = Мм 
这 样 ,根据 M 5m 的 值 和 摆 的 摆 度 即 可 求 出 wv. 

1740 年 罗 宾 斯 进行 实验 时 ,炮弹 的 时 速 超过 820 英里 , 即 大 于 空气 中 的 
声波 传播 速度 ( 约 每 小 时 760 英里 ) ,在 实验 中 他 发 现 牛顿 的 平方 律 阻 力 公 
式 仅 适用 于 运动 速度 较 低 的 情况 . 当 运动 速度 比较 高 时 ,阻力 的 增加 远 较 此 
公式 所 给 出 的 为 快 . 有 时 甚至 高 达 3 一 4 倍 ,特别 是 在 运动 速度 到 达 声 速 之 前 ， 
阻力 出 现 一 个 非常 突然 的 增加 ,过 了 声速 以 后 ,阻力 又 开始 下 降 , 逐 渐 趋 向 正常 
值 ,这 种 阻力 在 声速 附近 突然 上 升 的 现象 就 是 所 谓 的 “ 声 障 "现象 ,如 图 10.20 
жк. 

对 这 一 现象 罗 宾 斯 作 了 解释 ,他 认为 空气 是 由 许多 无 穷 小 和 作 定 常 运动 的 
质点 组 成 ,它们 之 间 有 很 大 的 距离 ,是 一 种 稀薄 介质 . 能 被 一 快速 运动 的 物体 所 
压缩 ,例如 在 炮弹 的 前 方 空气 被 压缩 时 ,炮弹 自身 会 直接 感受 到 一 种 全 新 的 力 ， 


V. 
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即 空气 弹 性 力 , 欧 拉 对 这 一 现象 也 解释 说 
“ 当 速 度 增加 时 , 从 某 一 速度 开始 ,流体 质 
点 被 压缩 , 而且 越 来 越 厉害 ,质点 之 间 的 
距离 减 小 ,物体 的 正 前 方 ,流体 的 压强 增 
高 ,而 它 的 后 方 则 正好 相反 ,这 样 ,在 高 速 


-时 物体 所 受 的 阻力 大 一 些 ,低速 时 小 一 
jg” 


阻力 系数 Cp 


罗 宾 斯 之 后 ,1775 年 赫 顿 与 1840 年 
迪 戴 恩 也 用 圆 弹头 做 过 同样 的 实验 ,获得 
相同 的 效果 ,1865 年 与 1870 年 间 R. F. E EF x= 
什 福 思 又 用 尖 弹 头 做 过 实验 ,但 他 不 用 弹 
道 摆 而 用 自己 发 明 的 电 记 时 器 ,他 让 弹头 10:20 四 力 系数 随 速度 的 变化 
穿 过 一 系列 屏幕 ,很 准确 地 确定 弹头 穿 过 屏幕 的 时 间 ,然后 找 出 沿 弹道 的 速度 ， 
最 后 求 出 阻力 规律 ,并 对 标准 弹头 列 出 阻力 表 , 其 速度 范围 约 在 每 小 时 70 一 
2 000 英里 之 间 . 

20 世 纪 50 年 代 , 航 空 航天 进入 了 超声 速 时 代 ,人 类 再 一 次 遇 上 了 声 障 问 
是 ,在 工程 师 们 的 多 方 努 力 和 精心 安排 下 已 顺利 地 克服 了 这 一 困难 

(十 六 ) йй 

声 障 现象 虽然 早 在 1740 年 就 被 B. 罗 宾 斯 (1707 一 1751) 发 现 ,他 与 L. 欧 拉 
(1707 一 1783) 也 都 正确 地 认为 这 是 由 于 流体 的 压缩 性 引起 的 ,但 对 它 所 影响 的 
流 场 情况 却 仍 了 解 很 少 . 直到 1847 年 C. 多 普 勒 (1803 一 1853) 在 发 表 有 关 多 普 
勒 原理 的 文章 中 才 出 现 了 一 扰动 源 在 可 压缩 流体 中 以 亚 声 ,超声 和 声速 运动 时 
所 产生 的 三 种 完全 不 同 流 场 的 图 形 ,而 现在 所 称 的 “马赫 锥 ”, 实 际 上 是 C. 多 普 
勒 首先 提出 的 ,根据 J. 阿 克 雷 特 (1898 一 1981) 的 解释 ,现在 不 用 “多 普 勒 锥 "而 
用 “马琳 锥 "是 为 了 避免 与 “多 普 勒 效应 "和 “多 普 勒 原理 " 相 混 清 ， 自 19 世纪 下 
叶 以 后 才 开 始 从 实验 与 理论 两 方面 进行 探讨 . 

在 实验 方面 ,为 了 能 观察 与 测量 流 场 中 的 密度 变化 情况 ,必须 发 展 能 显示 流 
场 密度 分 布 的 仪器 ,1864 年 A.J.I. 托 普 勒 (1836 一 1912) 利 用 流 场 密度 梯度 变化 
发 明了 纹 影 法 . 1880 年 V. 德 尖 夏 克利 用 流 场 密度 二 次 微 商 的 变化 发 明了 阴影 
法 .从 1873 年 以 后 的 20 年 间 ,E. 马赫 (1838 一 1916) 与 很 多 人 合作 包括 他 的 儿 
子 工 .马赫 共同 发 展 研究 高 速 气体 运动 所 需 的 光学 系统 与 摄 相 技 术 , 受 到 比利时 
弹道 专家 H. 梅 尔 森 斯 的 好 评 和 激励 从 1881 年 起 他 承担 了 用 摄 相 技 术 研究 飞 
行 抛射 体 的 任务 ,6 年 后 ,他 与 P. 塞 尔 彻 共同 发 表 了 利用 纹 影 法 摄 到 的 第 一 张 
超声 速 运动 弹头 的 照片 ,环绕 弹头 前 方 有 一 明显 的 包 络 线 ,即今 所 称 的 激 波 , 同 
时 还 发 现 激 波 与 弹头 运动 方向 之 间 的 夹 角 a, 当 弹头 速度 o 超过 声速 a 时 ,满足 
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sin а=. 1907 年 ,L. 普 朗 特 (1875 一 1953) 将 а 角 命 名 为 马赫 角 , 马赫 的 这 一 


贡献 是 对 了 解 超声 速 流动 的 一 大 突破 ,大 大 推动 了 这 一 领域 的 研究 工作 . 1889 
年 他 还 提出 一 种 直接 利用 流 场 密度 变化 和 更 适 于 空气 动力 研究 的 干扰 法 光学 系 
统 . 1929 年 J]. 阿 克 雷 特 认为 在 高 速 流动 中 ,流体 速度 v 与 声速 4 之 比 是 一 个 重 
要 的 无 量 岗 参数 , 它 标志 着 流动 的 可 压缩 效应 ,为 了 纪念 马赫 的 这 一 贡献 , 称 之 
为 马赫 数 . 

在 理论 研究 方面 主要 围绕 气体 波 的 传播 ,间断 面 ( 即 激 波 ) 的 形成 和 其 前 后 
各 流动 物理 量 之 间 的 关系 进行 的 . 1858 年 S. 厄 恩 肖 研究 声波 在 正 压气 体 中 的 
传播 曾 指 出 , 当 跨 过 压缩 波 时 ,由 于 局 部 传播 速度 增加 , 流 场 中 可 能 出 现 间断 现 
象 ,这 与 10 年 前 G. G. 斯 托 克 斯 所 指出 的 颇 为 相似 , 1860 Æ G. F. B. Ж £ 
(1826 一 1866) 首 先 试图 用 特征 线 法 分 析 平 面 定常 大 振幅 压力 波 在 传播 时 的 波形 
变化 ,结果 表明 有 限 振幅 波 传播 时 ,不 能 没有 形状 改变 ,他 也 计算 了 激 波 前 后 各 
流动 物理 量 之 间 的 关系 ,但 他 错误 地 假定 跨 激 波 的 过 程 是 绝热 的 和 可 逆 的 . 9 
年 后 W.J.M. 兰 金 (1820 一 1872) 提 出 激 波 前 后 各 流动 物理 量 应 满足 的 三 个 条 
件 , 同 时 认为 跨 激 波 为 一 非 绝 热 过 程 ， 1887 年 P. H. 雨 果 尼 奥 特 (1851 一 1887) 
也 提出 激 波 的 三 个 条 件 , 同 时 ,首次 指出 将 跨 激 波 的 过 程 视 为 绝热 和 可 逆 的 . 实 
际 上 是 违反 了 能 量 守恒 原理 . 1903 年 J.S. 哈 达 马 德 (1865 一 1912) 发 现 一 重要 
定律 : 即 激 波 前 的 无 旋 流 动 只 有 当 激 波 是 平 直 波 时 ,经 过 激 波 后 方 能 保持 无 旋 ， 
如 果 激 波 是 弯曲 波 , 波 后 将 是 有 旋 的 . 7 年 后 ,L. 瑞 利 (1842 一 1919) 对 有 限 振幅 
波 的 波形 变化 进行 了 具体 计算 ,并 指出 跨 激 波 后 入 会 增加 . 


习 юй 


10.1 气体 由 一 点 沿 径 向 对 称 地 向 所 有 方向 定常 流动 ,压强 和 密度 满足 p = Ao(A 是 党 
ЖО). Во 是 距 该 点 r 处 速度 ,wv 是 距 该 点 r=1 处 流速 ,Q,。 是 7=1 处 球面 上 的 体积 流量 ， 


证 明 
Ату? = О, . expl s x (e 一 2) ]. 
10.2 车 假定 声速 传播 过 程 是 等 温 过 程 ,导出 完全 气体 声速 ar 的 公式 . 把 它 与 正确 的 


声速 公式 加 以 比较 . 
10.3， 无 粘性 可 压缩 流体 作 定 常 等 箭 流动 ,证 明 在 直角 坐标 系 中 速度 分 量 u, о, w 满足 


д д а 
(а? – и?) 54 + (а? – 2) 52 + (а? – ш?) < 
дх ду д2 


ú 2v 3и) (= эи) (56 2ш) 
= (52 + 58 + vw ду: az + ши + А 
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AF а 是 声速 . 

10.4 无 粘性 可 压缩 流体 作 一 维 定常 流动 . 车 流动 是 等 温 过 程 ,证 明 

= exp (Z ue). 

10.5 飞机 在 5 000m 高 空 以 600 000m/h 速度 匀速 飞行 , 求 飞机 上 总 压 管 和 总 温 计 读 
数 . 

10.6 ”小 扰动 在 静止 的 无 粘性 可 压缩 流体 中 传播 . 原 静 止 流体 压强 po ,密度 oo ,扰动 压 
强 p ,密度 o ,扰动 速度 v“. 

(1) 确定 扰动 量 所 满足 的 微分 方程 组 ; 

(2) 证 明 扰 动 速度 是 无 旋 的 ; 


(3) 证 明 扰动 量 以 声速 传播 , 即 成 立 了 ~ а? ду =0. р 了 代表 扰动 量 户 ,p' 或 0 ,a 
是 声速 

10.7 导出 气体 等 炉 流 动 时 ,以 马赫 数 表示 压强 系数 С, 的 表达 式 ,并 求 马赫 数 分 别 为 
0.1.2 时 的 C, fË. 


10.8 用 皮 托 管 测 无 粘性 可 压缩 流体 的 亚 声速 来 流速 度 .已 测 得 来 流 静 压 p, ЈЕ 
Ро НЕВЕ To , 求 来 流速 v, 并 证 明 在 低速 流动 情况 下 成 立 


~/2/to. 
М dG 1). 
10.9 已 知 气流 速 120m/s, 温 度 20C ,用 皮 托 管 测速 时 如 把 气体 看 为 不 可 压缩 的 , 求 测 


速 误差 ( 即 计算 流速 与 实际 流速 之 比 ). 
10.10 Ph Ды sha raq sa 


P p y-1 T y-1 : y-la 
„ду д? 
УМ dM ___y+i" dà 
= y-1 M > 二 12 4 
l+ 7 М 1= TIN 


10.11 ЖЕНКА ВО — ЯЕ Ж AM ,证 明 沿 流 线 有 
dp dp dM 
da жо < 0,4 Lh gu >0. 


QÈ: 对 于 所 有 实际 已 知 气体 有 5 如 И ) 


10.12 a 


(1) gL) ” |: 


1-1 


ү | | |. 
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10.13 ”导出 文 丘 里 流量 计 测量 可 压缩 流体 流量 的 公式 


721 
кооз 
сс x 
*10.14 一 个 大 的 贮 气 铅 A 中 贮 有 空气 ,总 压 po = 30 х 10° Nin? ,总 温 To = 300K, 通 过 

一 收缩 管 流 人 另 一 大 容器 B 中 . 已 知 管道 最 小 截面 积 (在 出 口 端 ) 为 50m, 

(1) 车 容器 B 中 压强 ps =25 10° N/m , 求 最 小 截面 处 流动 马赫 数 和 质量 流量 ; 

(2) pt 应 多 少 , 最 小 截面 处 马赫 数 为 1? 此 时 质量 流量 为 多 少 ? 

(3) 若 p, =9.8x 10*N/m ,此 时 最 小 截面 处 流动 马赫 数 和 质量 流量 为 多 少 ? 


10.13 题 图 10.14 题 图 


10.15 空气 沿 扩 张 管道 流动 ,其 扩张 面积 比 人 = 2.5, 岩 空气 在 进口 处 总 压 ри =3х 
10sNjmz ,速度 系数 41 =0.85, 求 空气 在 出 口 处 压强 р, 和 流动 马赫 数 M， 
10.16 Па на 


ор = ртр" 


(2) М1 +142, 


27 р’ 
+1А 
O) sa (ТААР): 
== ‚(аг 
(4) 127° \ Р 


10.17 证 明 对 强 正 激 波 | 22 >>1 ) 成 立 : 


vi = „7+1, 
(CD B= Ba 151, 


T, д 122, 
(2) F Т, Уур 


1 

A wie)’, 

(3) maa 27 pi 9 
2р» j 


@ n- uma [уук 
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10.18 用 总 压 管 测 超声 速 气流 ,其 头 部 正 前 方形 成 一 正 激 波 . 已 测 得 总 压 2 x 10 N/ 
m ,来 流 静 压 3.9x 104N/m? , 求 来 流 流动 马赫 数 与 所 得 压强 关系 式 , 以 及 来 流 马 赫 数 值 . 
10.19 ЖЖ pl =105N/nyY ,Ti =300К 的 空气 在 通过 强度 为 2.5 的 正 激 波 后 ,其 流动 速 
Ж о 和 流动 马赫 数 М,. | 
“10.20 证明 静 止 正 激 波 的 普 朗 特 关 系 式 . 
“10.21 证 明 静 止 正 激 波 前 后 流动 参量 的 各 关系 式 、 


* 10.22 强度 为 2 =3 的 正 激 波 在 p, =105N/m2 , T, =288K 的 静止 空气 中 传播 , 求 ; 
(1) 激 波 后 的 伴 流速 度 ; | 
(2) 该 激 波 突然 遇 到 固 壁 后 反射 , 求 反射 激 波 的 传播 速度 及 激 波 后 壁面 附近 空气 压力 和 

温度 . . 
* 10.23 强度 为 22 =3 的 正 激 波 在 р, =10 N/m? , Т =288K 的 静止 空气 中 传播 ,在 它 后 
面 10m 远 处 有 另 一 道 强度 为 全 二 名 =2 的 正 激 波 同方 面 传播 ,试问 后 面 正 激 波 能 否 追 上 前 


面 正 激 波 ? 要 多 少时 间 才 能 追 上 ? 

“10.24 空气 在 管道 中 以 150m/s 速度 流动 ,压强 为 1.$Sx105N/m? ,温度 为 300K. ЖЕН 
管道 末端 阁 门 突然 关闭 ,于 是 形成 一 正 激 波 逆流 向 管道 传播 , 试 求 该 激 波 相对 于 管 壁 的 传播 
速度 . 

"10.25 空气 在 拉 孔 尔 喷 管 内 流动 , 河 止 压强 是 7x 105N/m: , 滞 止 湿度 S00K ,出 口 截 面 


积 与 喉 道 截面 积 之 比 生 = 11.91. 又 已 知 扩张 段 中 有 一 静止 正 激 波 停留 在 M =3 位 置 上 , 试 
求 出 口 截面 上 压强 ,温度 和 流动 马赫 数 . 
* 10.26 空气 在 拉 瓦 尔 喷 管内 流动 ,进口 气流 滞 止 压 与 青 压 之 比如 = 1.5, 喉 道 面积 与 出 


口 端面 积 之 比例 = 0.285 7. 喷 管 中 有 无 激 波 存在 ? 车 有 , 求 其 位 置 (A,/A,). 


ж — = 传 质 理论 初步 


在 自然 界 和 各 种 工程 技术 中 ,除了 存在 第 八 、 九 两 章 所 讨论 过 的 动量 与 能 量 
传递 以 外 ,还 广泛 存在 着 另 一 种 质量 传递 现象 . 如 食糖 与 盐 块 之 溶 于 水 ,污染 物 
在 空气 或 水 中 的 弥散 以 及 水 的 蒸发 等 均 是 . 它们 与 化 工 、 能 源 、 动 力 、 冶 金 、 农 业 
和 环境 保护 等 有 着 密切 的 关系 . 一 般 说 来 ,质量 传递 远 较 动量 与 能 量 传递 复杂 
得 多 . 本 章 仅 限 于 讨论 最 简单 的 与 不 具有 化 学 反应 的 单 向 质量 传递 , 即 质量 扩 
散 问 题 . 

这 里 主要 包括 分 子 扩散 和 对 流传 质问 题 ,其 中 11.1 至 11.3 节 讲 解 一 些 基 本 
概念 ,11.4 与 11.6 节 建 立 双 组 分 质量 守恒 与 淇 流 扩 散 方 程 ,11.5 与 11.7 节 列 举 
一 些 简单 的 应 用 例子 . 11.8 至 11.12 节 系 统 地 介绍 浓度 边界 层 ,其 中 11.8,11.9 
与 11.11 节 分 别 建立 浓度 边界 层 方程 ,推导 雷诺 类 比 和 质量 积分 关系 式 ,11.10 与 
11.12 节 以 沿 半 无 穷 平 板 的 层 流 与 淇 流 浓度 边界 层 为 例 求 它们 的 解 . 


11.1 质量 传递 的 基本 概念 和 它 的 主要 传递 方式 


前 面 所 讨论 的 动量 或 能 量 传 递 是 在 单 组 分 的 流体 (如 空气 或 水 ) 中 进行 的 ， 
产生 这 种 传递 的 原因 是 由 于 流 场 中 出 现 了 局 部 速度 或 温度 差 , 以致 高 速度 或 高 
温度 区 的 流体 将 动量 或 能 量 传递 至 低速 度 或 低温 度 区 ,使 流体 的 速度 或 温度 有 
渐 趋 平衡 的 趋势 . 而 质量 传递 则 是 在 气体 、 液 体 和 可 溶 固体 等 所 构成 的 多 组 分 
混合 物 中 进行 的 , 当 混 合 物 中 的 一 种 或 多 种 组 分 (或 成 分 ) 在 流 场 中 出 现 局 部 浓 
度 差 时 ,各 组 分 相对 于 混合 物 , 均 有 从 高 浓度 区 将 其 质量 传递 至 低 浓度 区 的 趋 
势 ,使 流 场 中 各 组 分 的 浓度 渐 趋 平衡 . 同时 ,在 传递 过 程 中 还 可 能 伴随 以 物理 或 
化 学 变化 . 显然 ,质量 传递 是 一 个 非常 复杂 的 问题 . 即使 对 双 组 分 混合 物 ,在 一 
般 情况 下 , 它 也 是 两 组 分 相互 (或 双向 ) 传 递 的 ,只 有 当 混 合 物 中 的 一 种 组 分 为 静 
止 或 运动 的 均 质 流体 时 才 可 能 出 现 单 向 传递 现象 . 从 工程 的 观点 ,质量 传递 通 
常 发 生 在 各 组 分 的 界面 上 ,如 气 一 固 , 气 -- 液 与 液 一 固 界 面 等 . 


11.1 质量 传递 的 基本 概念 和 它 的 主要 传递 方式 . 279. 


жау ан, ВРЕЛ (а Е), СЕС) ОЕК 
散 ) 和 对 流传 质 ,分 子 扩散 几乎 存在 于 一 切 传 质 现象 中 , 它 的 大 小 和 重要 程度 却 
视 问题 而 定 , 涡 扩散 仅 存在 于 沸 流 运动 中 , 它 的 数值 和 重要 程度 往往 大 于 分 子 扩 
散 . 而 对 流传 质 则 是 由 于 流体 的 稳定 运动 (包括 时 均 情 况 ) 引 起 的 . 在 许多 实际 
问题 中 ,质量 传递 多 为 二 或 三 种 方式 相 结合 的 形式 ,如 对 流 与 涡 传 质 等 ， 

分 子 扩散 ”主要 是 由 于 物质 分 子 的 随机 运动 引起 的 . 考虑 一 容器 ,其 中 充 
满 由 二 组 分 A 与 B 构成 的 混合 物 ,并 用 圆圈 与 黑 点 分 别 代 表 A 与 B 的 分 子 . 
假定 容器 内 的 压强 与 温度 保持 常数 ,和 A 5 B 均 为 稀 朴 气体 ,各 分 子 可 以 自由 
运动 而 不 互相 碰撞 . 同时 ,为 了 简单 , 仅 考 虑 一 维 情况 ,并 设想 有 一 截面 A — A” 
将 容器 分 为 左右 两 区 : 开始 时 ,在 左 区 内 ,组 分 A 的 分 子 远 较 组 分 吕 的 为 多 ,而 
在 右 区 则 正好 相反 ,如 图 11.1(a) 所 示 ,其 初始 浓度 分 布 如 图 11 -~ 1(b) , 即 组 分 
A 的 浓度 随 z 的 增加 而 减 小 ,而 组 分 B ДВЕ > 的 增加 而 增加 ,由 于 分 子 运动 是 
随机 的 , 即 任何 分 子 向 左 区 或 右 区 运动 的 概率 是 相等 的 . 但 左 区 内 ,组 分 A 的 
分 子 较 多 , 随 之 有 较 多 组 分 A 的 分 子 向 右 区 运动 ,而 对 组 分 B 则 有 和 较 多 的 分 子 
向 左 区 运动 , 即 分 子 扩散 向 浓度 低 的 方向 进行 ,经 过 足够 长 的 时 间 以 后 ,容器 内 
组 分 A 与 B 的 浓度 将 趋 于 均匀 . 亦 即 组 分 A 与 B 跨 过 截面 A -A” 的 分 子 数 
HF. 


o 


8111 双 组 分 气体 混合 物 的 扩散 传 质 


分 子 扩散 不 仅 存 在 于 气相 物质 ,也 存在 于 液 相 与 固 相 物质 ,而 且 还 存在 于 两 
种 不 同 相 的 物质 之 间 ,由 于 分 子 扩散 的 难 易 与 分 子 之 间 的 间距 有 密切 的 关系 , 故 
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对 气相 最 容易 , 液 相 次 之 , 固 相 最 难 ,这 表现 在 扩散 系数 的 大 小 上 . ERRE 
律 即 代表 浓度 差 所 引起 的 分 子 扩散 结果 . 

除了 浓度 差 能 引起 分 子 扩散 外 ,其 它 如 温度 、 压 强 与 外 力 (重力 除外 ) 差 也 能 
引起 分 子 扩散 ,通常 将 这 些 差 称 为 分 子 扩散 的 驱动 势 , 严 格 说 来 ,对 于 一 个 实际 
流动 问题 往往 几 种 驱动 势 会 同时 存在 , 即 传 热 、 传 质 与 动量 传递 常常 是 互相 影响 
的 ,但 为 了 简化 问题 通常 仅 考虑 主要 的 驱动 势 而 忽略 次 要 的 . 

WARAH E Emar ,流体 质点 除了 具有 时 均 运 动 以 外 ,还 具有 
随机 的 涨 落 运动 . 这 种 运动 与 分 子 运动 有 相似 之 处 ,但 本 质 上 则 完全 不 同 . 后 
者 是 物质 结构 所 固有 ,而 前 者 乃 由 流动 特性 所 引起 . 与 动量 和 能 量 传递 相 类 似 ， 
速度 与 浓度 的 随机 涨 落 会 大 大 提高 质量 传递 的 效率 或 急剧 增强 扩散 能 力 . 通常 
认为 这 些 涨 落 运动 与 满 流 中 的 涡 运 动 有 密切 关系 , 故 由 涨 落 运动 所 引起 的 扩散 
又 称 涡 扩 散 . 由 于 满 流 是 一 种 复杂 的 流动 ,要 从 理论 或 实验 上 去 确定 涡 扩 散 系 
数 与 时 均 流 动量 之 间 的 普 适 关系 是 很 困难 的 ,因为 它 不 仅 对 不 同 流动 有 不 同 的 
值 ,即使 对 同一 流动 ,在 不 同 的 位 置 与 时 间 也 有 不 同 的 值 . 

对 流传 质 ” 当 组 分 质点 随 流体 作 稳定 (包括 时 均值 ) 运 动 时 ,会 产生 质点 迁 
移 ,这 种 质点 迁移 所 引起 的 质量 传递 称 为 对 流传 质 . 在 各 种 实际 问题 中 ,对 流传 
质 往往 与 分 子 扩散 或 涡 扩 散 同时 存在 ,例如 一 流体 流 经 一 可 溶 物质 表面 时 , 它 既 
有 对 流传 质 又 有 分 子 扩散 或 涡 扩散 , 它 的 传 质 性 质 不 仅 依赖 于 流体 与 可 溶 物 质 
的 物理 性 质 ,还 依赖 于 流体 的 运动 特性 . 与 动量 和 能 量 的 情况 相似 ,根据 流动 产 
生 的 原因 ,对 流传 质 又 可 分 为 受 迫 与 自由 对 流 两 种 ,每 一 种 中 又 因 流动 状态 的 不 
同 分 为 层 流 与 沿 流 两 种 情况 . 


11.2 ”混合物 系 统 中 的 浓度 .速度 和 
单位 面积 的 质量 (或 摩尔 ) 流 量 


由 于 质量 传递 总 是 发 生 在 混合 物 系统 中 , 当 考 虑 传 质 行为 时 ,必然 涉及 到 各 
组 分 对 它 的 影响 . 为 了 研究 方便 ,这 里 以 双 组 分 混合 物 为 例 , 引 进 一 些 基 本 的 混 
合 物流 动 参量 ,包括 浓度 、 速 度 和 单位 面积 的 质量 (或 摩尔 ) 流 量 . | 

(一 ) 浓度 | 

在 混合 物 系统 中 ,可 以 用 各 种 不 同 的 方法 来 表示 各 组 分 的 浓度 ,这 里 介绍 两 
种 最 常用 的 ,也 是 最 简单 的 方法 . 

1. 质量 浓度 ”组 分 A 的 质量 浓度 o, 即 每 单位 混合 物体 积 中 所 含 组 分 A 
的 质量 . WRA o 表示 混合 物 的 质量 浓度 (或 密度 ) , 则 有 

@ = ра + pp. (11.2.1) 


11.2 混合 物 系统 中 的 浓度 .速度 和 单位 面积 的 质量 (或 摩尔 ) 流 量 ，281 ， 


2. 摩尔 浓度 ”组 分 A 的 摩尔 浓度 C, 即 每 单位 混合 物体 积 中 所 含 组 分 A 
的 摩尔 数 , 如 果 用 C 表示 混合 物 的 摩尔 浓度 , 则 有 
C = C, + Су. (11.2.2) 
根据 定义 一 摩尔 的 组 分 A 含有 与 其 分 子 量 相等 的 质量 ,于 是 质量 浓度 与 摩 
尔 浓度 之 间 存 在 下 列 关系 


С, =° (11.2.3) 


其 中 MA 为 组 分 A 的 分 子 量 . 质量 浓度 与 摩尔 浓度 的 单位 分 别 为 kg/m 与 
mol/m°. 

(二 ) 速度 

在 混合 物 系 统 中 ,各 组 分 通常 具有 不 同 的 速度 . 气体 混合 物 的 速度 需要 对 
各 种 组 分 的 速度 取 平均 . 对 应 于 质量 浓度 与 摩尔 浓度 ,也 有 两 种 平均 方法 , 即 

混合 物 的 质量 平均 速度 


В 
PAUA + PgUp 24р Е 
c CATA T CBUR тА. 11.2.4 
Ы Юл + @в p U } 


和 混合 物 的 摩尔 平均 速度 
Ус Ui 
+ 2 
| = е = (11.2.5) 
其 中 w; 为 组 分 i( 这 里 i 按 A,B,C,… 的 顺序 取 ) 相 对 于 固定 坐标 的 绝对 速度 . 
在 研究 混合 物 的 运动 时 ,常常 用 各 组 分 相对 于 v 或 v* 的 速度 ,而 不 用 相对 于 固 
定 坐 标的 速度 ,这 就 引进 了 “扩散 速度 ”的 概念 即 za- о 为 组 分 A 相对 于 w 的 扩 
散 速 度 , 和 wa 一 v* 为 组 分 A 相对 于 v* 的 扩散 速度 . 
(三 ) 单位 面积 的 质量 (或 摩尔 ) 流 量 
组 分 A 的 单位 面积 质量 (或 摩尔 ) 流 量 为 一 矢量 . 它 代 表 组 分 A 每 单位 时 
间 通 过 垂直 于 此 矢量 的 每 单位 面积 的 质量 (或 摩尔 量 ). 相对 于 不 同 坐 标 系 也 可 
将 组 分 A 的 这 一 量 写 为 不 同 表达 式 . 


相对 于 固定 坐标 系 : 
| 单位 面积 的 质量 流量 na = pava, (11.2.6) 
单位 面积 的 摩尔 流量 Na = Cava. | (11.2.7) 
相对 于 质量 平均 速度 vw : 
| 单位 面积 的 质量 流量 j, = ол (о-о), (11.2.8) 
单位 面积 的 摩尔 流量 J. = С, (о-о). (11.2.9) 


相对 于 摩尔 平均 速度 wv”: 
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| 单位 面积 的 质量 流量 ji = palvoa o"), (11.2.10) 
单位 面积 的 摩尔 流量 Ji = Calvo”). (11.2.11) 


11.3 ЗЕ ЖУЛА ВОКС) 


在 第 一 章 中 已 经 提 到 过 菲 克 第 一 定律 ,这 里 需要 进一步 加 以 说 明 . 1855 年 
A. 菲 克 首 先 从 实验 中 发 现 这 一 定律 . 它 表 明了 当 双 组 分 混合 物 系统 的 组 分 A 
在 组 分 B 中 进行 分 子 扩散 时 ,扩散 物质 A 单位 面积 的 质量 流量 与 浓度 之 间 的 定 
量 关 系 . 应 当 注 意 :这 一 定律 只 有 在 满足 下 列 两 条 件 下 才能 使 用 :(1) 双 组 分 混 
合 物 系 统 是 在 等 温 等 压条 件 下 ,或 混合 物 的 浓度 o sü C 为 常数 时 ;(2) 是 相对 于 
质量 平均 速度 或 摩尔 平均 速度 坐标 系 , 而 不 是 相对 于 固定 坐标 系 的 . 如 果 组 分 
A 仅 沿 z 方 向 扩散 , 则 非 克 第 一 定律 表示 为 


d 
ja, =- Da ЗА, (11.3.1а) 
5 | Ju sea S Š (11.3.1b) 


其 中 j 与 J4 分 别 为 相对 于 质量 平均 速度 单位 面积 的 质量 与 摩尔 流量 在 z 方向 
的 分 量 . Das 为 在 z 方向 的 扩散 系数 . 从 与 < 分 别 为 组 分 A 在 方向 的 质 
量 浓度 与 摩尔 浓度 的 梯度 ,Das 为 组 分 A 在 组 分 B 中 扩散 时 的 扩散 系数 , 它 在 任 
何 坐标 系 中 都 是 相同 的 , 它 的 单位 为 米 ?/ 秒 , 式 中 取 负 号 是 因为 流量 沿 浓 度 减 小 
的 方向 ， 上 两 式 的 三 维 或 矢量 形式 为 
JA =- Das Ўра, (11.3.1с) 
5 СЫ, (11.3.1) 
完全 类 似 地 ,相对 于 摩尔 平均 速度 , 沿 z Эг ЫИ ЕК SERRE 
分 量 分 别 为 


jå, =- Dys, Ж, (11.3.2а) 
与 Ji, =- рь SEA. (11.3.2b) 
相应 地 ,它们 的 矢量 形式 分 别 为 

Ja =- Das Voa, (11.3.2c) 
与 ЈА =- De СА. (11.3.2d) 


现在 来 简单 讨论 一 下 质量 扩散 系数 Ол. 对 于 低 密度 气体 混合 物 ,J. 琼 斯， 
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S. 查 普 曼 和 W. 萨 瑟 兰 等 早 就 利用 气体 动 理 (学 理 ) 论 导出 了 质量 扩散 系数 与 系 
统 的 分 子 性 质 之 间 的 理论 函数 关系 . 1949 Æ J.O. 替 希 菲尔德 等 人 又 通过 考虑 
分 子 之 间 的 吸引 力 与 排斥 力 以 改进 琼斯 等 人 的 理论 ,这 些 结果 表明 ,质量 扩散 系 
数 与 其 它 两 个 分 子 输 运 系数 (粘性 与 热传导 率 ) 不 同 ,扩散 系数 明显 地 依赖 于 压 
强 , 绝 对 温度 和 成 分 . 在 25 个 大 气压 强 以 下 ,扩散 系数 与 压强 成 反比 ,与 绝对 温 


度 的 与 次 方 成 正比 . 实验 结果 表明 ,理论 值 与 其 符合 得 相当 好 ， 


对 于 液体 ,由 于 缺乏 完善 的 结构 和 输 运 特性 理论 ,难于 严格 地 处 理 液 体 的 质 
量 扩散 系数 问题 ,但 对 低 浓度 溶液 和 非 电 解 质 溶质 也 发 展 了 不 少 经 验 和 半 经 验 
理论 ,如 A. 爱 因 斯 坦 的 水 动力 理论 ,G.R. 威 尔 克 - 了 . 张 理论 和 H. х" 
理论 等 . 它们 对 某 些 特定 情况 和 范围 是 有 效 的 ,但 更 普 适 和 可 靠 的 方法 是 用 实 
验 测定 ,大 量 实验 结果 表明 液体 的 质量 扩散 系数 较 气体 的 小 好 几 个 数量 级 ,它们 
与 气体 扩散 系数 的 主要 区 别 是 依赖 于 浓度 和 粘性 . 

对 于 固体 ,主要 有 两 类 扩散 问题 ,一 类 是 气体 或 液体 在 固体 孔隙 中 扩散 , 另 
一 类 是 通过 原子 运动 形成 固体 成 分 之 间 的 扩散 ,它们 分 别 与 催化 和 冶金 问题 密 
WHR. 一 般 说 来 ,固体 的 质量 扩散 系数 更 难 从 理论 上 导出 ,目前 主要 用 实验 方 
法 测定 ,但 根据 具体 情况 ,也 有 用 气体 动 理 (学 理 ) 论 发 展 扩散 系数 理论 ,或 引进 
有 效 扩 散 系数 概念 对 现 有 结果 加 以 应 用 和 改进 的 . 

质量 扩散 系数 是 传 质问 题 中 的 一 个 重要 参数 , 它 的 大 小 直接 影响 到 扩散 过 
程 的 快慢 ,最 常见 物质 的 扩散 系数 可 参见 附录 (D) 中 的 表 D5. 在 常温 常 压 下 ,对 
大 多 数 气体 其 值 为 10 一 10 “mY/s, 对 低 粘 度 液体 约 为 10“ 一 10“m /5, 而 对 
固体 则 为 10 —10 m/s 或 者 更 小 . 质量 扩散 系数 的 单位 为 m/s. 
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在 第 四 章 中 已 建立 了 单 组 分 流体 的 质量 守恒 (或 连续 性 ) 方 程 ,并 用 以 研究 
了 单 组 分 流体 的 各 种 动量 与 能 量 传递 问题 ,质量 传递 是 一 个 在 混合 物 中 出 现 的 
. 现象 . 在 传递 过 程 中 可 能 发 生物 理 或 化 学 变化 ,使 得 各 组 分 的 质量 也 发 生变 化 . 
因 之 ,在 研究 这 类 问题 时 ,除了 应 满足 混合 物 总 体 的 质量 守恒 条 件 外 ,还 应 满足 
各 组 分 的 质量 守恒 条 件 . 现 仍 以 双 组 分 A 与 B 的 混合 物 为 例 . 建立 组 分 A 的 
质量 守恒 方程 . 

在 直角 坐标 系 Oxyz 中 取 平 行 于 各 坐标 平面 的 六 面体 ABCDA B'C'D 作为 
控制 体 如 图 11 -2 所 示 . 其 长 , 宽 , 高 分 别 为 dx ,dy У dz. 组 分 A 的 质量 守恒 
原理 为 : 
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十 ?seedz]dydz 


图 11.2 六 面体 积 元 


组 分 A 流出 控制 体积 每 单位 面积 的 质量 流量 + 每 单位 时 间 组 分 A 在 控制 
体积 内 的 累积 量 = 组 分 A 进入 控制 体积 每 单位 面积 的 质量 流量 + 每 单位 时 间 
由 于 化 学 反应 等 组 分 A 在 控制 体积 内 的 生成 量 . 

) 


组 分 A 沿 z 方向 流出 控制 体积 的 净 质量 流量 为 (2 


а ) 


dzdydz. 类 似 地 ， 


у у= 方向 分 别 为 一 = 个 dydxdz 与 一 = 人 < ш dzdzdy. 其 中 n4,;, na, 5 
mo AMAA А 每 单位 面积 的 质量 流量 在 ,y 与 。 DAMA. @ À S 
单位 时 间 在 控制 体积 内 的 累积 量 为 “sdzdydz， 同 时 , 令 由 于 化 学 反应 等 每 单 


位 时 间 每 单位 体积 内 组 分 A 的 生成 量 为 rs , 即 每 单位 时 间 在 控制 体内 组 分 A 
的 生成 量 为 radzdydz. 将 这 些 结果 代入 组 分 A 的 质量 守恒 原理 并 除 以 
dzdydz 后 有 

Ipa (паа) + 9(na,,) + alna) 


ж әх ду © dz "M = 0. (11.4.1а) 
”这 就 是 组 分 A 的 质量 守恒 (或 连续 性 ) 方 程 . 或 可 改写 为 矢量 形式 
2 у. na = ra = 0, (11.4.1b) 


其 中 п, 为 组 分 和 A 相对 于 固定 坐标 系 每 单位 面积 的 质量 流量 完全 类 似 地 ,对 
组 分 B 有 


дов д(пв,„) (пв, ) a = 
d tas tay + 3z rs 0 ока) 


д . 
和 Ра +. ns — тр = 0, (11.4.2Ь) 


其 中 rs 为 每 单位 时 间 每 单位 体积 内 组 分 B 的 生成 量 . 对 于 双 组 分 混合 物 有 


pa + рв = D, Na + пв = 04% (в©в= ро 


与 ТАС rpg. 
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将 (11.4.1b) 与 (11.4.2b) 式 相 加 则 有 
Эрл 08) у. (п, + пз) – (л +) =0 (11.4. 3За) 


或 50 +9.ро =0 (11.4.3Ь) 


这 就 是 混合 物 的 质量 守恒 (或 连续 性 ) 方 程 . 它 与 单 组 分 流体 的 连续 性 方程 具有 
完全 相同 的 形式 . 

类 似 地 ,可 以 导出 与 上 面 各 式 相 对 应 ,但 以 每 单位 面积 摩尔 流量 表示 的 方 
Ë. 如 果 用 Rs 与 Rs 分 别 代表 每 单位 时 间 每 单位 体积 内 组 分 A 与 B 的 摩尔 生 
RE. 应 注意 : 当 发 生化 学 反应 时 ,根据 化 学 反应 方程 ,组 分 A 的 增加 (或 减少 ) 
摩尔 数 未 必 与 组 分 B 的 减少 (或 增加 ) 摩 尔 数 相等 ,于 是 


对 组 分 A +V.N -R=0, (11.4.4а) 
对 组 分 B а у йу =Й, (11.4.4) 
对 混合 物 


+V. (№, + №) ~ (Ка +R; )=0, (11.4.4c) 
对 双 组 分 混合 物 有 C, + Св = С, 
NA + №, = CA Vat Cp VB 二 Съ“, 
则 (11.4.4c) 式 变 为 
16 


a(Ca + Св) 
91 


+ V - (Со) — (R, + Rs) = 0. (11.4.44) 


ЖЕЙДЕ 5 n S нын ий 
na 与 摩尔 流量 М, 推导 的 . 它们 还 可 以 利用 相对 于 质量 (或 摩尔 ) 平 均 速 度 每 单 
位 面积 的 质量 (或 摩尔 ) 流 量 与 由 质量 (或 摩尔 ) 平 均 速 度 所 产生 的 质量 (或 摩尔 ) 
流量 加 以 改写 即 利 用 (11.2.6), (11:2.8) 5 (11.3.1с) Г (11.2.7), 
(11.2.11) 与 (11.3.2d)] 式 后 ,分 别 有 
na = pav — Das Vpa 


与 N, = = Cav 一 Dag VCA. 
将 此 二 式 分 别 代 人 (11.4.1b) 与 (11.4. 4a) 式 则 有 

2 у. (одот )— V+ РЯ = 0 (11.4.5) 
5 a FV- (Cw VD VC) R. = 0. (11.4.6a) 


E T E n ps 
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组 分 质量 守恒 方程 式 , 它 们 都 比较 难于 直接 应 用 . 现在 讨论 一 下 它们 的 简化 形式 . 
(11.4.6a) 式 可 以 改写 为 
ICa 


g; + CAV. vt 2' VC - V (рь VCa)- Ra = 0. (11.4.6b) 
从 (11.4.4d) 式 有 
сӯ. vt о‘. VC - (R, + ЕЁ») = 0. (11.4.4e) 


如 果 混合 物 的 浓度 C 为 常数 , 则 55 =0 和 VC = 0 于 是 (11.4.4e) 式 给 出 


М.Ф 


再 假定 D. th E ЕЖЕ (11.4.4 К A (11.4.6Ь)\ т ,该 式 变 为 
2С, 
t 


ж __ RA + Rg 
R ы, (11.4.4f) 


vy = Da Г (R + В). (1.4.7) 
这 式 有 时 用 来 研究 低 密 度 气体 的 扩散 问题 ,应 当 注意 这 里 的 速度 是 摩尔 平均 未 
度 v" 而 不 是 质量 平均 速度 vo. 

其 次 考虑 (11.4.5) 式 , 它 可 改写 为 


p | 
А + олу о +v -Voa – У (Das Урд) – ra = 0. (11.4. 5а) 


E De 为 常数 和 流体 为 不 可 压缩 的 , 即 Y .mw =0, 和 用 组 分 A 的 分 子 量 M, R 
全 式 则 (11.4.5a) 式 变 为 


д 
аСА ьо SO, ау» (Du VO ERG (11.4.8) 
дї 


其 中 Ra = үү. 这 式 广泛 地 用 来 研究 稀释 液体 或 不 可 压缩 流体 中 的 扩散 问题 
对 应 于 (11.4.8) 式 在 直角 坐标 系 为 


= 210,202] 2 [p j [Da] R: (1.4.8) 


在 柱 坐 标 系 为 i 


g + 一 
-二 per р Alou] 


Эса 
£ 元 | Da 22 |+ E; | (11.4.8b) 
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在 球 坐 标 系 为 

9Ca gCa vo 3CA ©, ICa 
Ээ: T RJR R 30 Кзшб дА 

1 1 С д 
= рт эк PeR эр |+ тур 36[ 
1 9 [Ba 

T Ра FEM 
wmv =0,v*=0,R; Pre 和 各 方向 的 扩散 系数 相同 , 则 (11.4.7) 与 


(11.4.8) 各 式 均 简化 为 : 


— |+ RA. (11.4.8c) 


26 


= Da УС. (11.4.9) 


这 就 是 著名 的 非 克 第 二 定律 ， кы 它 可 用 来 研究 液体 或 固体 中 的 组 
慢 扩 散 过 程 . 此 式 在 直角 坐标 系 为 


aCa _ HC PC PC 
7 = De | FA + 252 + 了 | (11.4.10а) 
在 柱 坐 标 系 为 
ICa aC 19C 1 2С, 2С, 
在 球 坐 标 系 为 
2Ca _ 1 а :Ge ) 1 as 9л) 
at Das | рї sR|R ЭЕ / Riain 0 90 Sin 0 90. 
1 ? CA 
+ a> 5 1. (11.4.10с) 


应 当 注意 :方程 (11.4.7) 与 (11.4.8) 都 是 非 线 性 的 . 它们 与 不 可 压缩 流体 
的 动量 与 能 量 传递 方程 是 极 相似 的 , 现 列表 加 以 比较 


Ж 11.1 
对 流 率 = “扩散 项 ” + “ 源 项 ” 
Re 
D 1 
动量 Dr = А2 + СУВ 
DT z 72 Q. 
能 量 Dr = a VT + оС 
质量 DCA = Das V2CA + RA 


| Dt 
其 中 Q, 为 系统 中 每 单位 体积 流体 增加 或 减少 的 热量 ,这 些 方程 的 主要 差别 是 
速度 v 为 矢量 ,而 温度 T 与 浓度 Ca 为 标量 . 很 显然 , 当 源 项 为 零 和 y= a = Ра 
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时 ,它们 对 一 组 相似 的 边界 条 件 应 有 相似 的 解 , 如 果 va 与 Das 均 为 常数 ,除了 
上 面 的 五 个 方程 以 外 ,再 加 上 连续 性 方程 ,共有 六 个 方程 含有 六 个 未 知 函数 v ， 
Т,С 和 ,构成 了 一 个 封闭 方程 组 ,理论 上 可 以 求解 ,但 实际 上 却 非常 困难 . 如 
果 温 度 效 应 可 以 忽略 ,速度 场 可 与 浓度 场 联 立 求解 , 当 浓 度 场 对 速度 场 的 影响 也 
较 小 时 ,可 先 解 速度 场 再 解 浓度 场 . 至 于 方程 (11.4.10a) 为 一 线性 方程 , 它 缺 乏 
含 速度 的 项 ,不 仅 可 以 独立 求解 ,而 且 它 的 基本 解 可 以 到 加 ， 

最 后 来 简单 讨论 一 下 研究 扩散 问题 时 所 常用 的 起 始 条 件 和 边界 条 件 . 它们 
与 传 热 问题 中 的 条 件 很 相似 . 

起 始 条 件 :t=0, Ch = С, 或 p4 ра. 其 中 CA 或 pu 为 一 空间 函数 或 党 
Ж. 

边界 条 件 :(1) 在 表面 处 浓度 或 单位 面积 的 质量 流量 为 一 给 定 值 , 即 

у=0, C, = CA, 或 Pa = рл, ° 
JAa=Ja 或 j4=ja. 

(2) 当 流 体 流 过 一 具有 扩散 物质 的 表面 时 ,流体 与 表面 之 间 将 出 现 对 流传 

质 即 
， NA, =h,(CA, = Ca, ) 或 na = hn pa, T PA, )，， 

其 中 h。 为 对 流传 质 系数 , C。, ,pw T Ca, opa, 分 别 为 表面 与 无 穷 远 处 的 浓度 . 

(3) 在 无 穷 远 处 

Ca = CA, IX рд = Pa, ， 

其 中 C4 与 ол 为 一 常数 或 零 . 

关于 每 单位 体积 组 分 A 的 生成 率 Rs ,如 果 没 有 涉及 组 分 A 的 化 学 反应 ， 
Rs = 二 0. 当 组 分 A 参加 化 学 反应 时 ,通常 取 Ra = k,CA 的 形式 ,其 中 2” 为 一 整 
数 , 当 n 等 于 1 与 2 时 ,分 别称 为 一 级 与 二 级 反应 . k, 为 常数 ,应 注意 ko 与 i 
的 单位 分 别 为 mol/(m -s) 55 ljs, 同 时 , 当 反应 的 结果 使 组 分 A 增加 时 , R, 为 
正 , 反 之 为 负 . | 


11.5 扩散 方程 的 应 用 


扩散 方程 (11.4.8) 或 (11.4.9) 有 着 广泛 的 用 途 ,这 里 举 几 个 简单 的 例子 . 

例 11.1 考虑 一 开口 容器 ,内 盛 液 体 B, 其 上 为 一 能 溶 于 液体 的 气体 А. 
它 在 液体 中 进行 一 级 化 学 反应 和 定常 扩散 . 已 知 气 体 与 液体 界面 处 的 浓度 为 
Сл. 假定 容器 底部 对 气体 A 是 不 可 渗透 的 和 液体 B 是 稀释 的 ,同时 认为 在 化 
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学 反应 中 ,组 分 A( 气 体 ) 受 到 耗损 . 试 求 (1) 

容器 底面 处 的 浓度 C, 和 (2) 界 面 处 组 分 А. 
坐标 取 在 界面 处 并 以 向 下 为 正 у. 根据 

假定 ,方程 (11.4.8) 简 化 为 一 常 微分 方程 


2 4 
m СА т k, CA = 0, (11.5.1) 

dy 

边界 条 件 为 y=0,Ca(0)= Сл, 
图 11.3 气体 在 容器 中 的 扩散 
— dCa 
y=L, — =0. 
dy y= L 


方程 (11.5.1) 为 一 线性 齐 次 常 微分 方程 , 它 的 一 般 解 为 
Ca(y)= Се? + Coe ™”, 
其 中 т = (k1/Das )”. 利用 边界 条 件 确定 任意 常数 C, 与 C, 并 代 人 上 式 后 ,得 
到 浓度 分 布 表达 式 
Ca(y)= Ca [ch my 一 th mL sh ту]. 
E y=L Ж, 


ch2mL -shèmL _ Ca, 


СА) = Cy hml = ат: 


__ dC 
在 界面 处 ， А00) = Du т 


例 11.2 一 厚度 为 工 , 密 度 为 pa(s) 的 固体 盐 层 ,其 上 为 一 半 无 穷 深 的 静止 
KE. 当 盐 层 与 水 接触 后 , 盐 将 深 于 水. 假定 (1) 盐 在 水 中 的 扩散 过 程 是 一 维 不 定 
常 的 . (2) 扩 散 系数 为 常数 且 无 化 学 反应 ,(3) 在 了 
盐 与 水 的 界面 处 , 盐 保持 一 固定 的 质量 浓度 '} ko 
pas ;和 (4) 在 初始 时 刻 ,水 中 的 盐 浓度 处 处 为 


py sed 
ж. 试 求 (1) 盐 层 与 水 接触 以 后 ,水 中 盐 的 浓度 =з 
КҮТТҮ Д а | | | 
层 的 表面 溶解 率 和 又 是 如 何 随时 间 变化 的 . 


坐标 取 在 初始 时 刻 的 界面 处 ,如 图 11.4 所 
示 . 根据 假定 ,方程 (11.4.5a) 可 简化 为 


= DasCa, m th mL (mol). 


图 11.4 盐 在 水 中 的 扩散 


=, (11.5.2) 


初始 与 边界 条 件 为 
t=0, y>0, ра = 0, (11.5.3a) 


.290 · 第 十 一 章 传 质 理论 初步 


1> 0, y=0, pA(0,t) = pas» (11.5.3b) 

t>0, у = e, ол(оо,;) = 0. (11.5.3c) 

这 一 问题 与 平面 加 热 固 壁 在 静止 流体 中 的 传 热 问题 相似 , 现 用 拉 普 拉 斯 变 

换 解 此 初始 边 值 问题 . 先 将 (11.5.2) 式 两 边 乘 以 e “ ,并 从 0 至 co 对 上 积分 , 即 


со а? 1 (° 9 
t бА 一 一 一 一 -mPa = 
É e EFA ағ р), е9; ағ = 0. (11.5.4) 


对 这 里 所 考虑 的 函数 可 以 证 明 将 微分 与 积分 运算 顺序 加 以 互 换 是 合理 的 ,于 是 
上 式 第 一 项 变 为 


oo д? 0. д? оо 32 = 
-po PA = 2. -zi — ° Юд. 
| a ду? d: | pae dt ау?’ 


Жер ра = | pe аг. (11.5.4) 式 中 的 第 二 项 利用 分 部 积分 有 
| е^ ФА dt = [рде ] + pf pae “dt = poa. 
利用 初始 条 件 (11.5.3a), 上 式 括号 项 为 零 ,于 是 (11.5.4) 式 变 为 
д? од 
рь = PA. (11.5.5) 


这 样 , 拉 普 拉 斯 变换 将 偏 微分 方程 (11.5.2) 变 为 常 微分 方程 (11.5.5). 
对 边界 条 件 (11.5.3b) ,两 边 应 用 拉 普 拉 斯 变换 有 


Жу=0й, р - pae war = 68. (11.5.6) 
满足 方程 (11.5.5) 和 边界 条 件 (11.5.6) 与 (11.5.3c) 的 解 为 
да PAs -o 
pa = е, (11.5.7) 


其 中 2 =н: 查 拉 普 拉 斯 变换 表 , (11.5.7) 式 的 逆 变 换 函 数 为 


Pa == paserf c Do (11.5.8) Pa 


Pas 


其 中 补 余 误差 函数 erf cZ = 1 — erfZ. Ë px = 
ов [17е 52у | kate pik atis 
数 . 它 随时 间 与 空间 的 变化 趋势 如 图 11.5 所 示 .， 0 

最 后 ,考虑 盐 层 表面 的 溶解 率 а 对 盐 层 BUS 浓度 分 函数 


取 一 控制 体积 ,这 时 ,控制 体积 内 没有 质量 生成 也 没有 质量 进入 ,根据 质量 守恒 
原理 有 : 


增加 时 间 


11.5 扩散 方程 的 应 用 


+ 291 · 


流出 每 单位 面积 的 质量 流量 + 每 单位 时 间 单 位 面积 高 度 为 L. 的 柱 体内 的 


积累 量 =0， 
= pa de (s)L] 
Bp Das 25у Кш ш 0, 
其 中 pa (5) 为 固体 盐 层 的 密度 利用 (11.5.8) 式 计算 上 式 中 的 第 一 
对 小 的 y 值 有 
2 2 
оне] 
= егу = PHA А 
5 г 
则 (11.5.11) 式 变 为 
dL pa(s)L] a Das 2 
ораса 
Е dL. œ D, 112 
或 dt ДО =] х 
pas | Рав f' dt 
积分 К" = рл(з) | 
u 2р Юр, 1/2 
AL ~ pa(s) z = , 


这 就 是 t 时 刻 以 后 所 减 小 的 盐 层 厚度 . 


(11.5.9) 
项 ,并 注意 


例 11.3 考虑 一 位 于 原点 的 污染 源 ,在 无 界 静止 的 流体 中 作 非 定常 扩散 . 
假定 扩散 系数 Da 为 常数 ,和 在 时 刻 i 已 经 扩散 出 的 污染 物质 的 总 量 为 Q,. 试 


求 浓度 分 布 函数 С. 


这 是 一 个 球 对 称 的 问题 ,为 了 对 直角 坐标 系 中 相应 的 一 维 与 二 维 问题 有 更 
多 的 了 解 . 这 里 在 直角 坐标 系 求解 . 根据 假定 ,扩散 方程 为 式 (11.4.10a) 即 


Е ? С, 2° С, 22 Ca 
IB = rta ta] 
初始 与 边界 条 件 为 ， 
t=0, т,у,е > 0, С = 0, 
t >0, х,у, = = оо, Ca = 0 
和 ату Q s] | | ai 


(11.4.10а) 


(11.5.10а) 
(11.5.10Ь) 


(11.5.10с) 


可 以 证 明 ( 见 本 节 末 附录 ) ,对 这 类 初始 与 边 值 问题 ,二 维和 三 维 问题 的 解 可 
以 表达 为 两 个 和 三 个 单 变 量 问 题 的 解 的 乘积 . 这 样 , 先 详细 讨论 一 维 情况 . 
考虑 一 位 于 x =0 处 的 污染 源 在 一 维 无 界 静 止 流体 中 作 非 定常 扩散 ,上 面 
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的 方程 与 初始 和 边界 条 件 简化 为 
С, 2С 
72 = Расу, (11.5.11) 
120, 220, С, = 0, (11.5.12а) 
> 0, х9, С, = 0, (11.5.12Ь) 
Fp = | cdz, (11.5.12c) 
其 中 QANE: 内 沿 z 方向 每 单位 横 截面 积 从 一 至 + co 排放 的 污染 物 量 ,其 
单位 为 mol/m. | 


与 例 11.2 完全 相 类 似 , 利 用 拉 普 拉 斯 变换 和 初始 条 件 (11.5.12a), 可 将 方 
程 (11.5.11) 变 换 为 一 常 微分 方程 


三 
Da gt С. (11.5.13) 
从 此 式 的 通 解 可 以 获得 满足 方程 (11.5.13) 与 边界 条 件 (11.5.12b) 的 解 为 
С, 一 б 


Р? = 2-С MIRES Е W aki ЕН 


C, = е0 (11.5.14) 
1/2 | 
ж А=С| 29) 为 一 常数 , 现 利用 条 件 (11.5.12c) 确 定 此 常数 ， 
Q, = m Сах = Гое?» ах. 
5 тй =, 4є=2(Ры)'"ае, 
Q, = 2AD |” e d£ = 2А(«рь)® 
或 фес бы: 
3  2(z=D,s )2 7 | 
将 此 式 代 入 (11.5.14) 式 有 所 求 一 维 问题 的 解 ， 
СА = Me ыу (11.5.15) 
^  2(x=D.st)'2 | У 


可 以 看 出 这 一 解 是 一 正 态 分 布 ,如 图 11.6 所 示 . 
通常 用 浓度 分 布 的 二 次 (或 惯性 ) 甜 
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ANTT 
JANNSEN 


911.6 浓度 一 距离 曲线 


| Cazzdz = 20р, 


来 表征 扩散 的 扩展 程度 . 用 Q 除 全 式 后 有 

в? = 2Dat, (11.5.16) 
其 中 о 为 一 种 与 质点 扩散 的 均 方 距离 相 类 似 的 量 . KE oc 是 一 个 量度 扩散 宽 
度 的 量 , 称 为 浓度 的 “标准 偏差 ,或 弥散 系数 ,显然 c 随时 间 的 平方 根 值 增加 . 
于 是 解 (11.5.15) 变 为 


Q, 一 z212o2 
Са = 75276 . (11.5.17) 
完全 类 似 ,与 边 值 问题 (11.5.11) 与 (11.5.12) 式 相对 应 , 沿 y 与 z 方向 一 维 


扩散 问题 的 解 分 别 为 


Q, 
= —e 7 11.5.18 
Ове 
与 C = (11.5.19) 
А SIno | 
根据 解 的 乘积 原理 ,三 维 扩 散 问 题 (11.4.10a) 与 (11.5.10) 的 解 应 为 

С, = фууу" (2+ Pi а) ; (11.5.20) 

与 此 相对 应 的 平面 扩散 问题 I 
aC С, 2С | 
2с o p [S+ >). (11.5.21а) 
t=0, х,у>0, С, =0, (11.5.21b) 
t>0, z,y>%, С, = 0, (11.5.21с) 


r=, Q, = |` |` слаха». (11.5.214) 
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的 解 为 
С, = к |: (11.5.22) 


其 中 Q， 为 时 间 t 内 , 沿 = 方向 为 单位 长 , 沿 工 与 ? 方向 均 为 从 - co 至 + co 内 所 


排放 的 污染 物 量 ,其 单位 为 摩尔 / 米 . 
类 似 地 ,可 以 证 明 : 当 z,y,z 方向 的 扩散 系数 Dasp, ,Daa + Das, 为 不 同 的 党 


数 时 ,此 原理 亦 成 立 . 即 对 三 维 情况 方程 


a 2 2 Ф 
СА р Сора Сыра СА (11.5.23) 
КТ, z дж › ду = dz 


和 初始 条 件 (11.5.10a) 与 边界 条 件 (11.5.10b)(11.5.10c) 的 解 为 : 
[утат] 
е T , 


E Q, r 
CA = [OD Iaa. 2o, 20, (11.5.24) 


HE о? =2D,s t ‚©, =2D;s t 和 二 2Daa t 


附录 : 
1947 年 H.S. 卡 斯 劳 与 J.C. 耶 格 证 明 : 在 某 些 初 始 和 边界 条 件 下 , 非 定常 二 
维 或 三 维 扩散 方程 的 解 是 二 或 三 个 非 定常 一 维 扩散 方程 的 解 的 乘积 ,为 了 方便 ， 
分 别 用 脚 标 1,2,3 代表 х,у, х 方向 的 值 . 
EEE а,<х,<Ь,,а,<х,<Ь,,а;<х;<Ь; (А) 
内 求 非 定 常 三 维 扩散 方程 
1-2 - 26,26,26 (в) 
Da 9t 3x ду az 


的 解 , 先 假定 满足 非 定常 一 维 扩散 方程 


2? 9 
= аа <, 712,3 (С) 
和 边界 条 件 | 
A 
t>0, zr, = ar， 352 - ВС, = 0, 
‚ 3C, ^ 
t > 0, Zr = b,, asor S e Ба 
与 初始 条 件 


t =0,a, < z, < b,,C (x,t) = С,(х,). 

的 解 为 C (r,t). 其 中 a,,B, 为 常数 ,它们 中 的 任何 一 个 可 以 为 零 . 则 在 (A) 
所 定义 的 范围 内 ,方程 (B) 满 足 初始 条 件 

t=0,C= С,ү(х,)С»(х,)С+з(х;) (D) 
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和 边界 条 件 
>0 z Cu T йу 1,78 (E) 
i k 2. 8,, 51 В.С = 0,r = 1,2, 
与 1>0, z,=b, a -RC=0,r=1,2,3 (P) 
的 解 为 C=CO,(xz,,t)C,(z;,t)C,;(zs,t). (G) 
因为 将 (H) 式 代入 方程 (B) ,并 利用 (D) 式 后 有 
°С, а С, C, 1 әс, С, әс, 
с + с + бб? р СС + CC 92 + cc, ). 


显然 ,初始 和 边界 条 件 (D)、(E)、(F) 是 满足 的 . 


11.6 淇 流 扩 散 方程 


与 第 九 章 中 的 动量 和 能 量 方程 相 类 似 ,如 果 令 и=и+и',о=®+о,ш= 
t + < 和 组 分 A BJ C, = C, + CA, 并 将 它们 代 和 人 对 组 分 A 的 质量 扩散 方程 
(11.4.8a) 即 


Be +9 5° ду Vas 
_ 9 а | 9 | A 9 | с 
Е =l АВ, ax +35 Das, ду F az AB, az i 


再 经 过 对 全 式 取 时 间 平 均值 和 应 用 第 八 章 给 出 的 对 时 均 涨 落 量 的 各 种 性 质 以 
后 ,可 以 得 到 满 流 的 质量 扩散 方程 , 即 
ӘС, _aCs аса: аб 9 3aC4 — 
э; Т “озш К” ay ë FA = sz Da, 32: — “СА 
ӘС — ӘС д? D 


Ruhu Ci v CA 和 w CARN ҖЕ {УТЛА (ЖК ШЕ) КИШ. 对 于 一 级 
化 学 反应 有 ў | 
R, = k, (СА + С^) = kiCa. 

Ж Ж Sa SIB 0538 ИЙЕ CUE fE z 方向 的 分 量 为 


ДО и Са (11.6.2) 
同时 , 410 А Il ТАЈ ЕН И] ЖЕКЕ 5 
Jx: =- D ËA, (11.6.3) 
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其 中 De 为 淇 流质 量 扩散 系数 , 则 (11.6.1) 式 右边 第 一 项 中 的 


9 9 9 
DA = рь, Ds уйгыр, 


其 中 J 名 为 在 z 方向 的 分 量 ,完全 类 似 地 ,在 y 与 z 方向 有 
Da, А - Са – [Ja +701 =- 70, 
De - ш'СА= – (ЈА +12] =- J, 
于 是 ,方程 (11.6.1) 可 写 为 向 量 形式 
2а р УС, =- V- JY + R... (11.6.4) 
ХР РЭ (11.6.1), НАЕ PJ АКО У 


ӘС, aCa Ug ӘС, aCa _ 1 9 aCa 
E -De 
ye 1 9 Ов KON + 元 ( -Du 9С, С) 


`11.7 污染 物 在 大 气 中 的 扩散 


考虑 离 地 面 H 处 有 一 连续 不 断 作 定常 排放 的 污染 源 , 如 果 平 均 风速 为 常 什 
U 且 沿 z 方 向 . y 轴 向 上 ,原点 取 在 地 面 如 图 11.7 所 示 . 试 在 下 述 条 件 下 , 求 
污染 物 在 空中 的 浓度 分 布 ，(1) 没 有 化 学 反应 , 即 R, =0;(2) 忽 略 重力 影响 和 分 
子 扩散 效应 ;(3) 忽 略 地 面 边 界 层 效应 ,即时 均 速度 п 等 于 常 值 U, = z = 0; 
(4) 地 面 为 完全 反射, 即 р) 2а _，=0;(5)z 方向 的 滑 流 扩 散 远 远 小 于 风 的 


2С, 


迁移 作用 , 即 U 


2а 22 [р 26 СА], (6), у, 轴 为 扩散 主轴 。 


图 11.7 烟 向 向 大 气 中 排放 污染 物 
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根据 假定 条 件 ,方程 (11.6.1) 简 化 为 
LOA 


ICi о » 3C 
U ər = Pa з |+ 1р6 Sal (11.7.1) 
其 中 Рав 5 Die, 分 别 为 沿 y 与 z TAKMAT К ЖЖ. 边界 条 件 为 : 
х,у,2 = со, С, = 0, (11.7.2а) 
y = 0, pa 52 0; (11.7.2Ь) 
Б 0s 上 下 Uiz (1.7.20) 


其 中 О, 为 污染 源 强度 , 它 的 单位 为 mols. 
如 果 将 方程 (11.7.1) 左 边 的 速度 U 改写 为 坚 , 并 认为 =0 与 y,z>0 时 ， 


=0. 则 从 方程 (11.5.23) 与 (11.5.24) 可 知 方程 (11.7.1) 与 边界 条 件 
(11.7.2a) 和 (11.7.2c) 的 解 为 


2 
Ca = саса , 


其 中 oy=2D 必 :一 2D 避 ,车 ,o:=2D 肖 ,车 , 它 们 与 层 流 扩散 中 的 (11.5.16) 式 


相对 应 . 应 当 注 意 :这 是 污染 源 位 于 原点 处 的 解 ,如 果 污 染 源 位 于 у= Н 处 , 则 
上 式 中 的 y Ey- 五 去 置换 ,同时 ,为 了 满足 边界 条 件 (11.7.2b) ,可 使 用 镜像 
法 . 于 是 ,所 考虑 问题 的 最 后 解 为 


= О, -z H 
Calz, y,z)= 2r Uso ехр[ 557 (ек = Е с? > 
ОЕ z 
2 2 
+ exp >Н) |, (11.7.3) 


20, 
其 中 o; 与 c* 分别 为 污染 物 浓度 在 y 55 = 方向 的 标准 偏差 ， 这 式 表 明 在 у 与 > 
方向 ,浓度 是 按 正 态 分 布 的 . 

当 预 测 地 面 的 时 均 浓度 分 布 时 , 须 令 y=0 Bl 


, 2 2 і 
С, (2,0, х) =т=т т 92]. (11.7. 3а) 
如 果 再 令 x=0, 即 得 沿 z 方向 的 浓度 分 布 “. 
= Q. H° 
C,(z,0,0) = стр ер 22 | | (11.7.3Ь) 


可 以 看 出 在 Q,,U,oa, 50, 不 变 的 情况 下 , H ЯКС, 愈 小 , 即 提高 排放 高 度 可 
以 减 小 地 面 上 沿 z 方向 的 浓度 分 布 . | 
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余下 的 问题 是 如 何 选用 适当 的 о, 与 a,. 对 大 气 来 说 ,它们 不 仅 依赖 于 距离 
Zz, 而 且 还 依赖 于 大 气 的 稳定 程度 , 满 流 结 构 等 许多 因素 . F. 帕 斯 奎 尔 ,F. A. 吉 
福 德 和 H. 特 纳 等 人 在 各 种 不 同 的 气象 条 件 下 (如 风速 , 满 流 结构 与 稳定 程度 
等 ) ,对 开 旷 地 区 顺风 下 游 的 扩散 情况 进行 了 大 量 现场 实验 ,并 将 所 得 结果 进行 
分 析 ,整理 ,最 后 ,研制 成 表 11.2 与 图 11.8(a),(b). 他 们 根据 风速 与 日 照 条 件 
等 将 大 气 稳定 程度 分 为 六 类 ,并 用 大 写 英 文字 母 代表 , 即 A 为 极 不 稳定 ,B 为 中 
等 不 稳定 , C 为 轻微 不 稳定 ,DD 为 中 性 稳定 (适用 于 白天 或 晚间 的 浓 阴 天 ),E 为 
轻微 稳定 和 下 为 中 等 稳定 . 

311.2 帕 斯 村 尔 的 大 气 稳定 度 分 类 
地 表 风 速 白 天 H Ж 夜 间 条 Í 


Z TH 
24 — 


жс ЕТЕ ЕП 


L ITL LT PTI I TI! 
3x10 И 00 


10: 10° 10* 10* 


(а) 侧 向 ч (b) ж 
图 11.8 WA oc SEH o, 随 距离 z 的 变化 


根据 风速 与 气象 条 件 , 从 表 11.2 可 查 出 大 气 稳定 程度 ,再 用 此 结果 与 距离 
从 图 11.8(a) ,(b) 可 查 出 о, 与 c-. 最 后 ,再 利用 公式 (11.7.3) 可 算出 CA. 


11.8 层 流 与 洋流 的 浓度 边界 层 方程 


当 某 种 流体 流 经 一 可 溶 (或 含有 可 溶 物质 ) 的 固体 表面 ,或 两 种 不 太 相 混 的 
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流体 相互 流 过 时 ,在 它们 的 界面 附近 往往 会 出 现 对 流传 质 或 扩散 现象 . 即 在 界 
面 处 存在 一 很 薄 和 浓度 梯度 很 大 的 区 域 ,通常 称 为 浓度 边界 层 . 与 温度 边界 层 
相似 , 它 的 名 义 厚度 б, 定义 为 Cs =0.99C。 处 的 边界 层 厚 度 ,而 它 的 浓度 厚度 
则 为 
ee 
ды - 102—6], (11.8.1) 


0 


其 中 С, 55 С, 分 别 为 界面 处 与 边界 层 上 缘 外 侧 的 浓度 . 


与 动量 和 能 量 传 递 相似 ,可 从 层 流 扩散 方程 出 发 ,利用 量 级 比较 ,导出 层 流 
浓度 边界 层 方程 , 现 仍 以 平面 问题 为 例 , 假 定 扩散 系数 为 常数 , 则 方程 (11.4.8a) 
简化 为 : 


ICa ICa 9Ca 2С, FCA 


L’ 
u =% ~1, v=% ~8, t = £ _ 1, 
Uw U £ 
> Ca — CA. 
Сл С, = С, ~1 


Uw А, 


әс; ‚С __1 ПЕНЯ 


+ + = 
д дт ду Ред” ду" 
1 l 1 à 1 1 1 A 
6 Pem Š 
RaL ， 
十 ， 11.8.3 
RC Ce x s 


其 中 Se= E DRRR. Ре, = 72 


传 质 与 流体 层 厚度 为 L 内 的 分 子 质 量 扩散 之 比 将 各 项 的 量 级 写 在 方程 
(11.8.3) ТЕ. 显然 有 

GC 

六” ду"? ` 


于 是 忽略 2 的 Сїй, 有 量 纲 的 层 流 浓度 边界 层 方程 变 为 
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9Ca 9Ca 9Ca _ С, 
J: ttar ДЕ аут Ae (11.8.4) 


质量 佩 克 里 数 还 可 表示 为 Ре, = Ке Sc. 其 中 第 一 施 米 特 数 Sc =p Èf 


表 分 子 动量 扩散 率 与 分 子 质量 扩散 率 之 比 ,也 相当 于 传 热 中 的 普 朗 特 数 ,对 于 气 
体 与 蒸汽 , 施 米 特 数 在 0.7 与 2.5 之 间 ,而 对 于 液体 则 在 2x10 2 2.7х10 之 
BJ. 如 表 11.3 所 示 . 

表 11.3 各 种 流体 的 施 米 特 数 范围 


DAH 40; „н 
中 25°С 1 大 气 @ 20°C 1 大 气 8с 
0.182 0.72 2.62 3.26 196 2720 
Е ===) 
各 种 气体 与 空气 各 种 液体 与 水 


类 似 地 ,从 满 流 扩散 方程 (11.6.1) 出 发 ,对 平面 情况 进行 量 级 比较 后 , 即 可 


С, aCa 9 С, 一 一 
[Ds ЭА - “+ Ra, (11.8.5) 


+ 
БЫ 
+ 
ч 
Ш 


其 中 涨 落 项 通常 可 写 为 Ch= DS 2 


11.9 热量 与 质量 之 间 的 雷诺 类 比 


与 动量 和 热量 之 间 的 类 比 相 似 , 在 热量 与 质量 之 间 也 存在 着 雷诺 类 比 关系 . 
对 于 定常 平面 层 流 边界 层 流动 ,从 方程 (8.9.1c) 与 对 方程 (11.8.3) 稍 加 改写 后 ， 
有 无 量 纲 形式 的 能 量 与 扩散 方程 


әт“ f əT** а j 1 PT” 
и суса +v а PrRe, ду? (8.9.1с) 
ө IC" R ICi" _ 了 1 °С? . 
“ Эх" +” Әу" Ба ay pD 


ERTU = C.C) = (А 二 人 和 Cn 为 壁 (或 界 ) 面 处 的 浓度 . 它们 的 
边界 条 件 为 x 

y =0, и" =v =0, Т" =0, СЇ” =0, (11.9.2a) 
yeo ы =й, Гоо ерес = k. (11.9.2b) 
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显然 , 当 Pr = Sc 时 ,对 Т^” 与 对 C4” 的 边 值 问 题 的 解 是 完全 相同 的 ,关于 能 
量 方程 的 解 和 它 的 传 热 性 质 已 在 第 八 章 中 讨论 过 . 现在 假定 方程 (11.9.1) 的 解 
№: 


СА" = fs(z*° ,y” ,Re ,Sc). (11.9.3) 
ЗЕЕ, ,壁面 处 | 
дс 
Ја = - Daa у=0 
Cas 一 А. ӘСА" 
= Da 一 7 一 ауте е (11.9.4) 
与 传 热 问题 类 似 , 定 义 一 对 流传 质 系 数 
_ _ Jæ _ Ов ӘС" 
лы s S ч к ы (11.9.5) 


与 对 流传 热 中 的 努 塞 尔 数 Nu 相对 应 ,在 对 流传 质 中 也 定义 一 能 代表 对 流传 质 
特性 的 无 量 纲 数 , 即 舍 伍德 数 Sh. 它 代表 对 流传 质 与 流体 层 厚 度 为 工 内 的 分 子 
扩散 传 质 之 比 . 即 

h.L _ ӘС” 


кру a s: Ps S: | (11.9.6) 
д 
利用 (11.9.3) 式 Sh = э | = fela" ,Re,, se). (11.9.7) 
y =0 
从 (8.9.7) 与 (8.9.8) 式 有 
а ШИЙ, ызга 
Ми = a гада = 3y" жые = f (< ‚Ве; ,Pr). (11.9.8) 


用 (11.9.8) 式 除 (11.9.7) 式 给 出 


Sh _ бк" ‚Ке,,5с) _ * 
Nu jz ,Rer,Pr) ` КО Айдар уне) 


ШЖ Pr = Sc=1, 则 | 
Sh _ P : 
Ку 7 f(x” sRer).. (11.9.9) 
当 两 个 边 值 问题 的 边界 条 件 又 相同 时 ,函数 f 与 fs 相同 , 即 у = 1. 考虑 到 动 
量 与 热量 之 间 的 类 比 关系 ,于 是 有 
Ми = Sh = +G; ° Ке. (11.9.10) 
进一步 定义 传 热 与 传 质 的 斯 坦 顿 数 ,它们 分 别 代表 实际 对 流传 热 与 理论 对 


流传 热 (或 流体 热 容 量 ) 之 比 和 实际 对 流传 质 与 理论 对 流传 质 之 比 . 即 


S = ZU = М, (11.9.11а) 
оо + 
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Вы S 
Sta = U "Ra + S: (11.9.11b) 
当 Pr=Sc=1 时 ,(11.9.10) 式 可 改写 为 ; 


SaSu 1с. (11.9.12) 


(11.9.10) 与 (11.9.12) 式 就 是 动量 ,能 量 与 质量 之 间 的 雷诺 类 比 关系 ,它们 对 实 
际 应 用 有 重要 价值 . 因为 只 须知 道 它 们 之 中 的 一 个 参数 , 即 可 利用 这 些 公式 求 
得 其 它 两 个 参数 . 

但 应 注意 :应 用 时 须 满足 下 述 条 件 : 

(1) 定常 ,平面 ,不 可 压缩 流体 的 层 流 边 界 层 流动 . 

(2) 沿 来 流 方向 的 压强 梯度 为 零 . 

(3) 一 切 物理 性 质 参 量 均 为 常数 . 和 Pr 与 Sc 均 为 1. 

(4) 忽略 粘性 耗 散 

(5) 系统 内 无 化 学 反应 ,无 能 量 或 质量 的 生成 等 . 
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很 多 固体 物质 在 一 定 压强 与 温度 条 件 下 能 溶 于 某 些 液体 或 气体 ,如 各 种 金 
属 能 溶 于 酸 , 苯 甲 酸 ,烧碱 ,蔗糖 和 食盐 能 溶 于 水 等 . 一 般 将 被 溶 物质 称 为 溶质 ， 
溶解 物质 称 为 溶剂 . 

考虑 一 溶剂 以 速度 v。 流 经 一 半 无 穷 平板 ,此 平板 系 由 某 种 溶质 构成 ,或 在 
它 的 表面 涂 有 一 层 溶质 . 这 样 ,在 平板 附近 会 出 现 扩 散 现象 ,形成 浓度 边界 层 ， 
其 廓 线 如 图 11.9 所 示 . 其 中 C, 与 C4 分 别 为 壁面 与 无 穷 远 处 的 浓度 ,假定 运 


动 为 定常 的 ,扩散 系数 为 常数 . 浓度 边界 层 方程 与 边界 条 件 变 为 


图 11.9 
ICa ICa _ 22 Ca 
а РГА, (11.10.1) 


y=0, u=v=0, CG = СА, (11.10.2a) 
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у> ОО; и = Vos СА = Ca, > (11.10.2b) 


其 中 и 与 v 为 边界 层 内 的 速度 分 量 ,根据 布 拉 修 斯 的 解 ,它们 是 已 知 的 . 这 一 边 
值 问题 与 第 8.11 节 中 所 讨论 的 加 热 平 板 问题 完全 相同 ,除了 用 С, 与 Da 去 置 


换 (8.11.1c) 中 的 T SP; = ŠA. 这 里 的 第 一 施 米 特 数 相当 于 传 热 中 的 普 衣 


特 数 ,现在 仍 分 两 种 情况 讨论 . 
(一 ) 第 一 施 米 特 数 Sc =1 

与 (9.5.18c) 相 对 应 , 边 值 问题 (11.10.1) 与 (11.10.2) 的 浓度 分 布 函 数 为 

Ca = Ca, 

| CA. Б CA, 

其 中 下 (7) 为 布 拉 修 斯 解 中 的 无 量 纲 流 函数 FF(7) 对 7 的 一 次 微 商 , 7 = 


12 
ЕЧ 
Уга Е 


由 (11.10.3) 式 ,壁面 处 单位 面积 的 摩尔 流量 为 


= Ci = 下 (7)， (11.10.3) 


aC 
Јав y == Day. еб 
= D(C = Сл) Ero). (11.10.4) 
根据 定义 ,对 流传 质 系 数 
Жу J 
hm = сі (11.10.5) 
在 壁面 处 ha = Da E p(0). (11.10.6) 
而 与 努 塞 尔 数 Nu 相对 应 的 舍 伍 德 数 
Sh = та /ResF7(0). (11.10.7) 
АВ А 
从 (8.11.19b) 式 ,对 Pr =1 时 ,局 部 努 塞 尔 数 
Nu = V Re,F”(0). (11.10.8) 


这 就 证 明了 Pr =1= Sc 时 雷诺 类 比 的 正确 性 . 
其 次 ,计算 Jashn 和 Sh 在 单位 展 宽 ( 垂 直 于 纸 面 ) 和 长 度 工 内 的 平均 值 . 
Dis(Ca = Сд.) l dz 
Ја = 一 -人 人 /FA(O)| 95 


2а ССС), 
= 2=°%( м УЕ” (0) SRE, 
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E ГАВ _ 20,в v 
28 C Gan = р F 0)vV Ка, 
— h.L | 
Sh= > = 2F”(0) / Re. (11.10.9) 
AB 
比较 (11.10.7) 与 (11.10.9) 式 有 
| Sh = 25һ|„-1. (11.10.10) 


这 表明 :对 Sc=1 时 ,在 长 度 为 工 内 的 平均 会 伍德 数 是 在 z= 工 处 的 舍 伍 
德 数 的 二 倍 . 这 与 传 热 问题 中 的 努 塞 尔 数 结果 相似 . 
(=) 第 一 施 米 特 数 Sec 天 1 
与 传 热情 况 相 似 ,这 时 存在 相似 性 解 , 即 利用 布 拉 修 斯 的 结果 
u= vo F (q), 
v= + ПЁ?) — Е(2)] 
x | | А Ca = Ca, 
和 定义 无 量 纲 浓度 C к, с? 
则 可 将 边 值 问题 (11.10.1) 与 (11.10.2) 变 换 为 与 温度 边 值 问题 (9.5.6)， 
(9.4.25a) 与 (9.4.25b) 相 对 应 的 浓度 边 值 问题 


Gy 于 SoFC; = O; (11.10.11) 
т> oo, Ci = 0. (11.10.12Ь) 


经 过 与 8.11 节 ( 二 ) 完 全 相同 的 运算 ,获得 这 一 边 值 问题 的 解 为 
| EEan | 

人 

| СЕ" 
对 每 一 给 定 的 施 米 特 数 Sc ,可 以 对 上 式 进行 数值 积分 , 求 得 问题 的 数值 解 . 同 
时 ,由 于 与 传 热 问题 相对 应 ,也 会 得 到 于 — Sc .最 后 ,发 现 这 些 数值 结果 在 很 


大 的 施 米 特 数 范围 内 ,可 以 用 下 式 很 好 地 近似 ; 
C* p1- S&F (a), 0.6 < 5с < 2.5 х 10°. (11.10.14) 
由 此 可 得 壁面 处 


(11.10.13) 


) м Ке, лз Б” (0) 


2 


Јав E = Das (Са, = СА. 
和 对 流传 质 系数 


(11.10.15) 
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ha = Ры Yes pr(0), (11.10.16) 
于 是 舍 伍 德 数 为 
Sh = V Re,Sc? F (0). (11.10.17) 
在 加 热 平 板 绕 流 中 ,与 此 式 相 对 应 的 为 
Nu = V Re,Pr1 F7(0). (8.11.21а) 
两 式 相 除 有 总 = [#] = L, (11.10.18) 


其 中 刘易斯 数 Le = Ds: 它 代表 分 子 热 扩散 系数 和 与 分 子 质量 扩散 系数 Dus 


之 比 。 它 往往 出 现在 同时 具有 热量 与 质量 的 对 流传 递 过 程 中 
此 外 ,从 加 热 平 板 问题 中 尚 有 


1 1 y 
+C, = ——F (0). 8.11.13 
用 此 式 除 (11.10.17) 式 有 
StuSc2 = ic, 0.6 < &<2.5x 10°, (11.10.19) 


其 中 传 质 斯 坦 顿 数 St = рэй... (11.10.19) 09 ан – 科 尔 伯 因 类 比 . 并 


把 ju = Sta SP RAE j -因子 . 如 果 再 考虑 到 传 热 问题 中 的 奇 尔 顿 - 科 尔 
伯 恩 类 比 即 
1 


St Pr”? = 5С, (8.11.25) 
则 可 获得 动量 ,能 量 与 质量 之 间 的 类 比 关系 
St Pr’? = Si. Se” = to, (11.10.20) 


奇 尔 顿 - 科 尔 伯 恩 类 比 是 建立 在 大 量 层 流 与 洪流 实验 数据 之 上 的 . 它 推广 
了 雷诺 类 比 的 适用 范围 . 对 绕 半 无 穷 平板 流动 ,(11.10.20) 式 准确 地 成 立 , 对 其 
它 没有 形状 阻力 的 流动 ,如 管 流 梁 道 流动 等 , 它 也 近似 地 成 立 . 如 果 流 动 中 存在 
形状 阻力 则 仅 
Ju= 或 St Pr” = St Se” (11.10.21) 
成 立 ,其 中 传 热 了 -因子 jn = StPr”. 
最 后 ,计算 在 单位 展 宽 与 长 度 7 内 ,Jp, 记 。 和 Sh 的 平均 值 


z 2Dæ (C, = С, ) 
Ja = —— /Re,Sc12 F7(0), 
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h. = 20 „Ке, Е” (0), 


зр hai p. = 2 / ReSc® F” (0). (11.10.22) 
将 (11.10.22) 式 与 (11.10.17) 式 相 比较 有 
Sh = 2Sh. 
这 表明 当 Scx1 时 ,在 长 度 为 7 内 的 平均 舍 伍 德 数 是 在 x= 1 处 的 舍 伍 德 数 
的 2 倍 . 这 与 加 热 平 板 的 平均 努 塞 尔 数 的 结果 相对 应 . 


11.11 质量 积分 关系 式 


与 动量 和 能 量 边界 层 方程 一 样 ,作为 一 种 近似 方法 ,也 可 对 质量 边界 层 方程 
进行 积分 ,使 流动 参量 在 总 体 上 满足 该 方程 ,考虑 定常 ,平面 ,扩散 系数 为 常数 和 
没有 化 学 反应 的 流动 ,这 时 ,从 (11.8.4) 式 有 浓度 边界 层 方程 


С ас ӘС 
и ar Fa Эу = си (11.11.1) 


假定 浓度 边界 层 上 缘 处 的 浓度 С, 为 常数 ,对 左边 第 一 项 应 用 二 变量 乘积 的 微 


分 公式 ,(11.11.1) 式 变 为 


9[u (C, — CA )] ди С, = CA ] 
HES U ss ss ОО Се > Sasi 


对 此 式 左边 第 二 项 应 用 连续 性 方程 ,并 与 第 三 项 合并 后 有 
2[u(C = С 1+ gs [ə(C, — cu)] 
= Dazs [z(a = G: 
对 上 式 从 0 到 8. 对 y ER ЕЖ у=р,о=0 M у= д, Ca = С, 525 
[Ca - С, ]=0, 则 上 式 变 为 : 
这 | (С, - Ca )dy = Das (С^ ш ЖОШ с 
用 U.(CA - ` l 


9 _ Dag 2 re: s Cil | 


ETON (11.11.3a) 


у=0° 
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C, — C 
s a 


9[С,- C. l| = Јав |y=0 


v.C, Ва „) ду (С, — CA.) 


故 (11.11.2a) 式 可 改写 为 
Fm = Stal,- (11.11.3b) 


ока на аата 应 情况 下 的 质量 积分 
关系 式 . 它 也 适用 于 注 流 浓度 边界 层 , 这 时 C 代表 它 的 时 均值 ,而 右边 的 质量 
斯 坦 顿 数 Sr, 则 应 用 质量 消 流 斯 坦 顿 数 Si 去 置换 . 亦 即 扩散 系数 应 用 分 子 
扩散 系数 与 满 流 扩散 系数 之 和 去 代替 . 


11.12 治 半 无 穷 平板 的 省 流 小 度 边界 层 


现在 ,利用 质量 积分 关系 式 和 奇 尔 顿 - 科 尔 伯 因 类 比 来 研究 沿 半 无 穷 平板 
的 应 流 浓 度 边界 层 问题 . 假定 施 米 特 数 Sc x 1, 和 速度 与 浓度 边界 层 内 的 速度 


与 浓度 分 布 均 遵循 子 震 次 律 . 溃 流 速度 边界 层 的 局 部 摩擦 系数 ,从 (9.10.6b) 式 
已 知 为 


ia = 0.028 85Re, `$ (9.13.6b) 
从 (11.11.3b) 式 有 质量 积分 关系 式 
900 =, (11.12.1) 
ДФ Е (г) ЗИ. 根据 假定 速度 与 浓度 分 布 为 ; 
Z 17 | 
£ = [z] ы (11:12.2а) 
C, — С, 17 
° _ > 
= = 1 p | (11.12.2Ь) 
边界 条 件 为 : 
СА э CA 
y = 0, й=0, = —.1, (11.12.3а) 
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С, == CA, 
y=, R, g = ze， соо” (11.12.3Ь) 
首先 考虑 (11.12.1) 式 的 左边 , 即 利用 (11.12.2a) 与 (11.12.2b) 式 计算 浓度 
厚度 


1/7 ë 
= [| дад. (11.12.4) 


ЖЯ} л =7,(9.10.2а) ж Š = A, НИН 5463811888 (9.10.14) АНИ, ЯГ 


证 8 2: = = Sc- 卫 ,代入 (11.12.4) 式 后 有 


8\р 

г 一 257 ü = = 常数 . 
于 是 ,(11.12.1) 式 的 左边 可 改写 为 
da dTa Tai 
TN = аам r. |- gS? (11.12.5) 
其 次 ,考虑 (11.12.1) 式 的 右边 ,根据 奇 尔 顿 - БРАКА Ж ЖШ, Ха MEO, 


从 (11.10.19) 式 有 


д. 
= 


8:09 = УС Sc. (11.12.6) 


将 (11.12.5),(11.12.6) 和 (9.10.6b) 式 代入 (11.12.1) 式 ,经 整理 后 ,该 式 变 为 


ах 7 х 
这 是 对 ó. 的 一 阶 常 微分 方程 ,对 它 积分 ， 并 假定 х= 0,6.=0. 于 是 (11.12.7) 
式 的 解 为 


48, 3/15 
= 36 x 0.057 7Sc- s= ) (+) | (11.12.7) 


ü = ПЕТР ER (11.12.8) 
将 此 结果 代入 (11.12.4) 式 有 | | 
810 = 0.036 15:75 Ке, 3. ` (11.12.9) 
从 (11.12.6) 与 (9.13.6b) 式 有 洪流 质量 斯 坦 顿 数 
Sr) = 0.028 85Re, 3 5:73. (11.12.10) 


fla WG IR 48 2 
Sh? = 5:00 Re,Sc 


小 


= 0.028 85Re, 5 Sc? . 


小 
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(11.12.11) 


结 


本 章 的 最 大 特点 是 研究 混合 系统 中 各 组 分 的 物质 运动 规律 . 除了 介绍 基本 
概念 与 建立 基本 方程 以 外 ,还 寻求 了 一 些 简单 应 用 问题 的 分 析 解 , 和 讨论 了 与 对 
流传 热 问题 完全 相对 应 的 对 流传 质问 题 , 其 中 包括 层 流 与 汕 流 浓度 边界 层 的 求 
Ж. 在 讨论 中 还 引进 了 一 批 常用 的 无 量 纲 参数 ,为 了 说 明 它 们 的 定义 ,物理 意 
义 ,以 及 它们 在 流体 传递 性 质 中 的 对 比 关系 , 现 分 别 列表 如 下 : 
流体 三 种 传递 性 质 的 对 比 关系 


无 量 纲 参数 
埃 克 特 数 
欧 拉 数 
弗 劳 德 数 
МЕХ 


刘易斯 数 


马 Жж Ж 
努 塞 尔 数 


佩 克 里 数 ( 传 热 ) 


佩 克 里 数 ( 传 质 ) 


扩散 系数 的 组 合 


Pe = Re Pr 


Pen = ReSc 


流体 力学 无 量 纲 参数 的 定义 和 它们 的 物理 意义 


Жж x 
хс, (Т, ~ To) 
plov 
v /gL 
gb: BATI 
klcpoDan =% 


vla 
hLÍk 


cppvLlk = RePr 


vL| Das = ReSc 


物理 意义 
流体 的 动能 /边界 层 的 烩 差 
压强 /2x 速度 头 
惯性 力 / 重 力 


“| Rex 浮 力 /粘性 力 
| 分 子 热 扩散 率 /分 子 质量 扩散 率 
.| 流体 速度 /声速 


对 流传 热 率 /流体 层 厚度 为 工 的 导热 


| 传 热 率 


理论 对 流传 率 (或 流体 热 容 量 ) 


理论 对 流传 质 率 
Fg E 内 T А Ди: 
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续 表 


无 量 纲 参数 
普 朗 特 数 


分 子 动量 扩散 率 /分 子 热 扩散 率 


雷诺 数 Re 惯性 力 /粘性 力 
施 密 特 数 S | wjpDm 分 子 动量 扩散 率 /分 子 质量 扩散 率 
会 伍德 数 Sh | „Ыры 


斯 坦 顿 数 ( 传 热 ) |5 | aowe 


斯 坦 顿 数 ( 传 质 ) Sta | halo 
斯 特 劳 哈 尔 数 Sr | Ше, 
韦 伯 数 


实际 对 流传 热 率 /理论 对 流传 热 率 


实际 对 流传 质 率 /理论 对 流传 质 率 
局 部 惯性 力 /迁移 惯性 力 
惯性 力 /表面 张力 


11.1 试 证 明 在 双 组 分 混合 物 系统 中 ,相对 于 摩尔 平均 速度 每 单位 面积 的 摩尔 流量 的 总 
和 为 零 . 即 J4 与 J3 的 大 小 相等 方向 相反 . 

11.2 一 含有 裂变 物质 的 核燃料 柱 棱 , 它 的 中 子 生成 率 与 中 子 的 浓度 成 正比 . 假定 扩散 
系数 为 常数 ,中 子 浓度 分 布 是 轴 对 称 的 ,和 核 棒 的 长 度 远 远大 于 它 的 半径 . 试 写 出 描绘 这 一 
传 质 过 程 的 微分 方程 ,并 列 出 它 的 边界 条 件 . 

11.3 一 共 轴 圆 形 套 管 ,其 内 外 半径 分 别 为 a 与 5 ,一 扩散 物质 在 环形 空间 a < r< b A 
作 定 常 扩散 ,假定 扩散 系数 为 常数 ,r = a b 面 上 的 浓度 亦 均 分 别 保持 为 常数 Cn, 与 CA . 


试 求 (a) 环 形 空间 内 的 浓度 分 布 ,(b)t 时 间 内 通过 单位 长 度 柱 面 扩散 出 的 物质 总 量 Q, ,(c) 以 
T SGS 为 纵横 坐标 分 别 对 妃 = 2,5,10 与 50 画 出 浓度 分 布 曲线 . 

11.4 两 个 同心 球形 壳 体 的 半径 分 别 为 a 与 5 Нь>а. 某 种 扩散 物质 A 在 它们 之 间 的 
a<r<b 区 域内 作 定常 扩散 ,假定 扩散 系数 为 常数 ,在 = a 5 r= b 处 的 浓度 分 别 为 CA 与 
Ca, , 且 Ca, >C, 试 求 (a)a<r<6 区 域内 的 浓度 分 布 ,(b)t 时 间 内 通过 球形 壁面 的 总 物质 


EQ (UZS C/C, 为 纵横 坐标 ,对 bla = 2,5,10 与 50 画 出 浓度 分 布 曲线 . 


11.5 一 横 截面 为 矩形 的 通道 ,其 高 度 与 宽度 分 别 为 工 与 W, 通 道内 为 静止 流体 ,其 上 
方 壁 面 涂 有 可 溶 于 流体 的 物质 ,其 浓度 为 C。 ,其 余 三 个 壁面 浓度 均 为 零 , 试 求 通道 模 截面 内 


的 浓度 分 布 . 
11.6 非 定 常 三 维 扩散 方程 
aCa С, 2 Ca С, 


= 68 Еа А 
дї Das, дх Das, ду Das, д> ， 
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其 中 Das, Das, 与 Du 为 不 同 的 常数 . 试 证 明 在 某 些 初始 和 边界 条 件 下 ,该 式 的 解 是 三 个 非 
定常 一 维 扩散 方程 


аСА = р PCa 
at АВ, дх 


的 解 的 乘积 . 

11.7 从 一 容器 的 孔 口 流出 一 股 圆 形 层 流 射 
流 , 假 定 它 具有 均匀 流速 vo , 柱 坐 标 系 的 z 轴 取 在 
沿 射流 中 心 线 , 原 点 取 在 孔 口 中 心 , 如 图 所 示 . ШЖ 
在 原点 处 以 每 秒 Q, 质量 流量 的 速度 连续 不 断 地 注 
人 示 踪 剂 4 ,假定 扩散 是 定常 的 , 且 扩 散 系 数 为 党 
数 . (a) 试 证 明 射 流 内 的 浓度 分 布 为 


Ca = ЕГ exp| - 这-R-a)|， 11.7 题 图 
其 中 R=[z? + у? + z2]2 (b) ШЖ 50 vo 与 Qa 值 ,在 一 给 定 的 z 值 处 测 出 CA 是 
r=[x?+y?] 中 的 函数 ,试问 如 何 利用 这 些 资料 确定 出 扩散 系数 Ол. 
11.8 一 液体 在 半径 为 R 的 圆 管 中 作 层 流 运 动 , 柱 坐标 的 z 轴 取 在 沿 圆 管 的 中 心 线 ,在 
z=0 处 流动 已 成 完全 发 展 层 流 , 管 的 内 壁 上 涂 有 可 溶 于 液体 的 物质 A ,在 管 壁 与 z=0 截面 
处 ,其 浓度 分 别 为 C。 与 СА, ,假定 扩散 系数 为 常数 ,无 化 学 反应 和 和 忽略 轴 向 扩散 . 求 管内 的 


浓度 分 布 . 
11.9 导出 对 应 于 方程 (11.6. DREIRAD BOY. 
11.10 ”对 于 圆 管 淇 流 流动 ,F.W. 迪 塔 斯 与 L.M.K. 贝 尔 特 建 议 用 下 列传 热 系数 


Nu = ЭЎ = 0.023Re%Prn ， 


其 中 D 为 圆 管 直径 . 利用 奇 尔 顿 - 科 尔 伯 恩 类 比 , 求 贺 管 淇 流 流动 的 舍 伍 德 数 . 
п.п 利用 质量 积分 关系 式 求 沿 半 无 穷 平板 的 层 流 浓度 边界 层 的 近似 解 . 假定 扩散 系 
数 为 常数 .和 浓度 与 速度 剖面 分 别 为 


С,-С З(у\ 11> 
ELOA =4(#) (2) 
ас 1 
与 ж сш 
其 中 Ch 为 板 的 表面 浓度 ,6, 与 8。 为 名 义 速度 与 浓度 厚度 ,并 将 所 得 结果 与 11.10 节 的 结果 
比较 . 特别 是 舍 伍 德 数 . , ; 


11.12 沿 半 无 穷 平 板 的 层 流 边界 层 中 ,假定 速度 与 浓度 剖面 均 为 线性 的 ,\a) 导 出 速度 


与 浓度 剖面 表达 式 b) 利 用 动量 积分 关系 式 证 明 辟 前 应 力 习 = л, S (<) 利用 质量 积分 


关系 式 求 浓度 质量 厚度 表达 式 . (d) 利 用 (b) 与 (c) 的 结果 导出 速度 和 浓度 厚度 与 施 米 特 数 之 
间 的 关系 . 


回顾 与 展望 


现在 我 们 来 扼要 地 回顾 一 下 本 书 的 主要 内 容 和 简单 地 展望 一 下 流体 力学 的 
现状 和 它 的 发 展 趋势 . 

(一 ) 回顾 

流体 力学 是 一 门 基 础 性 极 强 、 应 用 性 很 广 的 学 科 . 它 的 研究 对 象 是 随 着 生 
产 的 发 展 和 科学 技术 的 进步 而 日 益 深 化 、 更 新 和 扩大 的 . 目前 它 主要 研究 的 是 
流体 在 运动 过 程 中 它 自身 或 与 外 界 ( 如 固 壁 或 其 它 流体 界面 ) 之 间 的 动量 热量 
和 质量 传递 问题 . 这 些 问题 广泛 存在 于 气象 海洋 航空 航天 、 化 工 、 石 油 , 能 源 、 
环保 和 水 利 等 工程 中 . 它 与 我 国 的 现代 化 建设 有 着 非常 密切 的 关系 . 

流体 是 气体 与 液体 的 总 称 . 不 同 的 流体 具有 程度 不 同 的 粘性 ,可 压缩 性 和 
热传导 性 . 这 些 物 理性 质 不 仅 直 接 影响 到 流体 的 运动 规律 ,而 且 也 与 流动 的 各 
种 输 运 性 质 密切 相关 . 这 些 性 质 是 分 别 由 牛顿 \ 健 里 叶 和 菲 克 通 过 实验 与 分 析 
首先 发 现 的 ,这 些 结果 为 进一步 从 理论 上 研究 这 些 现象 葛 定 了 基础 ， 

通常 研究 流体 运动 时 都 把 流体 看 成 为 是 由 无 数 连续 的 ,具有 物理 量 的 数学 
点 一 一 即 流体 质点 一 一 组 成 , 故 称 为 连续 介质 . 它 是 流体 力学 中 的 最 基本 假设 ， 
有 了 它 才 可 能 使 数学 成 为 研究 流体 运动 的 工具 . 流体 质点 携带 有 密度 、 速 度 、 压 
强 、 温 度 和 浓度 等 物理 量 的 值 ,流体 的 运动 规律 和 输 运 性 质 正 是 通过 它们 来 描述 
的 . 描述 的 方法 通常 有 欧 拉 和 拉 格 朗 日 两 种 ,前 者 具有 场 的 概念 ,使 用 较 多 . 

作用 于 流体 上 的 力 有 体力 和 表面 力 两 种 . 它们 都 是 分 布 力 . 但 应 注意 表面 
力 与 表面 的 取向 有 关 , 故 需 用 一 二 阶 对 称 应 力 张 量 P 来 描述 流体 中 某 一 给 定点 
和 给 定时 刻 的 应 力 状态 . 流体 的 变形 由 三 部 分 组 成 即 (1) 代 表 平 动 的 线性 速度 ， 
(2) 代 表 转 动 的 二 阶 、 对 称 应 变 率 张 量 S 和 (3) 代 表 流 体 自 旋转 运动 的 二 阶 反对 
称 旋转 张 量 А. 与 固体 的 变形 相 比 ,流体 的 多 了 一 个 由 变形 所 引起 的 自 旋转 运 
动 . 通常 将 应 力 张 量 P 与 应 变 率 张 量 S 之 间 的 关系 称 为 本 构 关系 . 

随 体 导 数 是 指 伴 随 流 体质 点 或 系统 运动 时 所 观测 到 的 流体 质点 或 系统 的 物 


理 量 (如 速度 ,密度 和 温度 等 ) 随 时 间 的 变化 . 在 欧 拉 描 述 法 中 ,通常 表示 为 加 
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流体 运动 必须 遵循 自然 界 的 一 般 规律 即 质量 守恒 (连续 性 原理 ) .动量 平衡 
(牛顿 第 二 定律 ) 动量 矩 平衡 和 能 量 守恒 (热力 学 第 一 定律 )， 运动 方程 组 又 有 
积分 与 微分 两 种 形式 . 对 于 前 者 ,只 消 将 基本 定律 分 别 应 用 于 有 限 体积 的 流体 
系统 ,然后 将 其 改写 为 对 控制 体积 的 积分 形式 方程 组 . 它们 对 解决 工程 中 的 实 
际 问题 有 着 极 广泛 的 应 用 , 既 可 以 单独 使 用 ,也 可 以 综合 使 用 . 主要 的 方法 是 对 
所 考虑 的 问题 取 一 适当 的 控制 体 ,然后 在 一 定 近 似 条 件 下 计算 控制 体内 及 其 表 
面 的 各 项 积分 以 求 得 问题 的 近似 解 . 第 四 章 中 列举 了 大 量 这 样 的 例子 . 如 果 将 
基本 定律 以 微分 的 形式 应 用 于 固定 在 空间 的 微 六 面体 , 即 可 获得 微分 形式 的 方 
程 组 . 它们 具有 很 强 的 非 线性 性 质 , 而且 是 相互 偶 联 的 . 试图 用 现 有 的 数学 方 
法 去 求 它们 的 分 析 解 , 除 极 少数 简单 情况 外 ,几乎 是 不 可 能 的 . 数值 方法 出 现 以 
后 ,情况 有 所 改变 ,但 仍 困难 重重 . 于 是 只 能 根据 具体 情况 抓 住 事物 的 本 质 对 流 
体 的 性 质 或 运动 方式 作 进一步 的 简化 ,以 期 获得 问题 的 近似 解 . 这 样 就 出 现 了 
流体 力学 中 的 理论 模型 ,最 常用 的 有 :(1) 无 粘性 流体 ,(2) 不 可 压缩 流体 ,(3) 无 
旋 运 动 ,(4) 定 常 运动 ,(5) 绝 热 运 动 ,(6) 等 炉 运 动 ,(7) 无 重力 运动 和 (8) 二 维 与 
一 维 运动 等 . 
应 当 注 意 ,对 运动 方程 中 的 应 力 张 量 ,斯 托 克 斯 作 了 如 下 假定 :(1) 流 体 是 
各 向 同性 的 ,(2) 应 力 张 量 Р 是 应 变 率 张 量 S 的 线性 函数 和 (3) 静 止 流体 的 应 变 
率 为 零 ,其 应 力 即 静 压强 ,从 而 导出 
P = 238 + |- p + Айуу }1, (A) 
其 中 p、4 与 工分 别 为 热力 学 压强 、 第 二 粘度 系数 和 二 阶 单位 张 量 . 为 了 探讨 
的 函 义 ,他 还 引信 力 学 压强 的 概念 ( 即 三 个 法 向 应 力 的 平均 值 ) ,通过 分 析 发 现 ， 
对 静止 ,无 粘性 和 不 可 压缩 等 流体 ,力学 压强 与 热力 学 压强 相等 ,但 对 可 压缩 流 
体 二 者 并 不 相等 , 且 4 出 现在 divo 项 中 ， O a te les 


系数 . 由 于 对 大 多 数 流体 divo 并 不 很 大 ， 他 进 一 步 假 定 4= – £, 于 是 (A) 式 
ЗЕМ: | 
Р = 238 – lp + < Z абу I H. (B) 


上 两 式 可 分 别 用 于 体 膨 胀 率 很 大 和 一 єк 满足 这 些 关系 式 的 流体 均 
称 为 牛顿 流体 . 利用 (B) 式 可 得 到 


p A = pF — gradp + div(2uS) 一 2 grad( divu ). (С,) 
如 果 流 体 是 均 质 不 可 压缩 的 , 且 w 为 常数 则 上 式 变 为 
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p P = oF – gradp + p Уо (C) 
上 两 式 分 别称 为 可 压缩 与 不 可 压缩 流体 的 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 . 加 上 连续 性 方 
程 与 能 量 方程 后 则 合 称 为 纳 维 — 斯 托 克 斯 方程 组 . 

对 均 质 不 可 压缩 流体 ,如果 下 、y、k、C, 为 已 知 , 则 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 组 
共有 5 个 方程 含有 5 个 未 知 函 数 wu、v、w、p、T, 方 程 组 是 封闭 的 , 且 可 先 求 速 
度 场 再 求 温度 场 . 对 可 压缩 流体 ,方程 数目 未 变 但 增加 了 一 个 未 知 函 数 p ,方程 
组 是 不 封闭 的 . 需要 寻求 补充 关系 式 . 如 果 流 体 是 正 压 的 或 完全 气体 则 可 分 别 
引入 正 压 关系 式 或 状态 方程 . 由 于 p 是 未 知 的 ,速度 场 与 温度 场 相互 耦 联 不 能 
分 别 求解 . : 

用 微分 方法 求解 流体 力学 问题 ,除了 需要 方程 组 封闭 以 外 ,还 需要 有 适当 的 
初始 和 边界 条 件 ,前 者 是 未 知 函数 的 初始 时 刻 值 , 后 者 是 它们 在 界面 处 的 值 . H 
这 些 条 件 时 应 注意 ,一 要 物理 上 正确 ,二 要 数目 上 恰当 , 即 正好 足以 确定 积分 微 
分 方程 组 时 所 出 现 的 积分 常数 . 

现在 先 来 回顾 一 下 不 可 压缩 粘性 流体 运动 及 其 方程 组 的 一 般 特性 . 任何 粘 
性 流体 运动 具有 三 个 特点 即 (1) 除 极 个 别 情况 外 ,一 切 粘性 流体 运动 都 是 有 旋 
的 ,(2) 粘 性 流 场 中 不 仅 存在 涡 旋 而 且 它们 是 扩散 的 和 (3) 由 于 流体 的 粘性 与 传 
热 性 粘性 流体 运动 的 机 械 能 总 是 耗 散 的 . 

为 了 能 在 实验 室 中 获得 与 真实 流动 相同 的 实验 结果 ,模拟 流动 必须 与 真实 
流动 相似 . 这 不 仅 意 味 着 二 者 的 几何 与 运动 相似 ,而 且 还 要 求 二 者 的 动力 与 热 
力 相 似 . 这 些 相似 性 条 件 ( 或 参数 ) 又 称 相似 律 , 它 们 的 求法 有 两 种 , 即 利用 x E 
理 与 流体 运动 方程 组 ,前 者 的 优点 是 可 用 于 缺乏 数学 描述 的 现象 ,而 后 者 则 仅 适 
用 于 有 数学 描述 的 情况 . 即 选用 适当 的 特征 物理 量 如 速度 U. 、 压 强 pU% ,温度 
差 T,- T. ,长 度 工 和 时 间 z。 等 将 不 可 压缩 流体 N 一 S 方 程 组 和 定 解 条 件 无 量 
岗 化 , 稍 加 整理 后 , 即 可 获得 相似 性 参数 Fr、Re、St 、Pr Eu 和 Ec 等 . 一 般 说 来 
要 完全 满足 这 些 相 似 性 参数 几乎 是 不 可 能 的 . 通常 只 能 抓 住 问 题 的 本 质 使 一 些 
重要 的 参数 得 到 满足 . 应 当 注 意 无 量 纲 化 法 不 仅 用 来 求 相似 性 参数 ,还 可 用 于 
其 它 很 多 场合 如 分 析 相 似 性 解 存在 的 条 件 ; 寻 求 动量 ,热量 与 质量 之 间 的 类 比 关 
系 . 和 更 为 重要 与 经 常 使 用 的 是 选择 适当 的 特征 尺度 和 物理 量 去 统一 衡量 方程 
组 和 定 解 条 件 中 各 项 的 相对 大 小 ,以 便 忽 略 次 要 项 使 问题 简化 . 如 建立 层 流 与 
淇 流 边 界 层 方程 组 ,推导 表面 波 与 低 Re 数 流动 方程 组 等 也 用 到 它 . 一 个 流体 力 
学 工作 者 一 定 要 熟练 掌握 这 种 方法 . 


现在 来 考虑 流体 处 于 平衡 静止 的 情况 . 这 时 ,不 存在 运动 ,流体 的 粘性 显示 
不 出 来 ,压强 也 与 方向 无 关 ,使 得 流体 运动 方程 组 大 大 简化 ,连续 性 方程 消失 了 . 
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对 于 均 质 不 可 压缩 流体 ,只 要 给 出 恰当 的 体力 分 布 即 可 用 运动 方程 求 出 压强 分 
布 . 如 果 流 体 是 非 均 质 的 , 则 可 分 为 正 压 与 斜 压 两 种 情况 ,前 者 须 加 一 正 压 关系 
式 而 后 者 须 加 一 状态 方程 和 一 能 量 方程 方 可 求解 . 后 一 情况 的 例子 就 是 国际 标 
准 大 气 . 

应 当 指出 :(1) 要 使 流体 保持 平衡 ,对 于 均 质 流体 与 非 均 质 的 正 压 流体 必须 


满足 体力 有 势 , 即 它们 的 势 函 数 分 别 为 工 =- УП =- P(p) 其 中 dP = 


з: (2) 对 重力 场 中 的 非 均 质 斜 压 流体 还 须 满足 在 同一 平面 内 密度 应 相同 . 


(3) 对 均 质 静 止 流体 的 基本 方程 组 也 可 用 于 非 惯性 系统 中 均 质 流体 的 相对 平衡 ， 
这 时 ,体力 中 除 重力 外 ,还 需 包括 惯性 力 ,和 (4) 流 体 的 静 力 学 原理 在 水 利和 船舶 
工程 中 有 着 广泛 的 应 用 如 第 二 章 所 述 . 


涡 旋 是 自然 界 和 工程 技术 中 普遍 存在 的 一 种 流体 运动 方式 ,大 者 如 照 风 、 龙 
卷 风 ,小 者 如 湛 流 中 的 小 涡 均 是 . 通常 用 涡 量 (或 涡 度 )w 来 定义 流体 自身 的 旋 
转运 动 , 它 也 是 流体 的 速度 旋 度 即 o = roto . 产生 涡 旋 运动 的 原因 很 多 也 很 复 
杂 , 在 NS 方程 组 有 效 的 范围 内 可 以 证 明 至 少 有 三 种 :(1) 流 体 流 经 固 壁 或 界 
面 时 ,由 于 流体 粘性 产生 剪 切 层 即 出 现 涡 量 积累 和 形成 涡 旋 如 分 离 涡 与 尾 涡 ; 
《2) 即 使 假定 流体 是 无 粘 的 ,如 果 它 是 斜 压 流 体 和 处 于 有 势 体力 的 作用 下 ,由 于 
等 压 面 与 等 容 面 不 相 重合 也 会 产生 涡 旋 如 信 风 ;(3) 无 粘性 流体 在 无 势 体力 的 作 
用 下 也 能 生成 涡 旋 如 由 地 球 自 СЕИ ы. 总 的 体力 成 为 无 势 时 就 可 
引起 速度 环 量 或 涡 量 的 变化 . 

要 正确 理解 有 关 涡 旋 运 动 的 基本 概念 和 定理 ,前 者 如 涡 线 、 涡 面 涡 管 , 涡 通 
量 ( 或 涡 管 强度 ) 和 速度 环 量 等 ,后 者 如 涡 线 \ 涡 面 ,速度 环 量 与 涡 管 强度 都 是 保 
持 的 . 在 无 粘 不 可 压缩 流体 中 涡 旋 能 产生 诱导 速度 场 . 在 第 五 章 中 还 详细 讨论 
了 直线 涡 对 \ 卡 门 涡 街 和 兰 金 组 合 涡 . 


现在 来 回顾 一 下 无 粘性 流体 的 运动 . 如 果 暂 不 考虑 温度 变化 则 N — S 方程 
组 简化 为 欧 拉 方 程 组 ,其 中 欧 拉 方程 也 可 改写 为 兰 姆 - 葛 罗 米 柯 方程 . 如 果 流 
体 是 正 压 的 且 体 力 有 势 则 此 方程 在 下 述 三 种 情况 可 直接 积分 :(1) 定 常情 况 , 积 
分 后 可 分 别 得 到 对 可 压缩 流体 与 对 不 可 压缩 流体 的 伯 努 利 积分 ,它们 沿 流 线 成 
立 , 对 有 旋 或 无 旋 流 动 均 适 用 ;(2) 无 旋 情 况 ,可 引进 速度 势 p, 积 分 后 可 分 别 得 
到 对 可 压 流体 与 对 不 可 压缩 流体 的 拉 格 朗 日 积分 ,它们 对 全 流 场 成 立 , 但 常数 是 
随时 间 变 化 的 ;(3) 定 常 与 无 旋 情况 ,这 时 可 分 得 对 可 压缩 流体 与 对 不 可 压缩 流 
体 的 伯 努 利 一 拉 格 朗 日 积分 ,它们 对 全 流 场 成 立 . 这 些 积 分 有 很 广泛 的 应 用 , 既 
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可 单独 使 用 如 第 四 与 第 十 章 的 有 关内 容 , 又 可 配合 解 初始 或 边 值 问题 时 使 用 如 
第 六 章 的 内 容 . 

捕 述 无 粘性 不 可 压缩 流体 运动 的 是 欧 拉 方程 组 ， 它 是 非 线性 的 ,而 且 速 度 与 
压强 相互 偶 联 ,要 求 它 的 一 般 解 是 相当 困难 的 ,除非 对 流体 运动 作 进一步 的 近 
似 . 例如 (1) 运 动 是 无 旋 的 , 即 可 引进 速度 势 ,使 连续 性 方程 变 为 对 o 的 线性 
拉 普 拉 斯 方程 ,在 给 定 的 初始 或 边界 条 件 下 ,利用 分 离 变 数 法 求 出 9 的 解 , 随 之 
有 w ,再 利用 拉 格 朗 日 积分 求 出 压强 p;(2) 运 动 是 平面 定常 的 ,这 时 可 引进 流 函 
数 y, 使 连续 性 方程 变 为 对 y 的 线性 拉 普 拉 斯 方程 ,在 给 定 边界 条 件 下 求 y 的 
解 , 随 之 有 wv ,再 用 伯 努 利 积分 求 出 压强 p; 这 一 方法 也 可 用 于 空间 轴 对 称 或 球 
对 称 情况 ,但 连续 性 方程 已 不 再 是 拉 普 拉 斯 方程 形式 ; (3) 运 动 是 定常 平面 无 旋 
的 ,这 时 可 同时 引进 速度 势 o 与 流 函 数 y, 它 们 都 是 调和 函数 并 满足 柯 西 — 黎 曼 
条 件 , 于 是 可 使 它们 构成 复 势 w(z)= gp+iy, 然 后 根据 具体 情况 应 用 复 变 函数 
中 的 奇 点 法 、 镜 像 法 或 共 形 映射 法 求 出 问题 的 复 势 , 随 之 有 速度 vw ,再 利用 伯 努 
利 一 拉 格 朗 日 积分 求 出 压强 p. 

与 平面 情况 相对 应 ,对 无 粘性 不 可 压缩 流体 作 定常 无 旋 轴 对 称 或 球 对 称 运 
动 则 只 能 用 奇 点 法 求解 . 一 般 的 三 维 绕 流 问题 可 用 数值 法 求解 . 


液体 表面 波 是 一 种 常见 的 流体 运动 现象 . 由 于 它 的 自由 面 形 状 是 未 知 的 和 
面 上 的 边界 条 件 是 非 线性 的 ,在 无 粘性 不 可 压缩 流体 作 无 旋 运 动 的 假定 条 件 
下 ,试图 用 速度 势 和 拉 格 朗 日 积分 来 求解 这 类 问题 是 非常 困难 的 ,为 了 求 得 
问题 的 近似 解 , 必 须根 据 问题 的 特点 作 进 一 步 的 简化 ,例如 考虑 小 振幅 波 情况 ， 
即 可 利用 此 特点 将 方程 和 初始 或 边界 条 件 无 量 纲 化 ,比较 各 项 大 小 ,去 掉 次 要 . 
项 , 即 可 使 初始 或 边 值 问题 线性 化 . 这 一 结果 可 用 于 (1) 无 限 深 的 一 维 进行 波 ， 
了 解 这 类 波 的 一 些 基本 性 质 如 自由 面 形状 ,质点 速度 与 迹 线 和 压强 分 布 等 ,如 
果 使 两 个 波幅 与 波长 完全 相同 的 一 维 进 行 波 在 相反 的 方向 传播 则 可 出 现 驻 波 . 
同时 , 除 自由 面 形状 以 外 ,液体 的 深度 对 这 两 种 波 的 其 它 基本 性 质 均 有 影响 ;(2) 
存在 于 两 种 不 同 深度 .密度 与 速度 而 又 不 相 混 的 液体 交界 处 的 界面 波 ,这 是 一 个 
两 类 边界 条 件 相互 联系 的 边 值 问题 . 分 析 结果 表明 :只 有 当 波长 较 长 和 下 层 液 
体 的 密度 较 上 层 为 大 时 ,波动 才 是 稳定 的 . … | 

与 深水 小 振幅 波 相反 , 另 一 种 波动 现象 是 浅水 长 波 , 它 的 特点 是 液体 的 深度 
与 波长 相 比 是 个 小 量 , 根 据 这 一 特点 ,用 无 量 纲 化 法 ,可 将 欧 拉 方 程 组 简化 为 非 
线性 的 浅水 长 波 方程 组 . 如 果 进 一 步 假定 波动 是 小 振幅 的 , 则 可 获得 浅水 长 波 
的 解 . 如 果 考 虑 它 向 深度 为 d 的 静水 中 传播 则 可 获得 Кау 方程 ,利用 它 可 分 析 
孤立 波 的 特点 . 

常见 的 波动 现象 都 是 由 许多 频率 不 同 的 波 释 加 起 来 的 ,这 就 引出 群 速度 的 
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概念 , 它 代 表 波 群 的 移动 速度 ,也 是 波 能 的 传播 速度 , 而 单个 波 的 速度 则 称 为 相 
速度 . 对 于 深水 波 和 浅水 波 它们 的 群 速度 分 别 小 于 和 等 于 相 速 度 . 


根据 实验 观察 粘性 流体 运动 有 层 流 和 淇 流 两 种 状态 . 描述 层 流 运动 的 是 
N- S 方 程 组 , 它 的 相似 性 参数 是 Re 数 与 Pr Ж. 对 于 粘性 不 可 压缩 流体 虽然 
N 一 S 方 程 与 能 量 方程 可 以 分 别 求解 ,但 由 于 它们 具有 很 强 的 非 线性 ,要 求 得 一 
般 分 析 解 是 非常 困难 的 . 直到 目前 仅 有 有 限 个 非常 简单 的 流动 可 以 求 得 N-S 
方程 的 精确 解 . 它们 可 以 分 为 两 种 情况 ,一 种 是 方程 左边 的 对 流 项 正好 恒 等 于 
零 , 如 两 平行 平板 间 与 无 限 长 圆 管 中 的 定常 流动 , 另 一 种 是 左边 的 对 流 项 虽 不 恒 
为 零 , 但 可 使 N 一 S 方 程 简化 为 一 常 微分 方程 ,如 平面 收缩 (或 扩散 ) 通 道 与 驻 点 
附近 的 定常 流动 . 

如 果 希 望 获得 更 多 的 分 析 解 必须 根据 运动 的 特点 对 N — S 方 程 组 作 进一步 
的 近似 与 简化 . 通常 有 Re 数 极 低 与 Re 数 极 高 两 种 情况 . | 

低 Re 数 流动 的 特点 是 粘性 力 远 远大 于 惯性 力 ,如 果 完 全 忽略 惯性 力 ( 即 
Re 一 0) 或 者 仅 保留 它 的 主要 项 , 则 N — S 方 程 组 分 别 简化 为 斯 托 克 斯 方程 组 与 
奥 森 方程 组 ,可 用 它们 研究 极 小 圆 球 作 缓慢 运动 时 的 阻力 . 结果 表明 Re 数 分 别 
<1 和 <6 时 ,理论 值 与 实验 值 符合 得 相当 好 . 另 一 种 低 Re 数 流动 出 现在 润滑 
问题 中 ,由 于 润滑 缝隙 的 宽度 远 较 其 长 度 为 小 ,利用 此 特点 无 量 纲 化 平面 N-S 

“方程 组 ,结果 发 现 惯性 力 远 较 粘性 力 为 小 ,其 量 级 约 为 2x 10-? ,这 样 ,忽略 惯性 
力 后 即 可 求 得 问题 的 近似 分 析 解 . 

高 Re 数 流动 的 典型 例子 是 边界 层 流动 . 根据 普 朗 特 提出 的 边界 层 概念 , 建 
立 了 边界 层 理 论 . 以 后 不 断 充 实 完善 ,应 用 范围 日 益 扩 大 . 目前 已 用 它 来 研究 
流体 的 动量 ,热量 和 质量 输 运 现象 ,成 为 流体 力学 中 最 重要 的 理论 之 一 . 

根据 速度 或 温度 边界 层 的 厚度 与 特征 长 度 相 比 是 一 小 量 这 一 特点 将 定常 平 
面 不 可 压缩 流动 的 N- S 方 程 组 和 边界 条 件 无 量 纲 化 后 ,忽略 量 级 较 小 的 项 ,并 
利用 伯 努 利 积分 将 压强 项 改写 , 即 可 得 到 相应 的 层 流 边界 层 方 程 组 和 边界 条 件 . 

一 般 说 来 ,无论 是 对 N-S 方 程 组 还 是 对 层 流 边界 层 方 程 组 ,如 果 所 考虑 问 
题 中 没有 特征 长 度 均 可 能 存在 相似 性 解 . 第 八 章 中 详细 讨论 了 如 何 判断 是 否 存 
在 相似 性 解 ? 存在 的 条 件 是 什么 ? 和 如 何 求 相似 性 变量 等 . 作为 例子 ,分 析 了 
分 别 属 于 强迫 与 自由 对 流 流动 的 沿 半 无 穷 水 平 与 垂直 加 热 恒温 平板 的 速度 与 温 
度 层 流 边 界 层 问 题 ,并 用 数值 方法 求 得 它们 的 解 . 至 于 不 存在 相似 性 解 的 问题 
目前 只 能 用 数值 计算 . 

一 个 简单 实用 求 边界 层 方程 组 近似 解 的 方法 就 是 利用 动量 与 能 量 积分 关系 
式 , 它 们 并 不 要 求 边界 层 内 每 一 点 准确 地 满足 此 方程 组 ,而 只 是 在 边界 层 的 每 一 
模 截面 上 整体 的 满足 它 . 这 需要 假定 一 满足 边界 条 件 和 相 容 性 条 件 的 速度 与 温 
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度 分 布 函数 ,使 动量 或 能 量 积 分 关系 式 简 化 为 一 一 阶 常 微分 方程 ,然后 求解 . 

对 圆 管 与 二 平行 平板 间 的 层 流 流动 , 当 Re 数 逐 渐 增 加 至 一 定 值 时 , 流 场 中 
会 出 现 不 稳定 现象 , Re 数 继续 增加 ,这 种 现象 可 能 是 加 剧 ,也 可 能 是 减弱 . ШЖ 
是 前 者 , 则 层 流 流动 开始 向 淇 流 流动 过 渡 , 这 时 的 Re 数 称 为 临界 Fe Ж. 它 的 具 
体 数值 依赖 于 许多 因素 ,研究 流动 在 各 种 条 件 下 是 否 稳定 以 及 失 稳 后 如 何 发 展 
的 问题 称 为 流动 稳定 性 理论 . 在 边界 层 流动 中 也 有 类 似 的 问题 ,实验 与 计算 均 
表明 : 沿 平板 层 流 边界 层 的 不 稳定 临界 数 (Res。)。 为 420. 在 人 工控 制 条 件 下 ,过 


渡 的 方式 有 N- 式 和 开 - 式 两 种 ,它们 分 别 依赖 于 环境 扰动 的 大 或 小 . 


沸 流 是 一 种 更 为 普遍 存在 的 流体 运动 方式 . 它 的 运动 规律 理应 由 N-S 方 
程 组 描述 . 但 由 于 尚 难 跟踪 其 急剧 涨 落 的 随机 物理 量变 化 ,目前 仅 注意 其 平均 
效应 . 即将 各 瞬时 物理 量 值 看 成 为 时 均 物 理 量 值 与 涨 落 物 理 量 值 之 和 . 将 这 一 
假定 应 用 于 N 一 S 方 程 组 考虑 到 时 均 物 理 量 的 一 些 数学 性 质 即 可 导出 描述 灌流 
运动 的 雷诺 方程 组 . 它 与 原 方程 组 不 同 之 处 ,除了 用 时 均值 去 置换 瞬时 值 外 ,还 
在 原 应 力 张 量 与 热传导 向 量 中 多 了 一 个 雷诺 应 力 对 称 张 量 和 一 个 附加 热传导 向 
E. 它们 都 是 由 于 满 流 的 涨 落 运动 引起 的 . 这 样 ,雷诺 方程 组 中 就 多 了 九 个 末 
知 函数 . 为 了 使 方程 组 封闭 ,目前 主要 沿 着 湛 流 统计 理论 与 半 经 验 的 满 流 模式 
理论 去 寻求 所 需 的 补充 关系 式 . 

混合 长 理论 是 模式 理论 中 构 式 最 简单 应 用 最 广泛 的 一 个 . 将 它 应 用 于 沿 平 
板 与 光滑 圆 管 的 满 流 流动 ,结果 发 现 二 者 颇 为 相似 , 即 在 二 层 结构 的 粘性 底层 和 
完全 湾流 层 中 均 分 别 有 线 性 和 对 数 形式 的 时 均 速度 分 布 , 且 均 与 实验 结果 相当 
符合 . 至 于 与 输 运 性 质 密切 相关 的 涨 落 量 特性 至 今 无 法 用 分 析 或 数值 法 求 得 ， 
只 能 依靠 实验 ,第 九 章 中 详细 介绍 了 沿 平板 与 光滑 圆 管 淇 流 中 这 些 涨 落 量 的 实 
验 结果 . 另 一 个 重要 实验 成 果 是 对 人 工 与 商用 粗糙 圆 管 的 摩擦 因子 随 Re 数 与 
相对 粗糙 度 的 变化 进行 了 详细 而 系统 的 测量 ,为 工程 人 员 提 供 了 可 靠 的 设计 
依据 . 

应 用 推导 雷诺 方程 组 的 同样 方法 , n 可 以 从 层 流 边 界 层 方程 组 导出 满 演 边界 
层 方程 组 ,对 定常 平面 情况 ， 增加 了 两 个 未 知 函 数 ， 方程 组 是 不 封闭 的 ,需要 从 模 
式 理论 中 寻求 补充 关系 式 . 

沿 半 无 穷 恒温 平板 的 满 流 边界 层 问题 可 用 动量 和 能 量 积分 关系 式 求 得 它们 
的 近似 解 . 但 应 注意 关系 式 中 的 层 流 值 应 用 满 流 值 去 置换 ,同时 在 假定 时 均 速 
度 与 温度 分 布 函数 时 可 采用 1/7 AKER. 结果 表明 :(1) 湛 流 的 名 义 速度 厚度 
较 层 流 的 发 展 更 快 ;(2) 对 同一 速度 , 满 流 的 总 摩擦 力 较 层 流 的 大 ;(3) 对 相同 的 
Re 数 与 Pr S% 3 Н Nu 数 较 层 流 的 大 . 

估计 层 流 一 满 流 组 合 边 界 层 的 总 摩擦 系数 可 用 普 朗 特 法 或 朱 考 斯 卡 斯 法 . 
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它们 分 别 以 过 渡 点 和 虚构 原点 为 分 界 点 . ЗВ Н И БЕЛ K FEME, 
二 者 的 结果 相当 符合 . 

当 边 界 层 流 动 中 的 粘性 力 与 压强 差 之 和 大 于 或 等 于 惯性 力 时 就 会 出 现 复杂 
的 边界 层 分 离 现象 . 分 离 点 可 以 在 层 流 区 也 可 以 在 满 流 区 ,它们 称 为 层 流 与 漠 
流 分 离 ， 和 层 流 的 速度 分 布 相 比 , 淇 流 的 时 均 速 度 分 布 较为 均匀 ,有 较 强 的 抗 逆 
压 梯 度 ( 即 抗 分 离 ) 能 力 . 


描述 无 粘 可 压缩 气体 作 绝 热 运动 需要 连续 性 、 哆 拉 、 等 炉 和 状态 等 含 六 个 未 
知 函 数 的 六 个 方程 和 适当 的 初始 或 边界 条 件 . 声速 a 与 马赫 数 M 是 可 压缩 气 
体 运动 中 的 两 个 重要 参数 ,前 者 代表 小 扰动 波 在 气体 中 的 传播 速度 ,后 者 为 气体 
运动 速度 与 声速 之 比 . 通常 按 M<1,M=1 5 M>1 将 流动 分 别称 为 亚 声 、 跨 
声 和 超声 速 流 . 小 扰动 波 在 这 三 种 流 场 中 的 传播 情况 是 有 本 质 差别 的 . M< 
1,M=1 和 RM>l 时 , 它 分 别 在 整个 流 场 、 仅 在 右 ( 或 左 ) 半 个 流 场 和 仅 在 一 称 为 
马赫 锥 的 锥 形 区 域内 传播 . 

如 果 忽 略 质量 力 并 假定 运动 为 定常 的 , 则 欧 拉 方程 可 积分 为 可 压缩 流体 的 
伯 努 利 方程 . 此 方程 利用 声速 定义 、 状 态 方程 和 热力 学 关系 式 还 可 改写 为 以 个 
和 a? 等 表示 的 其 它 形式 . 

为 了 研究 气体 运动 的 方便 ,有 了 时 引进 一 些 特定 的 参考 状态 和 与 它 相 应 的 参 
考 物理 量 . 它们 与 气体 的 真实 流动 并 无 必然 联系 , 仅 作 为 一 种 虚构 的 参考 情况 
而 已 ,最 常用 的 有 谐 止 和 临界 两 种 状态 . 利用 伯 努 利 方程 状态 方程 .等 粹 关系 
和 烩 与 声速 的 定义 等 可 导出 各 流动 物理 量 对 其 相应 参考 物理 量 之 比 与 马赫 数 之 
间 的 关系 . 它们 称 为 气体 动力 学 函数 . 工程 中 有 时 也 用 速度 系数 去 代替 马 雷 
数 , 它 是 速度 与 临界 声速 之 比 且 有 一 最 大 值 . 全 部 气体 动力 学 函数 也 可 用 A 
表示 . 

作为 例子 ,考虑 渐变 收缩 - 扩散 管道 中 的 一 维 定常 等 焙 流 动 . 先导 出 管道 
截面 积 与 马赫 数 之 间 的 关系 . 这 样 ,任意 两 个 截面 积 及 其 两 马赫 数 的 四 个 量 中 ， 

只 消 知道 其 中 三 个 即 可 求 得 第 四 个 ,并 可 用 气体 动力 学 函数 求 截面 上 的 各 流动 
物理 量 和 流量 . 

高 速 流动 中 还 可 能 出 现 间 汤面 或 激 波 ， 它 是 由 许多 有 限 振 柱 波 积累 而 成 
跨 过 它 不 仅 流动 物理 量 有 变化 ,而 且 入 会 增加 ,但 其 前 后 方 仍 可 视 为 等 箭 流动 . 
激 波 有 正 激 波 和 斜 激 波 两 类 . 对 静止 正 激 波 ,将 质量 动量 和 能 量 守恒 原理 应 用 
于 激 波 前 后 , 即 可 得 前 后 各 流动 物理 量 之 间 的 关系 . 结果 表明 波 后 除 速度 下 降 
ЭК, ЖЯ ЕЩ Ж BE ЇЙ Л ЯП Е, [Н] ЖН Sp iH Т ИНТЕ OC £ АЫ A, 4。 
=1, 它 表明 波 前 为 超声 速 波 后 必 为 亚 声速 . 

上 述 基 本 知识 可 用 来 分 析 拉 伐 尔 喷 管 内 的 各 种 流动 状态 . 令 上 下 游 进 口 与 


320. 回顾 与 展望 


出 口 的 压强 分 别 为 沾 止 压强 po 与 环境 (或 背景 ) 压 强 加 ,出 口 截面 处 的 压强 为 
р.. 若 保 持 po 不 变 ,逐渐 改变 如 , 则 喷 管内 将 出 现 各 种 不 同 的 流动 状态 ,如 纯 
亚 声 速 与 部 分 亚 声 速 部 分 超声 速 的 等 粹 流动 和 在 不 同位 置 出 现 正 激 波 的 流 
动 等 . 


与 动量 和 热量 传递 不 同 ,质量 传递 是 在 多 组 份 的 混合 物 中 进行 的 ,但 它们 产 
生 的 原因 却 类 似 , 即 分 别 由 于 流 场 中 的 速度 、 温 度 和 组 份 浓度 分 布 不 均 引 起 的 . 
对 双 组 份 混合 物 一 般 是 双向 传递 ,只 有 当 一 组 份 为 静止 或 作 均 质 运动 时 才 会 出 
现 单 向 传递 . 质量 传递 的 方式 有 分 子 、 涡 (或 满 流 ) 和 对 流传 递 三 种 . 对 流传 递 
又 可 分 为 受 迫 与 自由 对 注 两 类 ,每 类 还 可 分 为 层 流 与 满 流 两 种 情况 . 

研究 质量 传递 需要 一 些 特 殊 的 流动 物理 量 如 (1) 浓 度 ,又 分 为 质量 与 摩尔 浓 
度 ;(2) 速 度 、 在 固定 坐标 系 内 又 分 为 混合 物 的 质量 平均 与 摩尔 平均 速度 ;(3) 单 
位 面积 流量 、 又 分 为 质量 与 摩尔 流量 等 . 

与 牛顿 和 傅 里 叶 的 输 运 公 式 相 对 应 , 菲 克 提 出 了 质量 扩散 第 一 定律 , 即 混 合 
物 在 等 温 等 压条 件 下 

(扩散 ) 流量 =- рь x 浓度 梯度 ， 
其 中 流量 与 浓度 均 可 采用 质量 值 或 摩尔 值 , Dap 为 组 份 A 在 组 份 B 中 的 扩散 系 
数 , 它 不 依赖 于 坐标 系 . 但 应 注意 这 一 定律 是 相对 于 质量 平均 或 摩尔 平均 速度 
写 的 , 它 仅 适用 于 这 两 个 坐标 系 . 

用 建立 单 组 分 流体 连续 性 方程 的 同样 方法 ,可 以 导出 对 多 组 分 流体 的 相应 
方程 , 它 包括 对 混合 物 的 与 对 各 组 分 的 ,前 者 与 单 组 分 流体 的 连续 性 方程 具有 相 
同形 式 ,而 后 则 增加 两 项 ,一 项 为 该 组 分 的 生成 项 , 另 一 项 为 该 组 分 扩散 流量 的 
КЕ. 组 分 质量 守恒 方程 可 分 别 用 质量 平均 速度 与 质量 浓度 和 摩尔 平均 速度 与 
摩尔 浓度 表示 . 一 般 说 来 ,这 类 方程 比较 难于 直接 应 用 ,通常 多 用 其 简化 形式 如 
(1) 混 合 物 的 浓度 为 常数 ,适用 于 低 密度 气体 的 扩散 问题 ;(2) 流 体 是 不 可 压缩 
的 ,适用 于 稀释 液体 或 不 可 压缩 流体 的 扩散 问题 ;(3) 质 量 平 均 或 摩尔 平均 速度 
与 各 组 分 的 生成 项 均 为 零 , 则 上 两 简化 式 均 进 一 步 简 化 为 著名 的 菲 克 第 二 定律 
或 称 层 流 扩散 方程 , 它 是 线性 的 且 与 速度 无 关 ; 它 可 广泛 用 于 液体 或 固体 中 的 组 
慢 扩 散 过 程 ,第 十 一 章 中 列举 了 不 少 这 样 的 例子 . 应 当 注意 上 面 (1) 与 (2) 所 得 
的 简化 方程 都 是 非 线 性 的 ,但 它们 的 形式 都 与 不 可 压缩 流体 的 动量 与 能 量 方程 
相似 . к [ 

与 以 前 一 样 , 假 定 瞬时 浓度 是 时 均 浓度 与 涨 落 浓度 之 和 , 即 可 从 层 流 扩散 方 
程 导出 洪流 扩散 方程 ,并 将 其 应 用 于 大 气 中 的 污染 物 扩 散 . XE YUYU BX 
方程 进行 无 量 纲 化 ,并 比较 各 项 大 小 , 即 可 导出 层 流 与 湛 流 的 浓度 边界 层 方程 . 
从 前 者 还 可 导出 与 动量 和 能 量 积分 关系 式 相 应 的 质量 积分 关系 式 , 它 也 可 近似 
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当 不 可 压缩 流体 作 定常 平面 运动 时 , 试 比 较 无 量 纲 化 后 的 速度 温度 与 浓度 
层 流 边界 层 方程 组 与 边界 条 件 ,结果 发 现 如 果 忽 略 压 强 梯度 与 粘性 耗 散 ,无 化 学 
反应 与 能 量 或 质量 生成 ,流体 的 一 切 物理 系数 为 常数 和 普 朗 特 数 Pr 与 施 密 特 
数 Sc 均 为 1, 则 三 种 边界 层 的 方程 组 和 边界 条 件 具 有 完全 相同 的 形式 ,并 有 


doss = St 其 中 St 与 Sr 分 别 为 传 热 与 传 质 斯 坦 顿 数 . 这 就 是 动量 能量 


与 质量 之 间 的 雷诺 类 比 关系 . 它 的 优点 是 三 个 量 中 只 消 知 其 一 即 可 知 另 外 两 
个 , 故 有 很 大 的 实用 价值 ,后 来 又 有 人 在 大 量 实验 结果 的 基础 上 ,将 这 一 类 比 关 
系 推广 至 Pr 数 与 Sc 数 均 不 为 1 的 情况 , 现 称 它们 为 奇 尔 顿 - 科 尔 伯 恩 类 比 关 
Ж. 经 适当 调整 后 这 两 种 类 比 关系 均 可 近似 地 用 于 油 流 边界 层 . 

与 半 无 穷 加 热 恒温 平板 的 温度 层 流 边界 层 完全 相对 应 ,浓度 层 流 边界 层 也 
可 分 为 Sc =1 与 Sc#1 两 种 情况 . 后 者 存在 相似 性 解 ,用 л 
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律 和 奇 尔 顿 - 科 尔 伯 恩 类 比 关系 等 求 得 Sc 1 时 的 近似 解 . 

(二 ) 展望 

现在 来 谈 谈 流体 力学 的 现 况 和 它 的 发 展 趋势 . 

20 世纪 70 年 代 以 前 ,除了 几 个 有 关 涡 的 定理 ， 涡 的 线性 稳定 性 分 析 和 点 涡 
与 单 涡 线 的 模拟 以 外 ,人 们 对 涡 运 动 的 了 解 非常 少 ,以 后 ,采用 了 大 规模 计算 与 
精细 实验 相 结 合 的 方法 取得 了 很 大 进展 . 开始 注意 无 粘 流 中 各 种 脱 体 涡 的 数值 
模拟 和 涡 运 动 中 的 各 种 机 理性 研究 ,如 涡 的 碎 裂 , 同 号 涡 量 的 合并 , 异 号 涡 量 的 
结合 或 挟 带 等 . 从 长 远 来 看 ,无论 是 对 大 气 或 海洋 中 的 大 尺度 涡 ,流动 分 离 或 尾 
迹 中 的 中 斥 度 涡 抑 还 是 清流 中 的 小 尺度 涡 , 研 究 重 点 都 应 放 在 涡 量 的 生成 、 相 互 
作用 、 分 散 或 混合 等 过 程 和 它们 的 稳定 性 上 ,只 有 深刻 地 了 解 这 些 过 程 才能 更 好 
地 预测 和 控制 涡 的 运动 使 其 为 人 类 服务 . 特别 应 注意 研究 的 是 在 有 分 布 涡 量 存 
在 的 流 场 中 ,大 尺度 涡 的 形成 ,演化 和 拟 序 涡 结构 的 持续 过 程 以 及 波 - 涡 的 相互 
作用 等 . 


自 计 算 机 问世 以 后 ,数值 方法 即 被 广泛 应 应 用 于 各 闫 无 粘 流 动 的 计算 如 航 
空 航天 领域 中 用 以 估计 绕 复 杂 外 形 物体 (整个 飞行 器 或 弹 体 ) 的 空气 动力 性 能 和 
各 类 发 动机 的 内 部 流动 与 推力 ,获得 了 丰硕 成 果 . 在 定常 .低速 与 分 离 区 不 大 的 
т. 数值 结果 与 实验 结果 已 相当 吻合 , 故 可 用 数值 计算 代替 实验 . 但 对 非 定 

与 分 离 区 大 的 复杂 流动 目前 仍 主要 依靠 实验 或 实验 与 数值 计算 相 

合 的 方法 . 在 非 航空 领域 内 也 存在 着 不 少 可 压缩 流体 的 流动 问题 ,如 空中 ,水 
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下 和 地 面 爆炸 ,激光 与 真空 技术 和 材料 的 等 离子 加 工 等 . 


近 30 多 年 来 ,应 用 分 析 与 数值 方法 在 非 线性 液体 表面 波 方面 也 取得 了 很 大 
进展 . 早 在 1895 年 就 发 现 能 近似 描述 孤立 波 运动 的 KdV 方程 ,直至 1965 年 
N.J. 扎 巴 斯 基 与 M.D. 克 和 鲁 斯 卡尔 在 数值 积分 该 方程 的 过 程 中 才 发 现 . 在 相同 
方向 运动 的 孤立 波 虽 经 数 次 超越 也 不 改变 其 形状 ,这 种 波 包 称 为 孤立 子 . 两 年 
后 ,C.S. 加 德 纳 又 发 现 通 过 量子 力学 中 的 反 演 散射 法 可 使 KdV 方程 与 施 罗 了 丁 
格 方程 的 本 征 值 问题 联系 起 来 ,这样 , 反 演 散 射 法 就 可 用 来 求 一 系列 非 线性 方程 
(如 KdV 一 施 罗 丁 格 和 赛 恩 - 戈 登 等 ) 的 分 析 解 . 它们 都 是 描述 非 线 性 浅水 波 运 
动 的 . 此 后 ,围绕 孤立 子 与 非 线性 现象 做 了 大 量 工作 ,如 波 的 失 稳 与 共振 导致 分 
岔 或 混沌 等 . 与 此 同时 还 发 展 了 一 整套 比较 完善 的 数值 方法 ,它们 能 模拟 非 线 
性 波 的 演化 和 相互 作用 过 程 . 

在 深水 波 方面 ,虽然 对 了 解 海洋 中 波 与 流 的 起 源 ,成 长 和 运动 路 线 等 已 取得 
不 少 重要 进展 ,但 由 于 这 类 大 尺度 运动 受到 地 球 自转 ,星体 吸引 和 能 量 交 换 与 转 
移 的 影响 ,要 确切 了 解 与 预测 它们 的 行为 还 相当 困难 ,特别 是 对 高 波 巨 浪 情况 . 
所 以 至 今 仍 有 许多 急 待 解决 的 问题 如 各 种 非 线性 效应 对 液体 表面 波 的 影响 ， 
波 - 波 、 波 - 流 、 波 - 涡 \ 波 -- 风 和 波 一 结构 之 间 的 相互 作用 、 船 舶 波 阻 \ 碎 波 对 
船舶 结构 的 冲击 载荷 ,以 及 地 形 与 深度 变化 对 深水 波 进入 沿海 浅水 区 的 影响 等 . 
此 外 ,深入 了 解 最 大 振幅 波 的 出 现 和 海啸 潮 波 的 产生 与 成 长 对 准确 预报 减少 自 
然 灾害 具有 十 分 重要 的 意义 ， 

与 海洋 的 情况 相似 ,大 气 也 在 作 复杂 的 大 尺度 运动 ,也 还 存在 不 少 需要 解决 
的 问题 . 应 特别 指出 的 是 它们 相互 偶 联 形成 一 个 庞大 的 海洋 - 大 气流 体系 统 ， 
全 球 的 气候 是 由 它们 直接 控制 的 ,例如 台风 的 形成 ,与 厄尔尼诺 现象 的 出 现 均 与 
它们 的 相互 作用 有 关 . | 


自 边 界 层 理论 提出 以 来 ,粘性 流 的 研究 工作 有 了 巨大 发 展 . 除了 对 一 些 比 
较 简单 的 问题 ,根据 它们 的 特点 ,简化 N- SS 方程 组 ,再 用 分 析 或 数值 方法 求 它 
们 的 解 以 外 ,最 初 是 用 欧 拉 — 边界 层 方程 组 和 渐 近 匹配 无 粘 流 与 有 粘 流 的 方法 
求 得 全 流 场 的 解 取得 很 大 成 功 ,不仅 解 决 了 不 少 生产 问题 ,也 逐渐 形成 和 发 展 了 
广泛 使 用 的 渐进 匹配 法 . 但 边界 层 的 存在 总 会 或 多 或 少 地 影响 着 全 流 场 ,特别 
是 物 面 的 间断 或 转折 处 和 分 离 点 附近 ,流动 会 受到 强烈 的 干扰 ,使 边界 层 内 的 法 
向 压强 梯度 增 大 ,粘性 次 层 变 厚 , 以致 经 典 的 边界 层 理论 不 再 适用 . РЕ M.J. 
莱特 希 尔 与 区. 斯 图 尔 特 森 提出 多 层 边 界 层 理论 和 互 干扰 边界 层 理论 (包括 层 流 
ып). 例如 最 常用 的 三 层 边 界 层 理论 即 包括 下 层 ( 或 粘性 次 层 )、 主 层 和 上 层 
(或 无 粘 层 ). 实践 表明 将 这 些 理论 用 于 前 缘 点 \ 后 缘 点 和 分 离 点 附近 不 仅 获得 
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了 具有 基准 性 的 数值 解 , 而且 还 揭示 了 边界 层 自 诱导 分 离 没 流向 和 法 向 具有 渐 
近 性 质 的 小 尺度 结构 , 阐 明了 边界 层 分 离 的 流动 机 理 和 提出 与 发 展 了 同时 沿 流 
向 与 法 向 渐进 匹配 的 数值 方法 . 美中不足 的 是 它们 都 是 局 部 性 理论 . 一 个 更 具 
有 重要 意义 的 突破 性 进展 是 К.Т. ЯТ. А.А. №. 托 利 斯 蒂 赫 几乎 同时 提 
出 的 扩散 抛物 化 N- SS 方程 组 理论 ,又 称 简化 或 抛物 化 或 薄 层 N-S 方 程 组 , 它 
的 依据 是 :如 果 粘 性 扩散 在 任 一 空间 方向 的 特征 距离 wj ov 与 在 该 方向 的 特征 
长 度 工 相 比 是 一 小 量 , 即 雷诺 数 = ои [а 远大 于 1( 如 Re, = 102 ) 则 对 该 方向 求 
偏 导数 的 粘性 诸 项 均 可 从 N — S 方 程 组 中 略 去 . 如 果 流 动 在 三 个 方向 均 满 足 上 
述 条 件 , 则 N-S 方 程 组 简化 为 欧 拉 方程 组 . 这 一 方法 也 适用 于 能 量 ( 热 传导 ) 
方程 ,流体 组 分 浓度 守恒 方程 和 流动 稳定 性 方程 组 的 简化 . 扩散 抛物 化 方程 组 
是 介 于 边界 层 (或 欧 拉 ) 方 程 组 和 N-S 方 程 组 之 间 的 一 类 方程 组 它们 的 共同 
特点 是 :(1) 适 用 于 全 流 场 ;(2) 可 描述 边界 层 理论 难于 处 理 的 无 粘 流 - 有 粘 流 之 
间 的 相互 干扰 问题 ;(3) 如 果 某 流速 分 量 大 于 当地 声速 ,方程 组 变 为 双 曲 -抛物 
型 . 对 定常 情况 , 则 可 沿 该 方向 对 方程 组 进行 空间 推进 求解 ,这 与 解 NS 方程 
组 相 比 ,将 大 大 节省 计算 机 的 内 存 与 机 时 ;(4) 扩 散 抛物 方程 组 不 存在 对 扩散 抛 
物化 方向 坐标 变量 的 二 阶 偏 导数 项 , 随 之 在 扩散 抛物 化 方向 的 下 游 不 需要 给 定 
边界 值 . 这 一 理论 被 广泛 用 于 附 体 流 与 分 离 区 较 小 的 流动 计算 取得 很 好 的 效 
Ж. 更 多 的 有 关 资 料 可 参阅 参考 书 [6] 和 参考 文献 [7] 与 [13]. 对 于 分 离 较 严重 
的 流动 往往 会 出 现 非 定常 现象 ,目前 尚 缺 乏 较 好 的 理论 . 


流动 不 稳定 是 指 流动 从 一 种 状态 转变 至 另 一 种 状态 . 这 类 现象 在 流体 力学 
中 并 不 少见 . 最 有 普遍 意义 和 实用 价值 的 是 各 种 剪 切 流动 (如 管 流 、 槽 流 、 射 流 、 
尾 流 和 边界 流 等 ) 的 稳定 性 . 电子 计算 机 的 应 用 与 计算 精度 的 提高 大 大 推动 了 
流动 稳定 性 理论 的 发 展 . 20 世纪 60 年 代 以 前 相当 重视 时 间 稳 定性 的 研究 ,以 后 
则 转 至 空间 稳定 性 方面 . 迄 至 目前 ,上 述 各 种 剪 切 流动 的 线性 稳定 性 理论 已 相 
当成 熟 ,但 都 是 在 平行 流 假定 条 件 下 获得 的 ,与 实验 结果 不 太 符 合 ,所 以 必需 考 
虑 非 平行 性 对 扰动 演化 的 影响 ,这 意味 着 不 仅 研究 扰动 的 自发 演化 过 程 也 要 研 
究 外 界 扰 动 对 流动 中 扰动 发 展 的 影响 , 即 所 谓 接受 性 问题 . 根据 近期 对 布 拉 修 
斯 流动 的 线性 稳定 性 计算 ,在 非 平 行 流 假定 条 件 下 ,计算 结果 与 实验 结果 已 比较 
符合 . 在 非 线性 稳定 性 理论 方面 , 近 30 年 来 由 于 分 岔 与 波 共振 相互 作用 理论 的 
推动 也 取得 不 少 进展 ,所 得 结果 已 能 解释 过 渡 过 程 中 所 观察 到 的 一 些 现象 ,如 三 
维 扰动 的 发 展 , 不 同 排列 A 涡 的 出 现 和 流 条 与 汕 班 的 发 生 等 . 

在 实验 研究 方面 ,对 沿 平板 层 流 边 界 层 的 稳定 性 和 过 滤 问 题 做 了 大 量 工作 
取得 了 丰硕 成 果 . 实验 结果 表明 :在 人 工控 制 条 件 下 ,由 于 外 界 扰动 大 小 的 不 
同 , 可 出 现 N- 式 和 KK- 式 两 种 过 渡 方 式 . 它们 都 会 或 早 或 迟 地 产生 非 线性 碎 
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51. 目前 这 方面 的 研究 工作 主要 集中 在 (1) 共 振 放 大 在 非 线性 碎 裂 中 所 起 的 决 
定性 作用 ;(2) 检 测 与 描述 非 线 性 碎 裂 晚期 的 拟 序 结构 — 孤立 子 等 . 


汕 流 是 一 种 较 层 流 更 普遍 存在 的 流体 运动 方式 , 它 是 流体 力学 中 的 一 个 基 
本 问题 ,也 是 经 典 物理 学 中 最 后 一 个 尚未 获得 解决 的 大 问题 . 自从 在 实验 室 中 
相继 发 现 拟 序 结构 以 后 ,人 们 已 公认 满 流 是 一 种 具有 确定 性 与 随机 性 有 序 与 无 
序 并 存 的 流体 系统 . 而 且 正 是 这 种 结构 对 满 流 的 输 运 性 质 (如 传 热 \ 摩 阻 等 ) 起 
了 决定 性 的 作用 . 一 百 多 年 来 ,人 们 对 汕 流 已 有 很 多 不 完全 的 定性 了 解 ,但 始终 
缺乏 一 个 完整 系统 的 理论 . 现 对 目前 研究 淇 流 的 动向 作 一 些 简单 评述 ,为 了 使 
雷诺 方程 组 封闭 ,通常 从 两 个 方向 去 寻求 补充 关系 式 , (1) 统 计 理 论 , 即 试图 用 统 
计 的 方法 研究 湛 流 的 结构 从 而 得 到 所 需 的 关系 式 , 看 来 这 是 一 条 艰难 而 漫长 的 
道路 . 同时 它 仅 适用 于 均匀 各 向 同性 满 流 ,虽然 它 也 可 以 用 来 解释 一 些 油 流 的 
物理 机 理 ;(2) 模 式 理论 , 它 能 解决 工程 中 的 实际 问题 ,但 尚 存在 不 少 缺 点 需要 迅 
速 改 进 ,例如 应 努力 发 展 二 阶 矩 (雷诺 应 力 ) 模 式 理论 使 其 能 体现 更 多 的 满 流 特 
性 ,以 便 提高 其 准确 度 ,扩大 其 应 用 范围 和 减少 其 计算 量 . 又 如 大 涡 模 拟 具 有 很 
好 的 工程 应 用 前 景 ,应 继续 探索 模拟 小 尺度 运动 的 模型 ,特别 要 注意 正确 估计 它 
给 予 大 涡 的 影响 等 ;(3) 直 接 数 值 模拟 , 即 从 N 一 S 方 程 组 出 发 直接 计算 满 流 流 
动 的 物理 量 , 近 年 来 ,对 一 些 简单 的 低 Re 数 流动 ,采用 并 行 计 算 技 术 已 获得 一 
些 较 好 的 结果 ,但 耗资 巨大 ,工作 繁重 ,目前 仪 适 宜 用 于 满 流 研究 工作 ;(4) 将 动 
力 系统 理论 应 用 于 复杂 的 流体 流动 ,特别 是 庙 流 和 其 过 渡 现 象 ,最 近 , 已 对 低 维 
流动 取得 一 些 成 果 . 它 的 优点 是 直接 从 N 一 S 方 程 组 出 发 而 不 是 用 人 为 的 统计 
方法 去 处 理 问题 , 它 的 缺点 是 目前 仅 能 用 于 自由 度 很 少 的 情况 ;(5) 洲 流 实验 , 它 
曾经 为 满 流 的 发 现 和 发 展 做 出 过 不 朽 的 贡献 ,应 当 加 强 淇 流 的 机 理性 研究 ,以 便 
更 深入 更 广泛 地 了 解 湛 流 的 本 质 , 同 时 也 为 改进 模式 理论 提供 更 多 更 可 靠 的 
依据 . 


牛顿 流 与 非 牛顿 流 的 本 质 差别 是 前 者 的 本 构 关系 是 线性 的 而 后 者 是 非 线性 
的 . 在 流动 观察 中 也 可 发 现 它们 的 许多 行为 是 完全 不 同 的 . 非 牛 顿 流动 大 量 存 
在 于 许多 工业 和 生活 用 品 的 加 工 过 程 中 ,例如 化 学 工业 中 的 塑料 \ 橡 胶 、 纤 维 、 玻 
璃 ,油脂 \ 和 胶片 油漆、 涂料 ;石油 工业 中 的 原油 、 各 种 半成品 和 成 品 ;冶金 工业 中 
的 某 些 液态 金属 ;食品 工业 中 的 牛奶 、 蛋 白糖 液 、 面 糊 、 添 加 剂 ;日 用 化 工 中 的 牙 
高 洗涤 剂 洗 发 剂 ,以 及 人 和 动物 的 血液 和 部 分 体液 等 均 是 . 由 于 目前 对 这 类 
流动 的 运动 规律 缺乏 足够 了 解 ,很 多 生产 过 程 都 是 赁 经 验 控制 ,这 是 不 科学 的 ， 
如 果 能 改善 这 种 情况 ,将 可 获得 巨大 的 经 济 效益 和 社会 效益 ,例如 有 了 理论 指导 
可 以 省 时 省 钱 地 设计 加 工 系统 ,提高 产品 的 质量 与 数量 ,甚至 生产 出 最 优 最 理想 
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的 产品 ,特别 是 各 种 新 材料 等 . 

由 于 非 牛 顿 流动 经 常 伴 有 传 热 \ 传 质 过 程 而 且 边界 条 件 也 比较 复杂 ,直至 目 
前 仅 能 对 一 些 简单 流动 进行 分 析 和 计算 . 与 牛顿 流 的 N- S 方 程 组 相对 应 , 适 
宜 于 描述 非 牛顿 流 的 一 般 方 程 组 和 边界 条 件 至 今 尚未 很 好 确立 ,更 为 困难 的 是 
一 些 已 提出 的 模式 方程 很 难 求解 ,甚至 标准 的 数值 方法 也 无 能 为 力 , 为 了 对 非 
牛顿 流体 流 变 性 质 的 特点 提供 更 深入 更 全 面 的 了 解 和 为 了 描述 非 牛顿 流体 在 流 
动 过 程 中 的 微观 结构 状态 ,必须 大 力 发 展 新 的 实验 技术 和 方法 ,加 强 流动 机 理 的 
实验 研究 . 同时 首先 发 展 适用 于 局 部 范围 的 半 经 验 理 论 ,以 解决 生产 中 的 实际 
问题 . 


多 相 流 与 牛顿 流 和 非 牛顿 流 不 同 , 它 是 由 多 种 不 同 物质 组 成 的 共同 运动 系 
统 如 气 - 固 \ 气 - 液 . 液 - 固 \ 液 - 液 和 气 - 液 - 固 等 . 多 相 流 也 普遍 存在 于 自 
然 界 和 各 种 工程 设施 中 ,如 自然 界 中 的 风 一 沙 运 动 、 含 沙 水 流 、 含 气 水 流 、 烟 雾 与 
云雾 运动 含 尘 气流 和 血液 循环 等 ;热能 工程 中 的 核反应 堆 冷 却 系统 、 锅 炉 与 水 
循环 系统 、 核 地热 和 常规 动力 厂 的 冷却 系统 和 沸水 反应 堆 等 ;化 学 工程 中 的 各 
种 化 工 塔 如 燕 馏 塔 和 芋 取 塔 , 各 种 流 化 床 和 反应 器 、 管 道 流动 和 搅拌 模 等 ;环境 
工程 中 的 各 种 燃烧 (如 工业 锅炉 内燃机 、 喷 气 发 动机 火箭 ) 的 排放 流 、 废 水 、 废 
气 排放 和 废料 处 理 ;石油 工业 中 的 油气 藏 开发 .管道 运输 和 炼 制 ;轻工业 中 的 造 
纸 ,食品 和 气力 或 液 力 运送 固体 等 . 多 相 流 是 一 种 比较 复杂 的 流动 , 它 有 时 不 仅 
伴 有 传 热 传 质 过 程 还 可 能 伴 有 化 学 物理 反应 或 液 相 为 非 牛顿 流体 等 ， 

30 多 年 来 ,有 关 多 相 流 的 实验 技术 和 方法 取得 了 相当 大 的 进展 ,解决 了 不 
少 生产 问题 ,也 进行 了 一 定 的 基础 性 实验 研究 ,大 大 提高 了 人 们 对 这 类 流动 的 认 
А. 近来 已 有 人 提出 描述 多 相 流体 运动 的 一 般 方程 组 和 边界 条 件 , 但 尚 不 封闭 ， 
主要 是 相 与 相 之 间 的 关系 特别 是 界面 处 的 各 种 交换 过 程 缺 乏 足 够 了 解 ,但 在 实 
验 与 经 验 的 配合 下 已 有 一 些 局 部 性 的 半 经 验 理论 . 今后 ,应 进一步 发 展 新 的 实 
验 技术 和 方法 ,加强 相 N T 5 5 ARE 
半 经 验 理 论 . 


渗流 是 指 流 体 在 多 孔 介 质 中 的 流动 . 与 其 它 流动 相 比 它 的 特点 是 表面 分 子 
力 和 毛细 管 作用 显著 ,阻力 较 大 ,流动 缓慢 : 这 类 流动 也 广泛 存在 于 自然 界 和 许 
多 工程 加 工 设施 中 ,例如 在 自然 界 中 ,河水 向 坦 坝 渗透 ,海水 向 堤岸 人 侵 ,生物 体 
内 许多 体液 的 运动 和 当 植 物 根系 吸水 时 ,水 在 土壤 中 的 运动 等 ;水 利 与 环境 工程 
中 ,水 的 净化 ,地 下 水 的 开发 ,水 利 设施 的 安全 设计 ,城市 地 面 下 沉 与 回 灌 和 核 污 
水 与 其 它 工 业 污 水 的 处 理 等 ,这 些 大 都 属于 比较 简单 的 单 相 渗 流 ; 在 石油 工程 
中 ,石油 与 天 然 气 的 开发 ,地 下 热能 的 利用 ,特别 是 为 了 提高 石油 采 收 率 采用 注 
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水 或 表面 活性 剂 驱 油 技术 以 后 ,就 出 现 了 油 -水 - 气 或 水 - 气 并 存 的 多 相 渗流 ， 
和 在 化 学 工程 中 ,海水 淡化 与 浓缩 分 离 技术 ,利用 人 造 多 孔 介质 的 填充 塔 、. 过 滤 
器 和 固定 流 化 床 等 . 与 多 相 流 相似 ,渗流 也 相当 复杂 ,不 仅 有 时 伴 有 传 热 ` 相 变 
和 化 学 反应 ,而且 还 可 能 出 现 液 相 是 非 牛顿 流体 和 多 和 孔 介质 是 非 均匀 的 或 变形 
的 (如 裂缝 一 孔隙 一 孔洞 结构 等 ). 

近 30 多 年 来 ,由 于 采用 了 数值 计算 与 机 理 实验 相 结合 的 方针 ,使 渗流 力学 
在 许多 方面 获得 了 迅速 发 展 . 例如 我 国 的 渗流 工作 者 通过 对 模型 实验 的 观测 发 
现存 在 几 种 不 同 的 水 驱 油 机 制 和 不 同 的 表面 活性 剂 会 起 不 同 的 作用 ,在 此 基础 
上 ,结合 数值 计算 为 我 国 的 油田 开发 做 出 了 重要 贡献 . 为 了 解决 更 多 的 生产 问 
题 和 推动 学 科 的 不 断 前 进 ,必须 重视 发 展 新 的 实验 技术 和 数值 方法 ,加 强 对 渗流 
机 理 的 实验 研究 . 例如 我 国 拥有 丰富 的 煤层 气田 , 它 的 大 部 分 气体 是 牢 牢 吸附 
在 煤层 孔隙 及 微 颖 的 内 表面 上 ,这 与 天 然 气田 充满 介质 孔隙 的 情况 完全 不 同 ,如 
果 要 开采 这 类 气田 ,必须 首先 对 它 的 吸附 机 理 和 运动 规律 进行 实验 研究 . 


从 前 面 "流体 力学 发 展 简 史 ”， 实 验 中 的 发 现 ” 和 "回顾 与 展望 ”各 节 中 可 以 
清楚 地 看 出 : 

(1) 流 体力 学 来 源 于 生产 与 生活 实践 , 它 必 须 服 务 于 与 生产 直接 有 关 的 工程 
技术 ,不断 解决 它们 所 提出 的 生产 问题 ,才能 推动 工程 技术 的 进步 和 流体 力学 自 
身 的 发 展 ; 

(2) 实 验 是 流体 力学 中 的 一 种 重要 方法 ,通过 实验 几乎 发 现 了 流体 力学 中 的 
全 部 重要 现象 和 原理 . 20 世纪 上 半 叶 ,根据 航空 航天 、 船舶 水利 等 方面 的 需 
要 ,利用 它 解 决 了 大 量 生产 问题 和 开展 了 不 少 基础 性 研究 , 为 流体 力学 的 迅猛 发 
展 做 出 了 巨大 贡献 ; 

(3)20 世纪 下 半 叶 ,由 于 数值 方法 的 出 现 和 广泛 应 用 ,使 与 上 述 各 领域 密切 
相关 的 单 相 牛顿 流体 力学 得 到 进一步 迅速 发 展 ,同时 ,在 化 工 、 石 油 、 热 能 和 环保 
等 领域 中 又 提出 了 大 量 与 多 相 和 非 牛 顿 流体 力学 有 关 的 问题 ,这 种 从 动量 传递 
至 热量 与 质量 传递 ,从 牛顿 流体 到 非 牛 顿 流体 ,从 单 相 流体 到 多 相 流 体 是 流体 力 
学 发 展 的 必然 趋势 ; 

(4) 目 前 在 单 相 牛 顿 流体 的 范畴 内 ,描述 流体 运动 的 数学 方程 组 早已 完整 确 
立 , 尚 待 解决 的 基本 问题 如 满 流 、 涡 运动 , 非 定常 流 和 流动 稳定 性 等 都 是 宏观 物 
理 过 程 比较 复杂 的 流动 . 而 在 非 牛顿 流体 与 多 相 流体 的 范畴 内 ,描述 流体 运动 
的 数学 方程 组 尚 不 完整 ,甚至 尚 付 缺 如 ,其 宏观 物理 过 程 亦 更 为 复杂 ,要 解决 这 
些 问 题 显然 仅 用 数值 方法 是 不 行 的 ,必须 使 用 实验 与 数值 计算 相 结合 的 半 经 验 
.方法 ,或 者 单纯 的 实验 方法 ; 

(5) 流 体力 学 工作 者 所 面临 的 问题 是 复杂 的 ,任务 是 艰巨 的 . 这 既是 一 个 前 
所 未 有 的 挑战 也 是 一 次 异常 难得 的 机 遇 . 只 要 沿 着 密切 联系 生产 实际 的 正确 方 
向 ,熟练 掌握 分 析 、 数 值 计算 和 实验 三 种 方法 ,刻苦 销 研 ,坚持 不 懈 , 不 苦 艰 险 , 勇 
往 直 前 ,前 景 将 是 无 限 美好 和 广阔 的 . 
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(b) ^=6 


照片 2 绕 旋 转 圆 柱 流动 . we 与 v 分 别 为 来 流速 度 与 圆柱 表面 的 
旋转 线 速度 


照片 3 绕 小 攻 角 贾 型 的 流动 分 离 . 攻 角 а = $" ,流动 在 上 表面 后 部 分 
出 现 层 流 边界 层 分 离 , 下 表面 则 整个 保持 附着 ,直至 后 缘 处 始 
沿 切 向 方向 离开 . 


* 932 * 附 录 


照片 4 绕 大 攻 角 平板 的 流动 分 离 : 攻 角 a=20", Re = 10° 
从 平板 前 缘 处 即 开始 出 现 整 个 上 表面 的 层 流 分 离 . 


(а) Re=0.16 
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(c) Re=26 
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(d) Re =20x10% 


(e) Re=4X104 


照片 5 绕 圆 柱 流 场 随 Re 数 的 变化 . (a) 表面 上 看 ,与 势 流 绕 圆 柱 的 流 场 
相似 ,但 它 对 来 流 扰动 的 衰减 慢 许 多 ;(b) 流动 在 后 驻 点 附近 分 离 并 形成 一 
对 回流 涡 . 此 照片 是 在 有 界 容器 中 拍摄 的 .: 如 果 圆 柱 在 无 界 流体 中 运动 . 
Л] Re=4 或 5 时 流动 即 出 现 分 离 ,而 大 部 分 数值 计算 给 出 的 结果 为 Re = 5 
—7. (c) 涡 心 与 圆柱 之 间 的 距离 随 Re 数 的 增加 旦 线性 增加 ,而 两 涡 心 之 
间 的 横向 虐 离 似乎 更 接近 于 随 Re 数 平方 根 的 增加 而 增加 ;(d) 表面 的 前 部 
分 为 层 流 边界 层 , 分 离 出 现 后 , 涡 破裂 成 淇 尾 流 . 随 着 Re 数 的 增加 分 离 点 
向 前 移 , 此 照片 的 分 离 点 已 达到 其 上 游 极限 位 置 , 即 物 体 的 最 厚 处 附近 ;(e) 
与 (d) 相 比 无 太 大 变化 ,因此 ,在 此 二 Re 数 之 间 阻 力 系 数 几 乎 为 常数 ， 
待 边 界 层 变 为 渍 流 分 离 后 ,阻力 系数 将 下 降 . 
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照片 6 绝对 运动 中 的 涡 街 , 此 照片 是 随 涡 街 一 起 运动 拍摄 的 . 流 线 图 案 与 卡门 用 无 粘性 流 
体 假设 计算 的 结果 极 相 似 . 


(с) 全 反射 , 纯 驻 波 


照片 7 平面 周期 水 波 的 质点 迹 线 . 一 来 自 左边 的 行进 波 被 一 具有 部 分 吸收 能 力 的 挡 板 反射 

后 即 生成 二 频率 相同 但 运动 方向 相反 的 波 系 . 波幅 与 水 深 分 别 为 波长 的 4% 与 22% . 拍摄 水 

ТЖ АЕ АЈ 2А 50. (а) 质点 的 迹 线 实际 上 是 顺 时 针 方向 的 椭圆 ,在 自由 面 处 为 圆 ， 

越 接近 底面 变 得 越 扁平 ;(b) 当 反射 增加 时 迹 线 变 得 更 扁平 并 倾斜 ;(c) 迹 线 是 流 线 , 水 面 的 
上 ,下 的 包 络 线 表明 节点 处 存在 垂直 运动 . 


' 336 ` 附 录 


(b) 


照片 8 绕 零 攻 角 平板 的 层 流 边界 层 . (a) 平板 厚度 为 长 度 L 的 2% RHI. Re ЖОЕ = 10. 均 

匀 来 流 仅 受到 薄 边界 层 的 微弱 扰动 ,后 缘 处 出 现 一 层 尾 流 . 边界 层 厚度 仅 为 板 长 的 百 分 之 几 , 这 与 理 

论 结果 是 一 致 的 .(b) 边界 层 的 切 向 速度 剖面 水流 速度 为 9em/s, Re WET 一 5X10 ,z 为 离 前 缘 距 
D. 位 移 厚 度 约 为 5mm. 这 些 结果 与 理论 值 符合 . 


(А) 参考 书 、 参 考 文献 .照片 和 关于 配套 教学 光盘 的 说 明 337° 


照片 9 РАНИ UE. 板 长 3.3m, 边 界 层 系 自然 发 展 而 成 , Re 数 222=3.5x10? ,其 
中 Sn 为 动量 厚度 . 边界 层 上 缘 处 的 间歇 性 清晰 可 见 ， 


(b) 
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(с) Ке=4х 105 


照片 10 йй. VAR ЕЛ E EW aur ЖИНИ ДОШ А X B) , ИЙЫШ ЖП m W РЕ [8] SK 
地 进行 的 . р ЯЛ, Э ВЕ F ЙБ FE air tui AR A B ЗЕКЕ, ЕЗЕШ 


地 随 距 离 的 增加 呈 线 性 的 扩展 (a) 是 从 平板 上 方 拍摄 的 . ВЕН А) Re Ж =2X10 ,其 


中 xz 为 自 平板 前 缘 距 离 ;(b) 是 在 洪流 班 发 展 的 早期 垂直 于 来 流 方向 的 横 截 面 照 片 ;(c) йй 
班 的 外 形 随 着 Re 数 的 增加 变 得 更 规则 ,箭头 夹 角 也 变 得 越 小 . 


(а) Pr. = Ра (b) 22 < Pt < Êa 


Ро Ро Ро Ро Ро 
照片 11 拉 伐 尔 管内 流动 随 邹 的 变化 . (а) 喉 的 上 游 为 纯 亚 声速 流动 ,下 游 为 纯 超 声速 流 
动 , 喉 部 为 声速 . 整个 流动 无 激 波 或 膨胀 波 . 出 现在 超声 速 区 内 互相 交叉 的 马赫 波 网 络 ,是 


由 于 有 意 将 喷 管 内 壁 键 粗糙 后 产生 的 ;(b) 在 喉 的 下 游 出 现 正 激 波 . 其 具体 位 置 由 全 的 值 决 


E. 激 波 后 为 亚 声速 区 ,在 此 区 内 ,速度 沿 流动 方向 下 降 ,密度 上 升 . 在 正 激 波 前 方 尚 可 见 几 
个 微弱 的 驻 声 波 . 
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Ра _ 
(а) Ж, 0.4 


Ро _ 
(b) pr 0-8 


照片 12 拉 伐 尔 管 出 口 流动 随 的 变化 . wP < 如 时 ,气流 离开 喷 管 以 后 将 出 现 复杂 的 激 
波 系 . 它 的 图 案 随 22 值 的 不 同 而 不 同 . 对 M=1.6 的 拉 伐 尔 管 (a) 在 出 口 后 的 中 心 大 部 分 为 


正 激 波 ,上 ,下 两 侧 的 小 部 分 为 斜 激 波 ; (b) 随 着 22 的 增加 , 正 激 波 的 部 分 逐渐 缩小 而 斜 激 波 
部 分 则 逐渐 扩大 . 


照片 13 平面 调 射 流 的 挟 带 现象 ”染色 水 射流 以 100cm/s 的 速度 射 人 静止 的 水 中 ， 此 照片 中 
的 流 线 显示 出 湛 射 流 对 周围 流体 的 挟 带 作用 . 
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照片 14” 绕 小 钝 头 炮弹 的 超声 速 流动 M = 1.015 在 弹 体 的 前 方 与 后 方 分 别 出 现 微弱 与 曲率 
较 大 的 弓形 脱 体 激 波 . 尾 缘 后 面 产生 满 尾 流 . 在 最 大 直径 附近 和 尾 缘 处 有 附 体 的 斜 激 波 . 


以 上 各 照片 引 自 以 下 几 种 图 书 : 
An Album of Fluid Motion, by Milton Van Dyke 
Modern Developments in Fluid Dynamics, by S. Goldstein 
Essentials of Fluid Dynamics, 1st. edition, by L. Prandtl. I 
Modern Developments in Fluid Dynamics High Speed Flow,by L. Howarth. 


关于 配套 教学 光盘 的 说 明 


为 了 提高 教学 质量 ,形象 化 地 加 强 对 流动 现象 .基本 概念 、 数 学 模型 和 实验 结果 的 物理 理 
# ,我 们 编选 了 配套 的 教学 光盘 《流体 力学 音像 教材 》( 内 部 资料 ) ,包括 教学 演示 软件 和 教学 
录像 两 部 分 (分 别 用 SS 和 Т.1485). 需要 《流体 力学 音像 教材 》 的 读者 请 与 北京 大 学 音像 
出 版 社 二 部 联系 (邮政 编码 :100871). 下 面 的 简 表 给 出 各 章节 使 用 哪些 软件 与 录像 进行 教学 
的 建议 . 详细 的 光盘 目录 和 软件 使 用 说 明 请 参看 配套 教学 光盘 第 一 张 上 的 文件 Readme. doc 
(用 Microsoft Word 97 打开 ) 或 者 Readme. txt( 用 Windows 下 的 任意 文字 处 理 软件 打开 ) 以 及 
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随 《 流 体力 学 音像 教材 》 所 附 的 说 明 书 . 

参加 编选 录像 与 创作 软件 的 有 北京 大 学 力学 与 工程 科学 系 、 北 京 大 学 电化 教育 中 心 . 中 
山大 学 应 用 力学 与 工程 系 、 中 山大 学 电化 教育 中 心 的 部 分 老师 和 同学 ,部 分 录像 选 自 天 津 大 
学 力学 系 编译 的 国外 教学 录像 . 在 编辑 过 程 中 得 到 了 这 些 单位 和 有 关 老师 的 大 力 支持 ,说 向 
他 们 表示 诚挚 的 谢意 . 


я 教学 演示 软件 教学 录像 
主题 n | 使 用 „ | 使 用 
自然 界 流体 力学 在 大 气 和 
与 工程 . 海洋 、 化 工 与 石油 、 
绪 | 技术 中 tooa 能 源流 体 机 械 \ 航 | 0， 
论 | 的 流体 “| 空 与 航天 、 环 保 、 土 
力学 问 木 和 水 利 等 领域 中 
是 的 应 用 
121 一 1 至 121-8 
演示 拉 氏 描述 与 欧 1.2 (тла ee 1.2 
流体 物 拉 描 述 
1 | 理 量 的 | S-1 
描述 13-1 至 13-6 演 定常 与 非 定常 流动 
RER MAA | 1.3 |T- 1b| 中 的 迹 线 . 流 线 .时 | 1.3 
线 及 脉 线 间 线 及 脉 线 
， | 流体 的 
平衡 
34-1 至 34-4 演 | 
示 系 统 质量 不 变 ， 
控制 体质 量 不 变 , | 1.2 |Т-3а| 体积 流量 守恒 原理 | 3.4 
细 管 中 流体 运动 , | 
流体 运 | . | 河道 水 面 波动 
动 方程 
”| 组 的 建 | 1 13-1 至 13-6 演 
立 示 U 型 管 中 流 体 振 
动 ,V 型 管 中 流 体 
振动 , 直 管 中 流体 
振动 ,流体 流入 空 
Ё 
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> ж 


主题 


积分 关 
系 式 的 
应 用 


附 录 
续 表 
教学 演示 软件 教学 录像 
使 用 使 用 
编号 主要 内 容 主要 内 容 音节 
42-1 ж 42-3 # е e 
示 小 孔 出 流 , 皮 托 | 4.2 |Т-4а жишш 4.2 
管 , 文 丘 里 管 
S_1|43-1 至 43-3 演 
示 可 型 管 中 流 体 振 伯 努 利 定理 及 其 局 
动 , 直 管 中 流体 振 | 4.3 T 限 性 
动 ,流体 流 和 人 空 腔 
| [r-4| 空 化 现象 4.2 
аа л PA 
环 量 的 含义 及 其 与 
T-5b айз 5.1 
凯 尔 文 定理 一 涡 量 
1 Se 的 生成 与 演化 5.2 
т-54| 龙卷风 与 台风 5.4 
т-ь|®®®ж-ияз Г, 
т-5#| 二 次 流 5.4 
63-1 至 63-3 演 
示 温 室 , 烟 向 ,桥墩 | 6.2 2 » 
等 平面 运动 的 实例 T-6a TERA 6.4 
62-1 Ж 62 — 4 # йш 
示 平 面 均匀 流 , 源 | 6.3 
їс, В 
pT S : 用 Hele-Shaw 装置 
s-1 |63- = (т 示 的 一 
示 不 同 环 量 下 的 加 6.5 |Т 6b жй 6.5 
-| 柱 绕 流 流 线 动 图 象 
Е, т 
65-1 至 65-3 演 
示 空 间 均 匀 流 , 源 
汇 , 偶 极 子 
理想 不 可 压缩 流体 
S-3 | 平面 定常 运动 的 奇 | 6.5 


点 县 加 法 


>t + 


主题 


ж Ж ж 
面 波 


粘性 层 
流 运动 
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续 表 
教学 演示 软件 教学 录像 
使 用 使 用 
编号 主要 内 容 主要 内 容 章节 
流体 中 的 波 (重力 ЕЕ 
波 与 压缩 波 ) | 
重力 波 的 特征 与 深 Ty 
度 对 它 的 影响 | 
7.4 
І 
的 稳定 性 (包括 加 热 ) 
7.6 
性 
85-1 至 85-4 演 
示 两 平行 平板 间 粘 
S-1 | 性 流 , 无 限 长 圆 管 
中 粘性 流 ,平板 在 
自身 平面 中 的 振动 
1.( 多 和 孔 板 ) 演 示 均 
人 低 雷 诺 数 流动 的 含 
多 和 孔 平 板 时 ,速度 义 及 举例 
剖面 随 雷 诺 数 的 变 
化 
2. (Prandtl) 演示 小 
质量 的 振动 : 当 质 
量 趋 于 零 时 , 解 表 边界 层 的 概念 
现 出 边界 层 类 型 性 
5-2 & 
3. (Stokes) 演示 
Stokes Ж 1 问题 :在 | 
不 同 粘度 下 流体 速 8.7 |Т-84| 自由 对 流 (热效应 ) | 8.12 
度 和 涡 量 剖 面 随时 
间 变 化 
4.( 半 平板 ) 演 示 在 
不 同 粘度 下 平板 附 ёч 
近 的 边界 层 厚 度 和 


速度 场 
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аж 


主要 内 容 


流动 的 不 稳定 性 
从 层 流 过 渡 到 汕 流 
不 同情 况 ( 旋 转 、 分 
Т-9с | 层 、 温 度 、 浮 力 等 )| 9.1 
ж ФЕ 下 的 过 渡 
流 运动 汕 流 的 特征 一 无 序 

| T-9d | 与 拟 序 , 强 输 运 与 | 9.2 
有 旋 性 
T-9e | 流动 的 分 离 9.14 
边界 层 控 制 
压缩 波 与 膨胀 波 


T-10b| 声波 与 激 波 10.2 
气体 运 一 维 激 波 与 多 维 激 

10 动 T-10c 波 10.5 
拉 伐 尔 喷 管内 的 流 


动 


扩散 现象 举例 


(B) 符 号 表 
А 面积 矢量 m 
А 面积 m 
横 截面 积 n? 
А 旋转 张 量 1/s ` | 
А, 波幅 m i 


a(a,,a,,a,) 加 速度 矢量 (分 量 ) ”m/s 
(a,b,c) 流体 质点 坐标 矢量 m 
a 声速 ms 
半径 m 
а\ MEA EK m 
а; 1=1,2" ERARA 


(B) 符 号 Ж 


a, 激 波 传播 速度 m/s 

B 矢量 势 

b 半径 m 

b, 椭圆 半 短 轴 m 

С 几何 图 形 周 界 

c Ш Jl(kg:K);m°|(š К) 
混合 物 的 摩尔 浓度 ”mol/m 

CA 组 分 A 的 摩尔 浓度 mol/ 

Ča 组 分 A 的 时 均 摩尔 浓度 moim? 

CA 组 分 A 的 涨 落 摩尔 浓度 mol/m? 


cp 阻力 系数 

си 壁 的 总 摩擦 系数 

с 群 速 度 ms 

CL 升力 系数 

сь EEE Ji(kg:K),2/(š -K) 
压强 系数 
相 速 度 m/s 


cpou T? 每 单位 面积 的 淇 流 热流 量 w 
с, 定 容 比 热 JI(kg'K),m/(sK) 
D 阻力 N 
质量 扩散 率 ( 或 系数 ) m/s 
D; 壁 的 总 摩擦 力 N 
Dag 组 分 A 在 组 分 B 中 的 (分 子 ) 质 量 扩 散 率 (或 系数 )m?/s 
Da ”组 分 A 在 组 分 B 中 的 江 流 (或 涡 ) 质 量 扩散 率 (或 系数 )m /s 


О, ”由 (9.8.7c) 式 定义 的 耗 散 项 ”无量 纲 量 
D; 由 (9.8.7a) 式 中 定义 的 总 能 量 耗 散 积分 J/m*s 
2 жей 
а 直径 m f 
E 体积 弹性 模 量 Pa, N/m 
总 的 储存 能 量 J | 
Е RERS 
E,(r) 分 子 间 的 相互 作用 势能 kgm/s 


e 每 单位 质量 流体 的 内 能 “J/kg,m/s 
е, 每 单位 质量 流体 的 储存 能 “J/kg,m/s 
ев ,е, ,е, 柱 坐 标 系 中 三 正 交 单位 矢量 
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F(F,,F,, F.) 力 的 矢量 (分 量 ) N 

F,(F,,, Foy , Foe ) 单位 质量 体力 矢量 (分 量 ) m/s 或 N/kg 
Е(х,у,х,#) 运动 固 壁 方程 

Fr 弗 劳 德 数 


f 旋涡 脱落 频率 1/5 

for) 分子 之 间 的 相互 作用 力 N 
f(z) ЯЖ 

f 无 量 纲 涡 街 频率 

Gr мт 

g 重力 加 速度 ms 


比例 因子 
H 高 、 深 或 宽度 m 
Hm ”形状 因子 


h 对 流传 热 系数 wm K) 

hi 压 头 损失 m/s 

hn 对 流传 质 系数 ms 

h 平均 对 流传 热 系 数 эшк 

hn 平均 对 流传 质 系数 ms 

I # J. 

Im 复数 虚 部 

i АОЛ MUKA m/s ,J/kg 
虚数 单位 

i,j,k 直角 坐标 系 中 三 正 交 单 位 矢量 

J 在 给 定时 刻 通过 一 横 截 面积 的 涡 量 (或 称 涡 通 量 ) m/s 


РШ N/m 

函数 行列 式 
Ja=ca(vav) 组 分 A 相对 于 质量 平均 速度 每 单位 面积 的 摩尔 流量 “mol/(mz .s) 
Ji=c (ucu) 组 分 A 相对 于 摩尔 平均 速度 每 单位 面积 的 摩尔 流量 mol/ (ms) 
Ja 组 分 A 相对 于 质量 平均 速度 每 单位 面积 的 平均 摩尔 流量 mol (nm? *s) 
及 组 分 A 相对 于 质量 平均 速度 每 单位 面积 的 油 流 摩尔 流量 ml/l +з) 
ја = pa (o o) 组 分 A 相对 于 质量 平均 速度 每 单位 面积 的 质量 流量 kg/(m? *s) 
六 =pa(vs-v") ”组 分 A 相对 于 摩尔 平均 速度 每 单位 面积 的 质量 流量 kg/(m?*s) 
K 满 流动 能 m/s | 
K.E. 流体 (包括 波动 ) 的 动能 kg:m/s 
k 热传导 系数 wl(m:K) 

波 数 1/m 


kn 二 0,1,2… 组 分 A 参加 级 化 学 反应 的 系数 
ko 零 级 化 学 反应 系数 ”mol/(m 's) 
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hb ”一 级 化 学 反应 系数 l/s 
L 升力 N 
KE m 
Le 刘易斯 数 
1 混合 长 m 
KE m 
EZK m 
M 动量 kg'm/s 
КЕД 
MA 组 分 A 的 分 子 量 kg/mol 
M, 物体 质量 kg 
M; 物体 所 排 开 流体 的 质量 kg 


Mm 动量 矩 kg'm/s 
My 激 波 马赫 数 


М, 外 力矩 kg'm2z/s ,Nm 
ИЕ 

М, 空间 偶 极 矩 

т 流体 质量 kg 
偏心 矩 


Mo 变换 在 无 穷 远 处 的 微分 值 
NA = сд д 组 分 A 相对 于 固定 坐标 系 每 单位 面积 的 摩尔 流量 moll(m°:s) 


Na Na WAE moll(m2:s) 

Nu 努 塞 尔 数 

Ñu 长 度 为 ! 内 的 平均 努 塞 尔 数 

п 单位 法 向 矢量 | . 
ПА = DAU А 组 分 A 相对 于 固定 坐标 系 每 单位 面积 的 质量 流量 kg/(m*s) 
na na 的 模 量 kg/(m *s) 

P 正 压 函 数 m/s 

Р 应 力 张 量 N/m 

Р.Е. ”流体 (包括 波动 ) 的 势能 kg*m?/s 
Pé 佩 克 里 数 

Рё 传 质 佩 克 里 数 

Pr 普 朗 特 数 

Pr, ЛАК 

b 压强 Pa 

Pa 大 气压 强 Ра 


Po 背 压 强 Pa 
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Ёе 出 口 压强 Ра 
Pa 表面 应 力 矢 量 N/m 
ps 应 力 分 量 ”N/m ;第 一 下 标 表示 应 力作 用 面 的 法 线 方向 ;第 二 下 标 表示 该 应 力 的 
投影 方向 I 
Q 热量 J 
Q, 系统 中 每 单位 体积 流体 增加 或 减少 的 热量 wim 
Q, 热流 量 w 
Qn 质量 流量 kg/s mol/s 
О, 污染 源 强度 mol/s 
点 源 或 点 汇 强度 m/s 
Q. t 时 间 内 排放 的 总 污染 物 量 ”mol 
О, 体积 流量 m/s i 
Ош 时 间 е 内 沿 y 方向 为 单位 长 , 沿 z 与 y 方 向 均 为 从 - co # + co 内 所 排放 的 污染 物 
量 mo/m 
Qi і=х,у,23; 时 间 上 内 沿 i 方 向 每 单位 横 截面 积 从 — ce 至 + co 排放 的 污染 物 量 
mol/m? 
每 单位 面积 的 热流 量 wm 
无 量 纲 流量 函数 
速度 m/s 
比 湿 即 单位 质量 空气 中 含有 的 水 汽 质量 
4 每 单位 面积 的 质量 流量 kg/(m?*s) moll(m?:s) 
qw 壁 处 每 单位 面积 的 热流 量 wm 
да 壁 长 为 /内 每 单位 面积 的 平均 热流 量 wm 
q” 每 单位 面积 的 无 量 纲 热 流量 
q. 每 单位 时 间 传 人 每 单位 质量 流体 的 辐射 热 ”w/kg 
R 气体 常数 m°'|(š К) 
半径 m 
曲率 半径 m 
R (т) 相关 系数 
RA 每 单位 时 间 每 单位 体积 内 组 分 A 的 摩尔 生成 量 mo/(m 's) 
Re 雷诺 数 ' 
Ке 复数 实 部 
Ri 理 查 森 数 
R, 波动 阻力 N 
Re т=х,1,‚,б„,'” 以 i 为 特征 长 度 的 雷诺 数 
(Resm )a 不 稳定 点 的 临界 雷诺 数 


(Re,)cr | 过 渡 点 的 临界 雷诺 数 
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г(х,у,) 位 置 矢量 (分 量 ) m 
r 半径 m 
复数 z 的 模 


7,0, 柱 坐 标 系 中 的 自 变量 
R,0,4 球 坐 标 系 中 的 自 变量 


ra 每 单位 时 间 每 单位 体积 内 组 分 A 的 质量 生成 量 kgm *s) 
S 应 变 率 张 量 1/s 
s 5 {й ЖЕЙ ЖИЙ mm/(s *K),J/(kg*K) 
面积 m 
® 
区 域 边界 
Sc 施 米 特 数 
Sh 全 伍德 数 
Sh 平均 舍 伍 德 数 
St 传 热 斯 坦 顿 数 
Stm 传 质 斯 坦 顿 数 
St) dri ii ЙЕ ЖЕЙН 
Str 斯 特 劳 哈 尔 数 
Т 温度 K 
波 周期 s 
t 时 间 5 


о (u,v, w) 速度 矢量 (分 量 ) m/s 
混合 物 的 质量 平均 速度 矢量 m/s 
ОА 组 分 A 的 速度 矢量 ms 
о" 混合 物 的 摩尔 平均 速度 矢量 ”my/s 
v 速度 模 ms 
ШФ п/к 
vr 终极 速度 ms 
vx u, 摩擦 速度 m/s . 
uCs BAEREN mol/(m 5) 
H :=1,2,3,и =V u? ЕЛЕ: Jr ÉI BAERI ARDE 
V. 体积 m ` 
U, > Ug > Uz 柱 坐 标 系 中 的 速度 分 量 ms 
UR > 09 > UX 球 坐 标 系 中 的 速度 分 量 m/s 
w 功 J,Nem 
复 势 
We 韦伯 数 


х,у›,® 直角 坐标 系 中 的 自 变量 
х0, Yo 涡 对 的 惯性 中 心 
У ЋЕ m 
z 物理 平面 
复 自 变 量 
@ 热 扩散 率 (或 系数 ) m/s 
角度 rad 
声速 与 滞 止 声速 之 比 
al 福 尔 克 纳 — 斯 坎 方程 中 的 常数 
аз 最 小 不 稳定 波 频率 1/5 
a' MARAT КОЕ ( Ж) m/s 
8 流体 膨胀 系数 ”1/K 
Bi 福 尔 克 纳 一 斯 坎 方 程 中 的 常数 
В (9.7.2a) 式 中 定义 的 函数 
Г 速度 环 量 m/s 
7 比 热 比 
Š ЖЖ rad 
平板 涡 扩 散 距离 。m 
ó, 浓度 边界 层 名 义 厚 度 m 
д4 速度 边界 层 位 移 厚度 m 
Š, ЛЛ ЖААНЫ m 
бм 浓度 边界 层 浓 度 厚度 m 
Òm 速度 边界 层 动量 厚度 m 
Ó, 温度 边界 层 名 义 厚度 m 
б, 速度 边界 层 名 义 厚度 m 
ç 盐 度 
映射 平面 
є 汕 能 耗 散 率 m/s 
密度 与 滞 止 密度 之 比 
i 无 量 纲 自 变量 
相似 性 变量 
0 角度 变量 
角度 rad 
A(X) 无 量 纲 第 一 形 参数 
5 波长 m 
无 量 纲 速度 系数 


体 膨 胀 (或 第 二 ) 粘 度 系数 М/о 
圆 管 阻力 系数 ( 达 西 摩擦 因子 ) 
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и 粘度 系数 N:-slm°;Pa-s;kgl(m:s) 
马赫 角 rad 

“ (ВА) Nem 

v 运动 粘度 系数 或 动量 扩散 率 ( 或 系数 ) m/s 

у! ИСА) ЕУ RERA) m/s 

2,1,5 正 交 直角 坐标 系 中 的 方向 参量 m 

x 体力 势 m/s 
压强 冲 量 з/п 
压强 与 河 止 压强 之 比 

p 密度 ”kg/m 

pA 混合 物 中 组 分 A 的 质量 (或 密度 ) 浓 度 ”kg/m 

рио’ WAAR EERE 23 ТЕТЕ СЯ) kg/ (m/s) 

> 西 格 马 效应 

а 表面 张力 N/m 
空 化 数 

б; ї=х,у,к i 方向 的 标准 偏差 m 

в? 标准 偏差 m 

г 前 应 力 N/m ,kg/(ms ) 
体积 或 空间 区 域 m 
Уж 2 

т, 壁 前 应 (或 摩擦 ) 力 kg/(m's) 

Т. 总 的 壁 前 应 (或 摩擦 ) 力 kgl(m's) 

Ф 耗 散 函数 m/s 

#,ф 速度 势 ”m/s 

ф 流 函数 m/s 

о 角速度 矢量 rads 

0 角速度 标量 rad/s 

0, 间歇 因子 

o 涡 量 矢量 1/5 

w 涡 量 标量 1/5 
圆 频率 15 


w ,wy,w。 ”直角 坐标 系 中 涡 量 的 分 量 1/s ' 
W, > We » ws 柱 坐 标 系 中 涡 量 的 分 量 1% 


上 标 与 下 标 符号 


无 量 纲 距离 


yt == 无 量 纲 距 离 
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wy Te 无量 纲 量 
CR e° 无 穷 远 处 值 
Us Tes hs 边界 层 上 缘 外 侧 值 
Tw qu, Tw CAS 壁 处 值 
Т. =—1— 摩擦 温度 
CppU x 
LT Е T-T. 
T = 二 -一 地 -或 二 一 地 无 量 纲 温度 
Т-Т,, тет, 
т'=72—7-07——77 。 无 量 纲 温度 


ci = SA — A= 和 ci еск 组 分 A 的 无 量 纲 摩尔 浓度 


(С) 国际 单位 (SI) 制 


SI 单位 量 名 单位 缩写 - 公式 

SI 基本 单位 长 度 米 m 一 
质量 千克 (公斤 ) kg 
时 间 秒 s — 
温度 开 ( 尔 文 ) K — 
物质 量 摩 ( 尔 ) mol 一 

SI 辅助 单位 平面 角 弧度 rad 

SI 导出 单位 力 牛 ( 顿 ) N kg m/s 
能 量 焦 ( 耳 ) ] N:m 
功率 瓦 ( 特 ) w J/s 
压强 (ЖЕ) Ра N/m? 
功 焦 ( 耳 ) J N:m 
频率 (Ж) Hz 1% 
热流 量 瓦 ( 特 ) w J/s 

SI 常用 词 头 词 头 ( 英 ) 乘 数 缩写 
Jk (тера — ) 10° M 
千 (kilo- ) 10° k 
Jš (centi — )” 10 ° c 
Æ (milli — ) 107° т 
(тісто — ) 107° m 


* 尽 可 能 时 避免 使 用 . 


气体 


出 


(D) 某 些 常见 流体 的 热 物 理性 质 


(D) 某 些 常 见 流体 的 热 物 理性 质 


表 D.1 气体 的 热 物理 性 质 (在 大 气压 ) 


AA 


кїн? Кы K) N'n? 


3.556 2 
2.336 4 
1.7458 
1.394 7 


1. 


161 4 


0.995 0 
0.8711 
0.774 0 
0.696 4 
0.632 9 


0.580 4 
0.535 6 
0.4975 
0.464 3 
0.435 4 


0.409 7 
0.386 8 
0.366 6 
0.348 2 
0.316 6 


0. 
0. 


0 


290 2 
267 9 


.248 8 
0. 
0. 


232 2 
2177 


0.204 9 


0. 
.183 3 
.1741 
.165 8 


193 5 


158 2 
1513 
144 8 


.138 9 
.113 5 


和 


71.1 
103.4 
132.5 
159.6 
184.6 


208.2 
230.1 
250.7 
270.1 
288.4 


305.8 
322.5 
338.8 
354.6 
369.8 


384.3 
398.1 
411.3 
424.4 
449.0 


473.0 
496.0 
530 
557 
584 


611 
637 
663 
689 
715 


740 
766 
792 
818 
955 


у+106 
mls 


2.00 

4.426 

7.590 
11.44 
15.89 


20.92 
26.41 
32.39 
38.79 
45.57 


52.69 
60.21 
68.10 
76.37 
84.93 


93.80 
102.9 
112.2 
121.9 
141.8 


162.9 
185.1 
213 


. 240 
| 268 


6-10 а*10° 
W/(m'K) m/s 
9.34 2.54 
13.8 5.84 
18.1 10.3 
22.3 15.9 
26.3 22.5 
30.0 29.9 
33.8 38.3 
37.3 47.2 
40.7 56.7 
43.9 66.7 
46.9 76.9 
49.7 87.3 
52.4 98.0 
54.9 109 
57.3 120 
59.6 131 
62.0 143 
64.3 155 
66.7 168 
71.5 195 
76.3 224 
82 238 
91 303 
100 350 
106 390 
113 435 
120 482 
128 534 
137 589 
147 646 
160 714 
175 783 
196 869 
222 960 
486 1 570 
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Pr 


0.786 
0.758 
0.737 
0.720 
0.707 


0.700 
0.690 
0.686 
0.684 
0.683 


0.685 
0.690 
0.695 
0.702 
0.709 


0.716 
0.720 
0.723 
0.726 
0.728 


0.728 
0.719 
0.703 
0.685 
0.688 


0.685 
0.683 
0.677 
0.672 
0.667 


0.655 
0.647 
0.630 
0.613 
0.536 


. 354 + 附 录 
续 表 D.1 
气体 T p cp p10 vy°10 k10 a'l 
K kg/m kJ/(kg:K) N sm m/s W/mK) ms Pr 
300 0.6894 2.158 101.5 14.7 24.7 16.6 0.887 
320 0.6448 2.170 109 16.9 27.2 19.4 0.870 
= 340 0.6059 2.192 116.5 19.2 29.3 22.1 0.872 
360 0.5716 2.221 124 21.7 31.6 24.9 0.872 
380 0.5410 2.254 131 24.2 34.0 27.9 0.869 
400 0.5136 2.287 138 26.9 37.0 31.5 0.853 
420 0.4888 2.322 145 29.7 40.4 35.6 0.833 
440 0.4664 2.357 152.5 32.7 43.5 39.6 0.826 
460 0.4460 2.393 159 35.7 46.3 43.4 0.822 
480 0.4273 2.430 166.5 39.0 49.2 47.4 0.822 
500 0.4101 2.467 173 4.2 52.5 51.9 0.813 
520 0.3942 2.504 180 45.7 54.5 55.2 0.827 
NH; 540 0.3795 2.540 186.5 49.1 57.5 59.7 0.824 
560 0.3708 2.577 193 52.0 60.6 63.4 0.827 
580 0.3533 2.613 199.5 56.5 63.8 69.1 0.817 
280 1.9022 0.830 140 7.36 15.20 9.63 0.765 
300 1.7730 0.851 149 8.40 16.55 1.0 0.766 
320 1.6609 0.872 156 9.39 18.05 12.5 0. 754 
340 1.5618 0.891 165 10.6 19.70 14.2 0.746 
а 360 1.4743 0.908 173 11.7 21.2 15.8 0.741 
m 380 1.3961 0.926 181 13.0 22.75 17.6 0.737 
400 1.3257 0.942 190 14.3 24.3 19.5 0.737 
化 450 1.1782 0.981 210 17.8 28.3 24.5 0.728 
碳 500 1.0594 1.02 231 21.8 32.5 30.1 0.725 
co, 550 0.9625 1.05 251 26.1 36.6 36.2 0.721 
600 0.8826 1.08 270 30.6 40.7 42.7 0.717 
650 0.8143 1.10 288 35.4 44.5 4.7 0.712 
700 0.7564 1.13 305 40.3 48.1 56.3 0.717 
750 0.7057 1.15 321 45,5 51.7 63.7 0.714 
800 0.6614 1.17 337 51.0 55.1 71.2 0.716 
200 1.6888 1.045 127 7.52 17.0 9.63 0.781 
220 1.5341 1.044 137 8.93 19.0 11.9 0.753 
= 240 1.4055 1.043 147 10.5 20.6 14.1 0.744 
氧 260 1.2967 1.043 157 12.1 22.1 16.3 0.741 
化 280 1.2038 1.042 166 13:8 23.6 18.8 0.733 
g 30 1.1233 1.043 175 15.6 25.0 21.3 0.730 
со 320 1.0529 1.043 184 17.5 26.3 23.9 0.730 
30 0.9909 1.044 193 19.5 27.8 26.9 0.725 
360 0.9357 1.045 202 21.6 29.1 29.8 0.725 
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续 表 D.1 
ч T o с, и"107 0:105 2:100 a'lo 
K kglm’ KJ/(kg*K) Мт? m/s W/(mK) m/s Pr 
380 0.8864 1.047 210 23.7 30.5 32.9 0.729 
400 0.8421 1.049 218 25.9 38 36.0 0.719 
— 450 0.7483 1.055 237 31.7 35.0 443 0.714 
= 500 0.67352 1.065 254 37.7 381 531 0.710 
化 550 0.61226 1.076 271 4.3 4.1 62.4 0.710 
í 600 0.56126 1.088 286 51.0 440 72.1 0.707 
СО 650 0.51806 1.101 301 58.1 470 84 0.705 
700 0.48102 1.114 315 65.5 5.0 93.3 0.702 
750 0.448 99 1.127 329 73.3 52.8 104 0.702 
800 0.42095 1.140 343 81.5 55.5 116 0.705 
100 0.4871 5.193 963 198 730 28.9 0.686 
120 0.4060 5.193 107 26.4 81.9 388 0.679 
140 0.3481 5.193 118 33.9 907 50.2 0.676 
160 — 5.193 129 = 9.2 — = 
180 0.2708 5.193 139 51.3 1072 762 0.673 
200 — 5.193 150 一 115.1 — = 
220 0.2216 5.193 160 72.2 123.1 107 0.675 
x 240 — 5.193 170 一 130 一 一 
260 0.1875 5.193 180 9.0 137 141 0.682 
280 — 5.193 190 一 145 一 一 
300 0.1625 5.193 199 122 152 180 0.680 
350 — 5.193 221 一 170 一 = 
400 0.1219 5.193 243 199 187 295 0.675 
450 5.193 263 一 204 = 
500 0.097 54 5.193 283 290 220 434 0.668 
Не 550 — 5.193 — 一 一 一 二 
600 — 5.193 320 一 252 一 一 
I 650 — 5.193 332 : 一 264 一 一 
700 0.06969 5.193 350 ` 502 278 768 0.654 
750 ”一 5.193 364 — 291 一 一 
800 — 5.193 38 ， 一 304 == “Т чт 
900 — 5.193 44 ` 一 330 一 一 
1000 0.04879 5.193 446 ` 914 354 1400 0.654 
100 0.24255 11.23 421 17.4 67.0 24.6 0.707 
< 150 0.16156 12.60 56.0 34.7 101 49.6 0.699 
200 0.12115 13.54 681 56.2 131 79.9 0.704 
н, 250 0.09693 14.06 78.9 81.4 157 115 0.707 
300 0.08078 14.31 896 11 183 158 0.701 
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气体 


H 


N 


T р Cp и*107 
К kg/m К/(К&°К) N'n? 
350 0.069 24 14.43 98.8 
400 0.060 59 14.48 108.2 
450 0.053 86 14.50 117.2 
500 0.048 48 14.52 126.4 
550 0.044 07 14. 53 134.3 
600 0.040 40 14. 55 142.4 
700 0.034 63 14.61 157.8 
800 0.030 30 14.70 172.4 
900 0.026 94 14.83 186.5 
1000 0.024 24 14.99 201.3 
1 100 0.022 04 15.17 213.0 
1 200 0.020 20 15.37 226.2 
1 300 0.018 65 15.59 238.5 
1400 0.017 32 15.81 250.7 
1 500 0.01616 16.02 262.7 
1600 0.0152 16.28 273.7 
1700 0.0143 16.58 284.9 
1 800 0.013 5 16.96 296.1 
1900 0.0128 17.49 307.2 
2 000 0.0121 18.25 318.2 
100 3.438 8 1.070 68.8 
150 2.259 4 1.050 100.6 
200 1.6883 1.043 129.2 
250 1.348 8 1.042 154.9 
300 1.1233 1.041 178.2 
350 0.962 5 1.042 200.0 
400 0.842 5 1.045 220.4 
450 0.748 5 1.050 239.6 
500 0.6739 1.056 257.7 
550 0.612 4 1.065 274.7 
600 0.561 5 1.075 290.8 
700 0.4812 1.098 321.0 
800 0.4211 1.122 349.1 
900 0.3743 1.146 375.3 
1 000 0.336 8 1.167 399.9 
1100 0.3062 1.187 1423.2 
1200 0.2807 1.204 1445.3 
1300 0.2591 1.219 466.2 


y*105 


mls 


143 
179 
218 
261 
305 


352 
456 
569 
692 
830 


966 
1 120 
1 279 
1 447 
1 626 


1 801 
1 992 
2 193 
2 400 
2 630 


2.00 
4.45 
7.65 
11.48 
15.86 


20.78 
26.16 


: 32.01 


:38.24 


44.86 


‚51.79 
66.71 


` 82.90 


k10 
W/(m'K) 


204 
226 
247 
266 
285 


305 
342 
378 
412 
448 


488 
528 
568 
610 
655 


697 
742 
786 
835 
878 


9.58 
13.9 
18.3 


续 表 D.1 
@*10% 
m/s Pr 
204 0.700 
258 0.695 
316 0.689 
378 0.691 
445 0.685 
519 0.678 
676 0.675 
849 0.670 
1 030 0.671 
1 230 0.673 
1 460 0.662 
1 700 0.659 
1 955 0.655 
2 230 0.650 
2 530 0.643 
2 815 0.639 
3 130 0.637 
3 435 0.639 
3 730 0.643 
3 975 0.661 
2.60 0.768 
5.86 0.759 
10.4 0.736 
15.8 0.727 
22.1 0.716 
29.2 0.711 
37.1 0.704 
45.6 0.703 
54.7 0.700 
63.9 0.702 
73.9 0.701 
94.4 0.706 
116 0.715 
139 0.721 
165 0.721 
193 0.718 
224 0.707 
256 0.701 
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续 表 0.1 
气体 T р cp 107 v+ 106 6-10 а +10 
K kg/m?’ kJ/(kg:K) N:sfm2 m/s WI(m:K) mis Pr 
100 3.945 0.962 76.4 1.94 9.25 2.44 0.796 
150 2.585 0.921 114.8 4.44 13.8 5.80 0.766 
200 1.930 0.915 147.5 7.64 18.3 10.4 0.737 
250 1.542 0.915 178.6 11.58 22.6 16.0 0.723 
300 1.284 0.920 207.2 16.14 26.8 22.7 0.711 
氧 
350 1.100 0.929 233.5 21.23 29.6 29.0 0.733 
400 0.9620 0.942 258.2 26.84 33.0 36.4 0.737 
450 0.855 4 0.956 281.4 32.90 36.3 44.4 0.741 
500 0.7698 0.972 303.3 39.40 41.2 55.1 0.716 
550 0.699 8 0.988 324.0 46.30 44.1 63.8 0.726 
600 0.6414 1.003 343.7 53.59. 47.3 73.5 0.729 
700 0.5498 1.031 380.8 69.26 52.8 93.1 0.744 
Q 800 0.4810 1.054 415.2 86.32 58.9 116 0.743 
900 0.4275 1.074 447.2 104.6 64.9 141 0.740 
1000 0.3848 1.090 477.0 124.0 71.0 169 0.733 
1100 0. 349 8 1.103 505.5 144.5 75.8 196 0.736 
1200 0.3206 1.115 532.5 166.1 81.9 229 0.725 
1 300 0.2960 1.125 588.4 188.6 87.1 262 0.721 
380 0.586 3 2.060 127.1 21.68 24.6 20.4 1.06 
400 0. 554 2 2.014 134.4 24.25 26.1 23.4 1.04 
450 0.490 2 1.980 152.5 31.11 29.9 30.8 1.01 
水 500 0.4405 1.985 170.4 38.68 33.9 38.8 0.998 
550 0.4005 1.997 188.4 47.04 37.9 47.4 0.993 
Ж 600 0.3652 2.026 206.7 56.60 42.2 57.0 0.993 
650 0.338 0 2.056 224.7 66.48 46.4 66.8 0.996 
< 700 0.3140 2.085 242.6 77.26 50.5 77.1 1.00 
750 0.2931 2.119 260.4 88.84 54.9 88.4 1.00 
800 0.2739 2.152 278.6: 101.7 59.2 100 1.01 
850 0.2579 2.186 296.9 115.1 63.7 113 . 1.02 
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表 D.2 饱和 液体 的 热 物理 性 质 
液体 Т p А p10 0:108 2-10 a0 8:10 
kg/m? KJ/(kg*K) N:sf2 m/s W|(m-K) m/s Pr к! 
273 899.1 1.796 385 4 280 147 0.910 47000 0.70 
280 895.3 1.827 217 2 430 144 0.880 27500 0.70 
290 890.0 1.868 99.9 1120 145 0.872 1290 0.70 
300 884.1 1.909 48.6 550 145 0.859 6400 0.70 
#9 | 310 877.9 1.951 25.3 288 145 0.847 3400 0.70 
320 871.8 1.993 14.1 161 143 0.823 1965 0.70 
330 865.8 2.035 8.36 96.6 141 0.800 1205 0.70 
340 859.9 2.076 5.31 61.7 139 0.779 793 0.70 
# | 350 853.9 2.118 3.56 4.7 138 0.763 5466 0.70 
360 847.8 2.161 2252 29.7 138 0.753 395 0.70 
370 841.8 2.206 1.86 22.0 137 0.738 30 0.70 
380 836.0 2.250 1.41 16.9 136 0.723 233 0.70 
390 830.6 2.294 1.10 13.3 135 0.709 187 0.70 
? \ 
400 825.1 2.337 0.874 10.6 134 0.695 152 0.70 
410 818.9 2.381 0.698 8.52 133 0.682 125 0.70 
420 812.1 2.427 0.564 6.94 133 0.675 103 0.70 
430 806.5 2.471 0.470 5.83 132 0.662 88 0.70 
SEN АЕННАН ЕЕЕ ana a= 
273 1130.8 2.294 6:51 57.6 242 0.933 617 0.65 
280 1 125.8 2.323 4.20 37.3 244 0.933 400 0.65 
290 1118.8 2.368 2.47 22.1 248 0.936 236 0.65 
Z | 300 1111.4 2.415 1.57 14.1 252 0.939 151 0.65 
醉 | 310 1103.7 2.460 1.07 9.65 255 0.939 103 0.65 
О | 320 1096.2 2.505 0.757 6.91 258 0.940 73.5 0.65 
m | 330 1089.5 2.549 0.561 5.15 260 0.936 55.0 0.65 
合 | 340 1083.8 2.592 0.431 3.98 261 0.929 42.8 0.65 
= 
` 350 1079.0 2.637 0.342 3.17 261 0.917 34.6 0.65 
360 1074.0 2.682 0.278 2.59 261 0.906 28.6 0.65 
370 1066.7 2.728 0.228 2.14 262 0.900 23.7 0.65 
373 1058.5 2.742 0.215 2.03 263 0.906 22.4 0.65 
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续 表 D.2 
液体 T о с 10 v10 k10 107 В-10° 
K kg/m? kJ/(kg:K) N:sfm2 m/s W/(m:K) ml/s Pr к 
甘 | 273 1276.0 2.261 1 060 8 310 282 0.977 85000 0.47 
油 | 280 1271.9 2.298 534 4 200 284 0.972 43200 0.47 
О | 290 1266.8 2.367 185 1 460 286 0.955 15300 0.48 
T | 300 1259.9 2.427 79.9 634 286 0.935 6780 0.48 
Е 310 1253.9 2.490 35.2 281 286 0.916 3060 0.49 
2 | 320 1247.2 2.564 21.0 168 287 0.897 1870 0.50 
230 1 528.4 0.8816 0.0457 0.299 68 0.505 5.9 1.85 
240 1 498.0 0.8923 0.0385 0.257 69 0.516 5.0 1.90 
Ж 
250 1 469.5 0.9037 0.0354 0.241 70 0.527 4.6 2.00 
利 260 1439.0 0.9163 0.0322 0.224 73 0.554 4.0 2.10 
易 | 270 1407.2 0.9301 0.0304 0.216 73 0.558 3.9 2.25 
a | 280 1374.4 0.9450 0.0283 0.206 73 0.562 3.7 2.35 
Q | 290 1340.5 0.9609 0.0265 0.198 73 0.567 3.5 2.55 
E 
300 1305.8 0.9781 0.0254 0.195 72 0.564 3.5 2.75 
310 1268.9 0.9963 0.0244 0.192 69 0.546 3.4 3.05 
320 1228.6 1.0155 0.0233 0.190 68 0.545 3.5 3.5 
273 13595 0.1404 0.1688 0.1240 8180 42.85 0.0290 0.181 
300 13529 0.1393 0.1523 0.1125 8540 45.30 0.0248 0.181 
Ж | 350 13407 0.1377 0.1309 0.0976 9180 49.75 0.0196 0.181 
400 13287 0.1365 0.1171 0.0882 9800 54.05 0.0163 0.181 
银 | 450 13167 ` 0.1357 0.1075 0.0816 10400 58.10 0.0140 0.181 
Hg | 500 13048 0.1353 0.1007 0.0771 10950 61.90 0.0125 0.182 
550 12929 0.1352 0.0953 0.0737 11450 65.55 0.0112 0.184 
600 12809 0.1355 0.0911 0.0711 11950 68.80 0.0103 0.187 
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表 D.4 液态 金属 的 热 物 理性 质 


成 分 熔点 T о с, v10 2:10 а 10 
К K kg/m? kJ/kg'K m/s W/(m:K) m/s Pr 
(в) 544 589 10011 0.1444 1.617 16.4 0.138 0.0142 


811 9739 0.1545 1.133 15.6 1.035 0.0110 


1033 9467 0.1645 0.834 3 15.6 1.001 0.0083 
$t (Pb) 600 644 10540 0.159 2.276 16.1 1.084 0.024 
755 10 412 0.155 1.849 15.6 1.223 0.017 
977 10 140 一 1.347 14.9 一 一 
钾 (K) 337 422 807.3 0.80 4.608 45.0 6.99 0.0066 
700 741.7 0.75 2.397 39.5 7.07 0.0034 
977 674.4 0.75 1.905 33.1 6.55 0.0029 
钠 (Na) 371 366 929.1 1.38 7.516 86.2 6.71 0.011 
644 860.2 1.30 3.270 72.3 6.48 0.0051 
977 778.5 1.26 2.285 59.7 6.12 0.0037 
М№К(45%/55%) 292 366 887.4 1.130 6.522 25.6 2.552 0.026 
644 821.7 1.055 2.871 27.5 3.17 0.0091 
977 740.1 1.043 2.174 28.9 3.74 0.0058 
М№К(22%/78%) 262 366 849.0 0.946 5.797 24.4 3.05 0.019 
672 775.3 0.879 2.666 26.7 3.92 0.0068 
1 033 690.4 0.883 2.118 一 一 一 
РЬВ(44.5%/55.5%) 398 422 10 524 0.147 — 9.05 0.586 一 
644 10236 0.147 1.496 11.86 0.790 0.189 
922 9835 — 1.171 一 一 一 
水 银 234 见 表 D.2 


RDS 双 组 分 扩散 系数 (在 大 气压 ) 


WIRA 溶剂 B T Das 


(K) (m/s) 
氨 (NH5 ) 空气 298 0.28х107* 
H,O 空气 Я 298 0.26х10`* 
СО, 空气 298 0.16х107* 
H, | 空气 2% 0.41x10-4 
气体 | O, 空气 | 298 0.21х10`* 
丙酮 空气 ' 273 0.11x10 
Ж 空气 298 0.88<x10 
Ж 空气 300 0.62x10 
Ar N, 293 0.19x10 
H, O, 273 0.70x10 3 
H, N, 273 0.68x 107! 
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续 表 D.5 
Т Das 
溶质 A 溶剂 B (K) быз 
H СО, 273 0.55x 10 “ 
СО, М. 293 0.16x10™ 
气体 Ü Ж 
СО, О, 273 0.14х10 
О, N 273 0.18x10 
咖啡 碱 H,O 298 0.63x10 ° 
酒精 H,O 298 0.12x<10 š 
葡萄 糖 H,O 298 0.69x 107° 
甘油 ` H,O 298 0.94x10 ° 
丙酮 њо 298 0.13x 1078 
稀 溶液 | СО, H,O 298 0.20x10 8 
O, H,O 298 0.24x10 š 
H, HO 298 0.63x10 ° 
N, О 298 0.26x10 ° 
食盐 (NaCl) HO 288 1.1х10°° 
高 锰 酸 钾 (KMnO, ) H,O 288 1.4х10`? 
О, 硫化 橡胶 298 0.21x10 ° 
N 硫化 橡胶 298 0.15х10`* 
СО, 硫化 橡胶 ‚298 0.11x10 ° 
固体 | He SiO, 293 0.4x 107" 
H, Fe 293 0.26x10 
Cd Cu 293 0.27x 10! 
Al Cu 293 0.13х107° 
Н, 塑料 膜 298 0.87x1077 
— DE 一 a 
(Е) 正 交 曲线 坐标 系 中 的 流体 力学 运动 方程 组 
一 、 正 交 曲 线 坐标 系 


空间 任 一 点 ,可 用 直角 坐标 系 的 三 个 坐标 数 z、y*z( 或 ri, za,zs ) 表 示 。 若 有 另 一 组 数 
41,92,93 存在 ,使 u 
Ti = {бал ›чз,›аз),Ё = 1,2,3 (E.1) 
B q: = ф(ху,х;ухз),ї = 1,2,3, (Е.2) 
即 z, 与 4 之 间 的 关系 是 一 对 一 的 ,出 空间 任 一 点 也 可 用 а, ,gz ,9 这 三 个 数 来 表示 ,这 三 个 
数 qi 93 称 为 曲线 坐标 . 
=, 5q 一 一 对 应 的 条 件 是 
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9zl 9zl Әдл, 

даі 24: Iq 

J= (58) |922 E ер =. (Е.3) 

да\ 94 доз 

与 直角 坐标 系 一 样 ,q; = 常数 组 成 三 个 坐标 面 ,车 这 三 个 坐标 面 互相 正 交 , 则 称 这 三 个 坐 

标 为 正 交 曲线 坐标 ,由 这 三 个 坐标 来 确定 空间 位 置 的 参考 系 , 称 为 正 交 曲 线 坐 标 系 . 

正 交 曲线 坐标 系 中 最 常见 的 是 直角 坐标 系 、 柱 坐标 系 及 
球 坐 标 系 . 

柱 坐 标 r.0.z 与 直角 坐标 x、y、z 有 下 列 一 一 对 应 关系 
( 见 图 E.1): 


3 Z +y, 


х = rcos 0, 
G- rsin 0 === 0 = arctan 之 ， (E.4) 
z = z, Е 
z = z. 
球 坐 标 R、9、4 与 直角 坐标 z、y\z 有 下 列 一 一 对 应 关系 
(Ж Е.1): 图 E.1 
R= уі? ty +=, 
x = Rsin дсоѕ А, g = М 
上 -sme 一 алса Гра + уй +?! (Е.5) 
z = Ros 0, 


À = arctan 2. 
х 


二 、 拉 梅 系数 


坐标 面 两 两 相交 的 曲线 ,组 成 三 个 坐标 轴线 gl gz .93 ,在 坐标 轴线 g; 上 ,只 有 坐标 qi 
改变 , 另 两 个 坐标 不 变 . 沿 三 个 坐标 轴 的 切线 且 指 向 q, 值 增加 的 方向 的 单位 矢量 , 称 为 坐标 
轴 单 位 矢量 ,以 e 表示 ( 见 图 E.2). 一 般 来 说 ,e; 的 方向 将 随 空间 位 置 而 改变 ,例如 ,在 柱 坐 


图 E.2 


标 系 中 ,x 坐标 轴 上 的 单位 矢量 e, 及 0 坐标 轴 上 的 单位 矢量 e, ,在 不 同 空间 点 上 是 不 同 的 . 
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这 与 直角 坐标 系 的 情况 不 一 样 . 
设 空间 中 一 点 M, 可 以 用 以 指定 点 为 原点 的 矢 径 R б: 
R = <i + yj + zk 
= (41,42,93). (Е.6) 
改变 g; M R 也 将 随 之 改变 . 由 图 E.3 知 ,3R/3g; 将 指向 e; 77 
向 . 车 设 其 大 小 为 h; , 则 
aR 


29, = һе;. (Е.7) 
йш, ER А = 19R/3g; | h: 称 为 拉 梅 系数 , 它 等 于 图 E.3 
дх \? ду V2 Jz \° 
AJEET EI єз 
(E.7) 式 也 可 写 为 
а= не (Е.9) 


((E.7) 及 (E.9) 式 中 两 个 i 并 不 表示 求 和 ,以 后 对 h 中 之 i 约定 不 求 和 ) 后 面 将 看 到 , 拉 梅 系 
数 h. 在 曲线 坐标 中 是 一 个 重要 的 数 . 


由 计算 知 ,在 柱 坐 标 中 ， 
hı = h, = 1, = h = r,hs = h, = 1, (E.10) 
在 球 坐标 中 
һу = hg = l,h> = ha = R,hs = h, = Rsin 0, (E.11) 
由 式 (E.6)， 


ƏR 9 9 
dR= 39:99 + 94а + JE dq; = hieidq; + hzezdqz + Һзездз 
=. hie: dq, = аѕ;е; . (E.12) 
3 
上 式 中 乘积 项 有 两 重复 指标 i( 除 h, ) ,约定 应 i=1,2,3 求 和 > ,以 下 同 .显然 ， 
+= 


| dR |= v ds} + ds2 + 453 
= V (hidqi)° + (А09) + (hsdq,), (E.13) 
其 中 ds, 为 坐标 轴 上 线 元 长 . `. 
由 此 线 元 ds; = h, dg, 组 成 的 在 各 坐标 面 上 的 面 元 do, 为 
do, = һ.һзд4 43, š 
do; = Азћ, 43191, (E.14) 
das = hı hıdqıdq2. 
由 此 线 元 组 成 的 体 元 为 Е 
dV = А, А, Аз9, 192093. (Е. 15) 
对 柱 坐标 ,相应 有 ( 见 图 下 .4) 
线 元 :dr,rdb ,dz， 
面 元 :rdbdr ,drdz ,rd0dz， š (E.16) 
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体 元 :rdrd9dz. 
对 球 坐标 ,相应 有 ( 见 图 E.4) 
#G:dR ,Rd0,Rsin 0dà 
面 元 :Rdb ,Rsin 9dA ,dR ;Rsin 6dA ,dR ,Rd0, (E.17) 
体 元 :dR ,Rd0,Rsin 00А. 


三 、 坐 标 轴 单 位 矢量 的 微 商 


后 面 将 用 到 坐标 轴 单 位 矢量 e, 的 微 商 3e:/aa . 
这 里 将 先 证 明 ,对 Z; 及 i=j 两 种 情况 分 别 有 
де, 1 дА, 5 l 
24 hy Әб, 9). 
де, де 1 дА 1 дА Е f 
29, == (Eie +t Ha) гут. 
在 后 一 式 中 ,大 写 指 标 即 使 重复 也 不 求 和 , 且 J 5 K 


为 依 1.2.3 顺序 取 了 值 之 后 的 两 依次 值 ,例如 : 图 E.4 
де 1 3h 1 аһ, 
ат ет es + Fe). 
现 证 明之 : 
(1) 1523 时 
由 


有 
а 
Зане Е 
或 
де y hin «86. ӨН 
Ja + 506 = ® за * 399 
ERAR е; ,有 
ge 2h; 
i Эа; e; = hj да; е; + 29:6 ё; 
а h 
= h (56 %)+ 5 
=p 2 l „9% _ 9% 
Б да; 2 ы да: Iq 
又 显然 ,9e;/3g; 与 e; 同 向 (图 下 .3) ,因而 
де _ 1 oh | 
和 h dg (E. 18) 


(2) ;=;=l Rj 
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] 
х 
БЫ 
+ 
$ 
x 


ERP J.K 为 依 1,2,3 顺序 取 工 值 后 之 依次 两 值 . 


四 、 梯 度 . 散 度 及 旋 度 表达 式 


哈密 顿 算 子 在 正 交 坐标 系 中 定义 为 
д^ a >. 9 
‘gs h,9qi; ` 
由 此 可 导出 梯度 、 散 度 、 旋 度 及 拉 普 拉 斯 算 子 等 的 表达 式 . 
梯度 


V = e, 


grad ф = Уф = e, $ 55. 


i дч; 
对 柱 坐 标 
1 24, 


(Е. 19) 


(Е.20) 


(Е. 21) 


9 
grad ф = эе, + 20% + Ste.. (E.22) 


对 球 坐标 


ар :1% 1 9 _ 
grad ф = 5Re + R 20% + Rain 092: ` 


散 度 
фуа= У.а = е ` (ауе) 


ПАРТЕС 
h; ° dq 


“з 


| 


| | 


да, да» 


1 [ча q 2hshia) | 


(E. 23) 


ауаз) rd (E.24) 


9g3 
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о 1 [2(а,) _ да 20а), 
div а = > [2622 ЕТІ + Jz . (E.25) 
对 球 坐 标 
ЖКО ОЛАСЕ, | Ә( К? зіп far) 3(Rsin бав) Ə(Ra, )] 
rr T s Әка), ш 
旋 度 
а 
rot a= Уха = е = да, > (йе) 
= жа E ВА 
= fi R Jq” У hi Ahi 99; 
ба ар LEL 3 ) 
= h” dg T Х б За; Т ® 2; + ©К да 
-2.19% у (- 1 дм _ 1 аһ ) 
= Eig hi Эд; * + hi x Ë h; 24% hg 99ке 
СА 1 | 
h; дф" hk дак' 
= eg Lte _ 6 (a дь, уа дь ) 
5 ë hi Ig T h ~ h Ig” Ёк дак * 
= en L lie 所 (225 ar hig а Oh ) 
= єў h, Əq, hi hí да! h; дду 7 hx д4 S 
Se Lou, Lesa i 
T e h 9q hi h; 9q; ° 
1да _, а oh 
= Eik h, да; Eijk АҺ, Эа; 
1 да. a; dh; 
Eijk h. FPSO Ejik hih; Ig,” 
1 да; _ a; ӘҺ, 
Eijk ге EPG + Eig hih; 37 
1 да. дА, 
ea р ат! ЕЕ A 
u 1 ha) 
hhhy Әд; ш 
hie; Ае ћзез 
1 ә ә а 
z = 0 b E.27 
hihıh3 да, 992 293 ) 
Ауа\ ha hsas 
对 柱 坐 标 
е, Teg е. 
-1|2 2 9 
та 32 д 元 | : (E.28) 


а, та а, 
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对 球 坐 标 


д 9 9 


1 2 0. Сә 
rot a = Реп 0 ӘР 20 DA (Е.29) 
ак Ка, Rsin да, 
五 、 算 子 A 及 (5V ) 的 表达 式 
算 子 A 定 义 为 A=V.V , 故 
Ag= V. Vy 
1 [ а (^^ 29) 9 (“№ 22) а (“№ 22) 
А тей ЕТЕ ҮДА т += | . (E. 
hih2hs 991 h, 991 даз\ hj дф даз h3 943 (Е.30) 
Ла= У (У: а) - Ух (Уха) 
JL Z|; 1 (не Ohshias аһ, taas) 
h; 99; L hihzh3 да, дд» 993 
Е ПЕСНЕ г. аа) | 
+ (&à, - быб) у 0 (лш (Е.31) 
а b, а b; 9 
‘Vv AEL ү 02 дф у Ру Ой. | 
фе = A да\ hı дч; Һз ддз (E.32) 
(b * У)а= (b x У )(ае) = b, pagase) 
_ bi да; 1 2e; 
= h, 946 + bo hi Эф 
_ b, да; ipt де; |b де де, + ёк 96; 22.) 
T hi да? h дф hy Jg t hk дак 
ЕЕ 9a;, a |Z 1 2м af- 1 ањ, 
h. да? hi h; 24% h; hi Зате! 
э Бгн коң) 
hk qk hg hj да; s 
b; да b аһ b; dh; A 
三 са; А ЕА 
зо [| да; hih; 9ш 
ЕЗ Әрк Ы аһ эы Je | 
h;hg да; йк дак 
Ь; да br Ih b 3h 
аа N са; І ОРЕ =, ре Д 
һд 1 % [ 9а; hh A 
(5 A i)e асгаад | 
hih; дч hih; 9q; \hhr 3q; hhk дак 
Ь; да; а; ðh; ðh; 
下 
Е Е (o, а 6 F) |е. (6.33) 
对 柱 坐 标 f 
_1[3/( афу, ёф, әү дф 
Аф = 110 )+ эё *э (38) : (E.34) 
P а, _ 2 да 2 ды _@ 
Аа = (да, ea 7? = 72 人 je + + (да + 7 99 72 je Е Aae, . (Е. 35) 
(b+ V) = b, 强 + 0.90. 29 (Е.36) 


ЕЕЕ 55 йа) 
(в: У)а= (6 э t 20 tb; 92 7 Je. 


(Е) 正 交 曲 线 坐 标 系 中 的 流体 力学 运动 方程 组 371. 
да, ‚ ba дав дав < ) 
(o, 52 r 20 b: az * r J® 
да. 5 да, да, 
+ (o, FP: + 一 ЕТ +b, 2 Jer. (E.37) 
对 球 坐 标 
= EE EN A T E 94 
АЕ pr lš sin 88 )+ gg [0035 )+ е 
А = [а _ 208 _2 acosnb) 2 5а) 
тавгаа сога 20 Е? зіп 9 дА J%@ 
2 дава __2 ;次 | 
т [5% + р: 50 — Кеп 0 Ет? дА |” 
2 дак | 20050 да, __аА | 
和 [м + R’sin 0 20 t Risin ð дА  R?sin o J2' (E. 38) 
ў 1 
, — р аф, sinl дф b ay 
(b: Vy= br QR t R 90 + рып ó a (Е.39) 
.V)a= |p, 228 , bs дак b алага 
(6+ 9)а= Ë IR R 30 Rn R R J 
дав дв bı дав | arbe -| 
Ë IR ` R 20 TRsn0 23) R Кзпб jw 
Jar ды, b да, акы аав 0 
+ Ë IR * R 90 LRsn0 дА! R + Rsng | (E.40) 
六 、 速 度 梯度 张 量 、 应 变 率 张 最 与 旋转 张 量 
由 (E.33) 式 代 人 下 式 右 端 
b-Vo = (Ь:У)о (Е.41) 
求 出 Yo 各 分 量 , 将 Vw 转 置 即 得 速度 梯度 张 量 为 
ащ 0 h © 2h ðm ә а 92 __ъ dh 
h,9q, hh; дд; hihs 993 hoq. hh, д9 hs9g3s hıh; д9; 
9w _ у Ih 9 р Ih ©; hz д т 2h 
hi9g1 hih, 992 h,9q, hih да hihs ддз hsƏqs hıh; Iq 
ду _ u Ohi дз т а дф» v 2h; хә Ihz 
һд hihs доз һәддә hzhs 993 hs9qs hıh; да\ h,hs 992 
(Е. 42) 
对 柱 坐 标 为 
до, 1 9v w до, 
or г 20 т 9z 
2w 12w w dv 
дт r 90 r 9z (E. 43) 
дъ, 1 до, до, 
дғ т 20 Iz 
对 球 坐 标 为 | 
д до ve 9vR __% 
IR R30 R Кәп 0д4А R 
дт Iw x дә т 
IR RI'R Еб R? (Е. 44) 
до, д дъ UR Ug 


IR RƏ КБыпбА' R Е°*° 
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速度 梯度 张 量 的 对 称 部 分 , 即 应 变 率 张 量 为 
за а) tAE] 


[2 (а) 2 (з) | 
дат * hh Эду * hih даз 2 | hi Әд h2 292 h3 993 \ hi hi 991 \ Аз 
т Я 2n о да, hz [2 (m), 2. (а) 
ддз + Rihz Эду + hihs 9чз Һә 9q2 \ Вз h3 9qs \ h2 j 
доз v h3 ъз hs 
+— = +— x 
称 Һзддз iha Әд h2h3 992 


1 
2 

1 
2 


(Е.45) 
对 柱 坐 标 为 
до, 1f 1 2v, 9 í o, 1 (до, до, 
ое е) 
Е 1 дъ х, 1 (до Iv 
S= | 对 12.9 (5 + 5) | (E. 46) 
до, 
称 Эс 
对 球 坐 标 为 
д, 1 [om а о 1 дт 8 o, 
JR Jg Rag] «95 + кз | 
= Ius UR 1f ow па v 
к=н ЕЗӨ t R 2 [起 д + R 20 =] ж 
до, Ur % 
称 Randi RIRA’? 
速度 梯度 张 量 的 反对 称 部 分 , 即 旋转 张 量 为 
0 = 1 K 1 [= -2n | 
2hih; 991 992 2h1hs 9g3 да\ 
А = 反 0 131 [ж ha] А 
对 2hzh3 да» да» 
称 0 
(Е.48) 
对 柱 坐标 为 
0 - 1 |° д^, | (5 >) 
2rL ar 20] 2\ az ðr 
А = А 0 - [5 w] ; (E. 49) 
对 2rL30 а= 
称 0 
对 球 坐 标 为 | 
0 -zk ЗЕР - ЭА | `1 ЕЗ “Кеп бм) | 
2RL ƏR 20 2Rsin 0 Е 3R 
A= 反 0 _ 1 k= Ov ) € а з 
对 2R2sin 0 20 дА 
称 0 
. (E. 50) 
式 (E.48) 一 (下 .50) 中 的 三 个 分 量 , 即 为 旋 度 分 量 (上 .27 一 下 .29) 之 半 . 
+. divP 的 表达 式 
利用 散 度 表 达 式 


| 1 Е ` 9(pshihs) ` ењ) 
Р= кез ыы ны ылыныы мыны 
div hihıhz да\ 992 293 
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Е 1 | 下 na + pnez + pnez)hzh3] q рле! + pnez + pzez)hih;] 


А, h; h; 99; да» 
+ д[ (рз е + рое + рззез)ћ, Һ,) 
993 
ei БЕ + ahh) | 9( pahih,) 
h, h;h; да, 29 ддз 


дА, дА, аһ, аһ; 
+ рр hs 37 Jq + buah; = Эду 一 bz hs 本 一 29 一 bs h; 77 29 :| 


е2 голь) „Жый фы) 
hıhıh3 29; дч» 993 


дһ, дһ, дһ; дһ, 
+ pahi Jgs + bah; 5— EPA — pahi TA 一 puh; 322] 


+ 


+ — 5 Эшымы, д( phihs) + 9\Ф»һ\һҺ»,) 


hıhıh3 да, 29 993 
+ panh За + pahi + + puh =: = pnh: zd (E. 51) 
对 柱 坐 标 为 
和 | 
| 
‚ [#9 ‚әк „Чы? (E.s2) 
对 球 坐 标 为 
dv P = рте k. эп 0), аква. Apak - (a + pa )Rsn 0 | 
k. 0) + ыш 2a + poRsin 0 — ЖО] 
K эп д) + акп 0) + 加 , 加 Ran 0 + Ко 0 |. (Е.53) 


八 、 流 体力 学 基本 方程 组 


流体 力学 基本 方程 组 包括 连续 性 方程 .运动 方程 .能 量 方程 .状态 方程 及 本 构 方程 ， 它们 
用 曲线 坐标 、 柱 坐标 、 球 坐标 形式 写 出 时 ,可 归纳 如 下 : 


1. 曲线 坐标 
др 1 Б а(роћ. Һз) er 
+ hi hzh3 да, И да» * 9g3 (E39 


[Жл + а Í аһ _ 3 )+ з Í дһу _ 和 ) | 
P ағ hiha “i дд» ЫЫ да, hihs к. да» з 991 
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= рЕ + 


1 [аъ a( pahihs) 9pahi h2) 
hı hzh3 291 да» 993 


дА, ahı ah Əh 
+ pnh: 5 да ш buh; 3a— EPA — bx hs TA Pass ho 522 |. 


Е5 vı | 3h; аһ; )+ ©з ( Ihz 9hs ) | 


Эа“! да» hıh; 0 Jg ° да, 


1 [ee 9( phihs) p pah h>) 
hı hzh3 да\ 292 993 


dt ЕЕЕ 


= pF, + 


дһ, дһ, ðh; дА, 
+ pazh; Iq; Т Райз = Jg 一 pahi 77 94 — puh; = да» | |. 


| vı i ah; i ) U2 | Әһ; p, oh )] 


©з Эа, "Ig hsh; 03 245 — % де; 


1 ык, 9( pahihs) + (pa 加 h2) 
hı hzh3 291 992 дд» 


dt + hsh, 


= pF; + 


дһ; аһ аһ 3h 
+ pahi = 39 + pahi TA Puh а Pahi 2 |. 


оН. 1 а (5 zh; әт), а (ы әт) ә (fah hiha, IT 


=— + 
P dr hhhlog\ hi 9g) Әд hı “ 94) Әд \ hs 
+ оз + 92 + 
о = р(р,Т) 
ъа кее 
Pu => p+ uly qi ` hiha 9а; ` hihs 943 у» š 
_ дъ vi дһ, ©з д 1 А ) 
ра = р. + ра заа + ро да» divo], 
3v3 71 ША U2 Ihz 二 А ) 
Pa =- рз шз o Eaha 942 3999 , 


EuT БЕ кз у! | 

Pn = Ри = и hi дд hz h; 992 hı J’ 
h, д 93 h, а =] 

= = 一 一 一 二 一 一 一 一 х 
Px Рэ А дч» h. hs ддз h> 
hı 2 m № а m 

ра = pa = [л зу; ы “Һуд hs J’ 
d 3 n32 m a m а 
dt hı дд\ h, Iq Һз дез” 


дї 
1 [22 a(vihzhı) + чым] 
DAAL p AL у ——— |, 
да, 3q; даз 


ф = AE + sh + sh + 2s 十 252, + 2s% 一 + (div © ) |. 
其 中 已 用 到 (E.24)、(E.33)、(E.51) 各 式 . 


2. 直角 坐标 形式 
在 直角 坐标 系 中 , (E.54) 一 (E.68) 各 式 的 形式 为 


(Е.55) 


(Е. 56) 


(Е. 57) 


(Е. 58) 
(Е. 59) 
(Е.60) 


(Е.61) 
(Е.62) 
(Е. 63) 
(Е.64) 


(Е.65) 


(Е. 66) 


(Е. 67) 


(Е. 68) 


(Е) 正 交 曲线 坐标 系 中 的 流体 力学 运动 方程 组 . 375 ` 


помера 
х 


дї 
du др. 
о = PF + дх лет E 
21 2р» 
оа; = Fet or + "Ре + "д, 
dH T T әт ар 
р = he) AEA )+ og + SË +е, 
о = о(р,Т), 
1 [ди ðu дш 
ЕЛЕ Зу ) |， 
до ди 


Q — м 


А | 


Ру =- раи [ 52 


z 
z т 
т) 
х ду z A 


R 


дш 
до 2) | 
т ду! ВЕЧА" 
дш 
5 


| Qo 
+ 


а 
ba =- p+ 2p 22 


ë 
+ 


М. 


> 
8 
| 
Р 
| 
下 


L e? Sl 
+ + 
Sle әјә ФР 
— 


> 
lI 
Ў 
H 
к — 
ИМ — —.. 


— 
` 


s 
н 


ay + (же) (0.3) (m. 2) 
ди 


3. 柱 坐 标 形式 

在 柱 坐 标 系 中 , (Е. 54) ~ (下 .68) 的 形式 为 

др + 1 [Hen + 200) Ж (рог) | = 0, 
r 


Ət az 
dv, 14 1 4 alpa) д( рыт) Є | 
а) кы = dr + 90 ` ах Pe] 
Е М ОЛИ 1 у ы) y per) | bal 
PU dt r r ; мар Ps 
е F: Беу АЁ əz l’ 
dH _ 1 а А ат dp 
pE 12. б. 5+ кт) ашура ++. 


Jo. 


Pr =- p+ 2u -地 dvv)， 


376 


9 
pa =- p+ 2u g+ -Fav o), 


Pa =- p+ 2p 2 i i J 


n = 3 % L] 
ba =P = [r + 1 20 |? 


Ра “(+ до, +58) 


r 20 ЕРА 
а д 
be = ра = [22 + 2), 
а асаа 29; 
df д war r 90 Iz’ 
| 1[9 am (o, 
div ç = LEG.) +29 + tn], 
КЕ дъ, \> 1 am vV дъ, 2 1/1 3v, а о V2 
p = 2a (5) |ы е к) кт э) ТЗ =) 
1 (ао, ax 1/aw 1 Әә, \ 1,. °] 
+ (Зу + 2) `. (2+1 ЭЁ) 3690) |. 
4. 球 坐 标 形式 
在 球 坐 标 系 中 , (Е. М (E.68) 各 式 的 形式 为 
е + l [ев sin 9) , (pvoRsin 0), (ро )] 
ОТ д 20 ‚ 
дов чам) 1 [Жк 0) Ə(peR5sin 0) 
Jen = Ent anol aR + 


20 
+ paR) 


一 Rsin 0( pæ + ba) |. 


dus uruw vicoth ) z 
(F t-R R = лы 


1 Е 0) 
Б? еіп 0 др 
q 2СрвКзїп 8) ， 
90 


(22 ү ла _ 2200001 0 


dt ТЕ R )= Fa + 
+ 2 PaRsin 0) 


9 
Ра + pwRsin 0 — paRoos o], 


.1 Е 0) 
Ršsin 0 aR 


3 | 

20 + LM + paRsin 0 ~ paRess 0 |, 
dH_ 1 afp „9Т\, 2 әү ь ӘТ 
Pq 11—155 [R sin ® эъ )+ 35 (sin % T) -( 


sin Ө дА )+ a+ $Ë + ç, 
= р(р,Т), 


be =- p+2p( fu +t + 


(F) kkkt» - 377 ° 


_ 22 W woth 1, ) 
Pi =- ptn 5868 4 R з div о), 
55 = 1 дов mp Ug 
ри = Фә =u 8 8-8) 

z 1 9% l ао _ va СОЇ °) 
„м (37 ЭА + R 20 Е ， 
= до, 1 а а) 
Pa = Ра = p(t pd F) 
K: _ д + д +% а n 9 
й д: IR R эд + Rsin 0 32” 
div v = [onk RR sin 0) + 200%Езіп 0) К ок) | 
Rzsin 0 T, 30 ЭА , 


Ф = ME + sh + 533 +2sh + 252, + 25% 一 T (div v ], 


其 中 S 各 分 量 由 (E.47) 式 表示 . 


(F) 天 量 与 张 量 分 析 初 步 


(一 ) 矢量 分 析 初 步 


1. 梯度 、 矢 量 的 散 度 和 旋 度 

(1) 梯度 

给 定 一 个 标量 场 p(r), 场 内 任 一 点 P 的 等 位 面 是 p(r) = c, 其 指向 o 增长 方向 的 法 线 
方向 的 单位 矢量 是 ,定义 标量 函数 g(r) 在 该 点 的 梯度 为 


grad ọ = 5®п. 
在 直角 坐标 系 中 它 的 表达 式 是 
grad 9 = 58; + HA + 5%. 
根据 定义 


dọ = dr grad g, 
£ = grad Фф * 50, 
式 中 so Ж s 方向 的 单位 矢量 . 对 于 单 值 函数 p(r) , 沿 任 一 封闭 曲线 PARI 
中 mad .dr = 0. 
t 
(2) 矢量 的 散 度 
给 定 一 个 矢量 场 ge(r) ,对 场 内 任 一 点 己 作 一 封闭 曲面 S 包围 此 点 ,其 体积 为 了 , 当 体积 
V 向 P 点 无 限 缩小 时 ,极限 


* 378 ° 附 录 


lim 
V-0 Vv 
存在 ,定义 此 极限 为 a 的 散 度 , 记 为 div a， 
‚ 15 
div a = lim a - as 
V-0 Vv 
在 直角 坐标 系 中 散 度 表达 式 是 


diva = 


да, да 
—* — 
toy e 


(3) 矢量 的 旋 度 

给 定 一 个 矢量 场 a(r) ,对 场 内 任 一 点 已 在 其 附近 作 无 限 小 封闭 曲线 ! 和 张 在 ! 上 的 曲 
面 S, 取 定 某 一 个 方向 为 ! 的 正 向 ,S 的 法 向 是 mo , 它 和 ! 的 正 向 在 右手 坐标 系 中 构成 右手 螺 
旋 系 统 . 当 ! 向 P 点 无 限 收缩 ,曲面 S 的 大 小 趋 于 零 , 法 向 趋 于 固定 方向 n 时 ,极限 


фа edr 


lim + 
50 S 
存在 ,定义 此 极限 为 矢量 a 的 旋 度 rot a 在 n 方向 的 投影 


фа .dr 


rot,a = lim + 
Ы 5-0 Š 


在 直角 坐标 系 中 旋 度 表达 式 是 
і Јј К 
д д а 
rot a= |5 Эу Jz 
a, а, A 
да, да, \. да, да, \， дау да; 
Б (55 = (5 7 ах СЗЯ Ag 
(4) 奥 高 公式 和 斯 托 克 斯 公式 
奥 高 公式 
如 dS = [ач аду. 
斯 托 克 斯 公式 
фа -dr -ev . 48. 
{ $ 
2. 哈密 顿 算 子 V I 
哈密 顿 算 子 定义 是 
V = is 2 уку. 
ee х 
由 定义 


Уф = grad Ф, 
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У.а = diva, 


Уха = rota, 
да 
(so V)a = Əs ° 


У = (У.У) = Аф. 

3. 矢量 场 的 基本 运算 公式 
微分 公式 
(1) grad( ç + ф) = grad ф + grad ф, 

V(pg+y)=Yp+ Vy. 
(2) grad( gy) = pgrad y+ ygrad p, 

У(ф)=ф\Уу + Уе. 
(3) grad Е(ф)= Е'(ф)втай p， 

УЕ(ф)= Е (Фф). 


(4) grad g(r)= g'(r)=, 


Velr)=# (r). 

(5) div (a + b)= div a +div b, 
V:(a+b)=V+a+V:b. 

(6) div (фа) = pdiv a + grad р.а, 
У (фа) = ФУ ‘а + Ура. 

(7) div(a X b) = b'rota — а *rot b, 
У :(ахБ) =6:9 Xa-a'V xb. 

(8) rot (а + Б) = тога + rot b, 
Ух (а+ Б) =Уха+у хь. 

(9) rot( pa) = prot а + grad g Xa, 
Ух (фа) = ФУ ха+Уфха. 

(10) rot(axb)=(b+*V)a-(a:V)b+adiyv b-bdiva, 
Ух (ахь) = (ЬУ )а– (а"У)Ь+ау ЬУ а. 
(11) ртад(а ·6) = (6:7 )а + (а-У)ь+Ьхтгоа+а хто Ь, 

У (2:6) = (ЬУ )а + (а:У)ь+ьхУха+аху хь. 


2 


2 
(12) gad 5- = (а "У )а+ах тоа, 


7 = (а-У)а+аху ха. 
(13) div grad g = До, 

У. (Ур) = Vb. 
(14) div rot a =0, 

У (У ха) =0. 
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(15) rot grad ф=0, 
У х (9ф) =0. 

(16) тої rota = grad div а – Ла, 
Ух (Уха) =У(У а) – Уа. 

(17) div (pgrad ф) = pAy + grad 9 *grad $, 
У (PVY) = ФУ y+ V9Vy. 

(18) Alpy) = фАф + pAg + 28тай ф'ртай $, 
У фр) = V p+ ФУ +2 Vo: Vg. 

积分 公式 ` 


а) [ева pav = феа, 
V 5 


[ғау = ға. 
(2) [а аду = а . ds, 
Jv: adV = fa . 48. 


(3) [~ аду = 如 х ads, 


[vx adV = fn х adS. 


(4) [le 'V)adV = fo . n)adS. 
(5) [ағу = ў 5945 = {а p dS, 


уау = ў 5245 = фэ . 48. 


(6) [[лаау = ў 5445 = {о -V )adS, 


v в 
juu = ў 5445 Е до 23445: `’ 
|| | 


[| ка gp)’dV = тита ф' dS, RF ọ 满足 Ap = 0, 


(7 


— 


[[(ле)'ау = фетр 45,6% p 满足 V 多 = 0. 
格林 第 一 公式 
[| еле + grad p“，grad ф)дУ = {+ 5045, 
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2 + Уф ° Vy)dV = бету єй = {+ 5045. 
格林 第 二 公式 
2 ФАф)ау = Pozi = 65 )а5, 


Jovy- JYY)dV = fow- фУф)+4$ = plez 一 #5 as. 


4. 正 交 曲线 坐标 系 

空间 任 一 确定 的 点 P(x,y,z) 可 由 其 它 三 个 
独立 变量 gl 、q;、g3 来 表示 . 如 (zx,y,z) 和 (gi， 
а» ,43) 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 , 则 а, 、g;、gq; 构成 
了 一 个 坐标 系 . q = 常数 ,gq, = 常数 ,g3 = 常数 分 
别 构成 了 该 坐标 系 的 坐标 面 ,两 个 不 同 坐 标 面 的 
交 线 构成 了 坐标 线 . 沿 任 一 点 的 三 条 坐标 线 方 向 
作 单 位 矢量 eere, Æ el .е.е 相互 正 交 , 称 4 к= 
这 坐标 系 为 正 交 曲 线 坐 标 系 . Ф 

常用 的 正 交 曲线 坐 标 系 是 柱 坐 标 系 (r, 0, z) 
和 球 坐 标 系 (R,0,4). 

(1) 弧 元 素 和 拉 梅 系数 * 


[> 
“М. 
N| 
ү 
— 
|° 
N 
= 
| 


A 
一 一 | = 一 一 十 
991 да, 
3 (92) + (8) 
= со ен +05 ) =H, 
99, 9% да» да» Š 


а= (28) (88) (86) 
5 | = == + +15 ) =B. 
ддз ддз ддз 993 š 


Gu 
© 
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Н,,Н,,Н, 称 为 拉 梅 系数 . 由 此 可 得 绝 元 素 矢 量 dr 为 
dr = Hidaqi e, + Н,е, Ф Н,адзез, 


ds, = Нзадз, 


dr 在 坐标 轴 上 投影 ds. ,dsz ,ds; 为 
ds = 万 :dai， ds, = H,dq; , 


ds? = Над + Hidg? + Н 42. 


dr 的 大 小 是 
在 柱 坐 标 系 中 
H, =1, Н, = ғ, H, = 1, 
ds? = dr? + r2d0? + dz? 
在 球 坐 标 系 中 
Hi=1, H, = R, H, = Вп 0, 


ds? = dR? + R2d02 + Б? ѕіп? 0d22. 


(2) 各 微分 算 子 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 


2 
Н, 9q; * Hs доз э 


) 


) 


| 


1 2 
V = = — 
Н, 9% 
5 -1 2g, {1 22, ‚1 22 
w а Р H. 24 $ H, 24 ш Н; PASA 
е 1 Е a9(az Hs Hi) хан) 
Уу . s IE x x< CE б Ернат тезек ДЇ, 
в div а H, H, H; 991 д4» 9g3 
Н,е! Н,е Н; ез 
1 9 9 9 
Уха = = 一 一 | 一 — =— 
а = rota = TT H,H; | да, 242 993 
Hiai Н, а; Наз 
У'р= Ар 
22500 | 9 (HH; дф (зе +з (Жы Se.) | 
H, H, H; | да, H, да, да» Н, 992 943 Н; до» - 
在 柱 坐 标 系 中 
-2 1 2 
У = =е, + 20% + 926° 
_ 9Ф„ , 12g, 120 
Ve = 2, т 90% + Ize 
_ 1 9(ra), 1 3a да. 
vees r дт Шш 20 де? 
= L 5= ои. ЕЭ (21) 
уха | 30 z e, + дах jee + r дт r 90 je’ 
>21 .2(„дФ\, 1 Že, Že 
k r (5) т? 90 ШЕР 
在 球 坐 标 系 中 
а 1 2 1 9 
У = эк t р 90% + Ran 0 922: ° 
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е 0 ШС À 
Vf = FRR + R 90 + Буш 0 92: ° 
1 Ка), 1 Ә(әіп бв), 1 aa 
TR ƏR Rsin 0 280 Rsin 0 дА? 
_ [_1 .aa sin 0) 1 Je 
еда [кз 20  Rsin д дА 


+ |= 1 дак г Ra) e + [2 9( Ras ) Le |, 


Rsin0 дА R ƏR R ƏR R 90 


2: 1 а 1 д 
Е R? (Ra) mao (sn 9)+ a 
(3) 单位 矢量 对 曲线 坐标 的 导数 


де, 1 “И. 1 ан; 
да! Ë (9.22 t H, даз Fares)» 
де, 1 А8 1 2H, 
9g2 ЕБ (ег R tH, да, a). 
де» 1 


дез __ ањ. 1 ан, ). 
доз Е Н; 9 +H, 292 да; © 
де! 1 2H, де, 1 2H; 
Эс, Н Эл Jo. H Эл 6° 
99; Н, да, ддз H, да, 
де; _ 1 ӘН, де _ | ӘН, 
дез Н, Әф ?'9q Н, Ig 
де; _ 1 абы. дез _ 1 39, 
да н, 2з 6120; Нз даз ч 
上 述 单位 矢量 对 曲线 坐标 的 导数 可 得 出 两 个 在 流体 力学 中 十 分 有 用 的 表达 式 


ha кы н к=к | 
4 va = [5 Yeri am 22 Эа) HH; Эд. да, а 


а: (98.98), а P, 
š [ та нн (652 993 Tbs 992 T H: 万 > да\ | д4» Á 
а\ ан 1) аз ( дн; 28) 
т [ Vs Н с ? да K 9qs ы HH b; 992 ° 993 5 
Ya F. L| HET, 1 (22а, 21а, Ba) | 
тна Н, H; Hs 991 `. 942 даз 
__1 | Hs (25а -Aha ) 
НН; 24:1 Н,Н,\ да ' 89 
+ 1 s| H, (224 -ee)||: 
Н.Н; 9qs Hi Hs 9g3 . да, Е 
Hal 1 (Ны + ЗН. Hoa; ‚ + 22а) 
Н, 3q: | H, H, H3 291 да» даз 


1 s| Н, (226 - mn) | 


5 НН; дез | H; H; 99 993 
“mh [Се эва), 
НН, да, | H, H, да, да» I 
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+ |н з= TAT 1 — + ан, Н, а, + Ниаз ) | 
H; 3q; | Hi H; H; да, да» да» 
ки Де E (2Ha aaas) 
7 А.Н, да, LH, H \ до» да\ 
+ 1 元 | Н, (222 -a]l 

H, H, 3q LH: Н, \ дф» 293 3- 

(=) Ж -ЕЛ5КШЛЕ# 
1. 指标 和 符号 


(1) 自由 指标 
如 矢量 a ,其 分 量 可 表示 为 a; ,i =1,2,3,i 称 为 自由 指标 . 
(2) 约定 求 和 法 则 和 三 指标 
约定 在 同一 项 中 如 有 两 个 指标 相同 ,就 表示 对 该 指标 从 1 到 3 求 和 . 这 个 约定 称 为 爱 因 
斯 坦 求 和 约定 . 这 重复 的 指标 称 为 三 指标 . 如; 
a Б = a;b; = а: 6, + а,б, + asbs, 
(0:9) v= у= и 32 + 92 + 99 (i = 1,2,3). 


(3) 克 罗 内 克 尔 符号 8, 


定义 6; 为 
3 [O 37967 вї, 
1, 当 i =j 时 . 
由 定义 可 以 得 到 
фа; = а;, 
ФТ = Ту. 
因此 ó; 具有 替换 下 标的 作用 . 
(4) 置换 符号 ex 
定义 ej 为 
0, 当 i,j,k 中 有 两 个 以 上 指标 相同 时 ， 
ед 二 当 i,j,k 为 1,2,3 偶 排列 时 ， 
-1, 当 i,j,k 为 1,2,3: 奇 排列 时 . 
由 定义 可 以 得 到 | 
a X b = eja;b,, 
la; |= eran араз. 
(5) ex 6; 恒等式 | 
да бы Ön 
егет 一 д Om 0, , 
бы бы ды 


其 特例 为 
ёё» T бады = bin , 
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emen = 284, 
ење = 6. 
2. 笛 卡 儿 张 量 的 定义 
为 了 从 数量 方面 描写 物理 量 , 必 须 引进 坐标 系 . 坐标 系 的 取 法 是 多 样 的 ,确定 了 一 种 坐 
标 系 , 就 相当 于 确定 了 一 种 观察 和 描写 这 些 物理 量 的 方法 . 
设 原 有 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 Or zzzs ,由 于 旋转 而 变 到 新 的 坐标 系 Oz x52x5, 考 虑 同一 
物理 量 在 这 两 个 直角 坐标 系 中 所 表示 的 不 同 坐 标 之 间 的 关系 . 
首先 考虑 标量 p. 对 于 确定 的 点 已 , 它 在 新 旧 坐标 系 中 坐标 是 (za4 ,z2 ,z3) 和 (zi zs， 
zs). 标量 的 值 不 依赖 于 坐标 系 ,于 是 有 
Ф(Р) = ф(лхү,х;,ху) = р(х\,х»›,х%). 
其 次 考虑 矢量 a. 在 新 旧 坐 标 系 中 分 别 表示 为 
a = ае; = ае. 
式 中 e;* 和 8 分 别 是 新 旧 坐标 系 的 单位 基 矢 量 . 于 是 有 
а; = (aje) ‘е; = аа, 
其 中 а = 6 'e? 是 这 两 个 坐标 系 中 不 同 坐标 轴 夹 角 的 余弦. 
再 来 考虑 一 点 的 应 力 状态 . 它 由 9 个 分 量 来 表示 : p; , 基 应 力 矢量 p, 为 


р: = руе. 
在 新 坐标 系 中 ,应 力 状态 表示 为 pj ENRERE p;. 由 于 法 向 为 n 微 面 上 应 力 p, 是 
Pa = (п. е;)р, 
因而 
p; = (e; -e)p = (е, ` e)l pe), 
所 以 可 得 到 


р» = p; е» = (e; ` е,)(рде) e = ayQupi ， 

上 述 矢 量 和 应 力 状态 ,它们 在 新 旧 坐标 系 中 分 量 的 关系 具有 相同 的 数学 结构 , 称 这 类 量 
为 张 量 . 下 面 给 出 更 一 般 的 张 量 定义 ; 

若 在 一 直角 坐标 系 内 给 定 了 3" Taji, ， 当 坐标 变换 时 ,所 得 新 的 数 aii 由 下 式 
确定 

a = ац}, 9), UG Gy, : 

则 称 此 3" DECE 为 一 个 nn 阶 张 量 , 记 为 A. 

由 定义 可 见 矢量 是 一 阶 张 量 ,应 力 张 量 是 二 阶 张 量 , 标 量 是 零 阶 张 量 . 

如 果 将 一 个 张 量 全 部 分 量 按 其 下 标的 一 种 确定 置换 办 法 重新 编号 , 则 新 编号 全 部 分 量 仍 
构成 张 量 . 但 该 张 量 和 原 张 量 一 般 来 说 是 不 相等 的 …. 

3. 张 量 代数 运算 法 则 

(1) 同 阶 张 量 的 加 ( 减 ) 法 

А-а... 和 B= boss Ë n 阶 张 量 ,在 同一 坐标 系 内 把 这 两 个 张 量 的 分 量 相 加 
( 减 ) 得 
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Ca + bi 


则 баре, 也 是 一 个 n 阶 张 量 , 记 为 
C=A+B. 
(2) 张 量 乘法 


设 和 A=aii…i Er BUKE B = 6, 5 阶 张 量 ,在 同一 坐标 系 内 把 这 两 个 张 量 的 分 

量 相 乘 得 
Сју, 7 aiei Bhe š 
则 Ciji, 构成 一 个 r+s 阶 张 量 , 记 为 
С = АВ. 

由 两 个 矢量 a,b 相 乘 得 到 的 二 阶 张 量 cy = а,б, 称 为 并 矢 , 记 作 ab. 

(3) 张 量 缩 并 和 内 积 

对 于 阶 数 大 于 1 的 n 阶 张 量 ,车 有 两 个 下 标 相同 , 则 根据 约定 的 求 和 法 则 得 到 一 个 n 一 2 
阶 张 量 , 称 为 原 张 量 的 缩 并 . 

KERE AB 中 ,r ИКЕА 和 s 阶 张 量 B 中 各 取 一 个 下 标 缩 并 ,得 到 一 个 r+s-2 阶 
的 张 量 C , 称 为 A 和 B 的 内 积 , 记 为 

C=A.:B. 

HR ab 缩 并 得 到 一 个 标量 a;6; , 即 两 个 矢量 的 内 积 a'b. 

4. 张 量 微分 运算 法 则 

设 在 空间 一 个 区 域内 的 每 点 M 都 给 定 了 一 个 张 量 

А = ISA (M), 

它 构成 了 一 个 张 量 场 . 

(1) 张 量 导数 

张 量 各 分 量 对 坐标 求 导 为 


其 全 体 构成 了 一 个 +1 阶 张 量 . 
(2) KEM 
n 阶 张 量 的 微分 为 
да, я, 
аа: 1774, = Әх, -ri , 
а i 
它 是 和 а, 同 阶 的 张 量 , 可 以 看 作 是 导数 张 量 一 
的 结果 . 
(3) KERE 
n MEA = а, ,其 梯度 为 


T, 


二 和 一 阶 微分 张 量 az, 相 乘 后 再 缩 并 


Jai y, 


VA = grad À = FPS 
1 
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记 为 Qiie i 
(4) 张 量 散 度 
п 阶 张 量 A = as， ,其 散 度 为 
даз... 
У.А = dv A = 一 2 一， 


它 是 由 VA 缩 并 一 次 得 到 的 n 一 1 阶 张 量 . 


(5) 张 量 旋 度 
n ИЖЕ A =a, өз, ,其 旋 度 为 
даы ...; 
УХА =тоїА = ej 于 а 
(6) 奥 高 公式 


矢量 中 的 奥 高 公式 可 推广 到 张 量 中 来 . 设 4 En ик, 
5. 二 阶 张 量 


фа ‘dS = fv- AdV. 
(1) 对 称 张 量 和 反 称 张 量 
二 阶 张 量 a, ,如 果 分 量 间 满 足 对 称 关系 
a; = as, 
则 称 a; 为 二 阶 对 称 张 量 . 
二 阶 对 称 张 量 只 有 六 个 独立 分 量 . 
由 同一 矢量 组 成 的 并 矢 是 二 阶 对 称 张 量 . 
二 阶 张 量 25 ,如 果 分 量 间 满 足 反 对 称 关 系 
by =- bp, 
则 称 6 为 二 阶 反 称 张 量 . 
二 阶 反 称 张 量 只 有 三 个 独立 分 量 . 
(2) 二 阶 张 量 分 解 
任 一 二 阶 张 量 a; ,可 以 表示 成 
a; = Lla; + as) + Lla -= as), 


其 中 方 (ay + ap ) 是 对 称 张 量 , 寺 (ai - ax ) 是 反 称 张 量 . 所 以 ,任何 一 个 二 阶 张 量 可 以 分 角 
成 一 个 对 称 张 量 和 一 个 反 称 张 量 之 和 . 
流体 力学 中 速度 梯度 张 量 Yo = 5 = vw， 可 分 解 为 


Vi,; = T+ (u, + oj) 十 T (u; — 4), 


其 中 六 (ws + э) КЕШ, ИШЛЕ ЕШ R Со - o BEBE, RAZA 
立 分 量 ,它们 构成 了 一 个 矢量 ,就 是 质点 旋转 角速度 矢量 2 
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(3) 二 阶 张 量 的 主 值 . 主 轴 和 不 变量 
设 P 为 二 阶 张 量 ,a 为 非 零 矢量 ,4 是 一 标量 , 若 
Р :а = ла, 
则 称 矢量 a 的 方向 为 张 量 P 的 主轴 方向 ,4 为 张 量 P 的 主 值 . 
由 线性 代数 知识 , 易 得 到 下 述 结论 : 
aA 由 下 面 的 三 次 代数 方程 确定 
det | py — А; {|=— А+ ДА — DÀ + I, = 0. 
ЕНЕЛ А,,А,,Аз. 由 根 和 系数 关系 得 到 
L = pa = Ài +5; + Аз, 
be pz Ë Pu Pa 
bs Ёз Рз рз 
I, = det | py 1 = А,АзАз. 
L,I, I 由 标量 А, ,А,,А 组 成 ,不 随 坐 标 系 转换 而 改变 , 称 为 二 阶 张 量 P 的 第 一 ,第 二 和 第 
三 不 变量 . 
对 于 二 阶 对 称 张 量 4 ,三 个 主 值 都 是 实数 , 且 一 定 存在 三 个 垂直 主轴 . 在 以 主轴 为 坐标 
轴 的 坐标 系 中 ,二 阶 对 称 张 量 有 标准 形式 | 


Pu ba 
+ 
Ру Pnr 


L, = = А.д + А1Аз + 5›5з› 


л 0 0 
А = 0 А 0 š 
0 0 à 
6. 流体 力学 基本 方程 组 的 笛 卡 儿 张 量 形式 
(1) 本 构 关 系 
bs =- pos +2p (ss - suð) 
式 中 
1 (дт; д7 
рур = 3 (98 +58) 
(2) 连续 性 方程 
ар , д(ро;) 
а B= 
(3) 运动 方程 
а а 1 Әр; 
(4) 能 量 方程 | 
9 9 1 9(psw) 1 3 /(, 3T 
(+922) ee y (в) 


RH e 是 单位 质量 流体 的 内 能 , Fu 是 单位 质量 体力 ,k 是 热传导 系数 ,9 是 单位 质量 流体 从 
外 界 得 到 的 除 热传导 以 外 的 能 量 . 
(5) 状态 方程 
对 于 可 压缩 流体 ,具有 如 下 状态 方程 
р = f(p,T). 
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(С) 热力 学 基础 知识 


(一 ) 状态 方程 和 热力 学 过 程 


1. 状态 方程 

热力 学 系统 的 状态 由 热力 学 变量 来 描述 ,这 些 变量 中 最 常见 的 是 系统 的 温度 TER p 
和 密度 o( 或 体积 V). 反映 这 些 变量 相互 依赖 关系 的 数学 式 子 称 为 状态 方程 . 真实 气体 的 状 
态 十 分 复杂 ,然而 在 压强 不 太 高 ,温度 不 太 低 情况 下 ,或 者 说 在 远离 凝聚 态 情况 下 ,状态 方程 
可 近似 地 写 为 

b = RoT. 

RP R 为 气体 常数 . 空气 的 气体 常数 R =0.068 5 千 卡 /千克 . 度 =286.85 牛 . 米 /千克 , 度 . 
满足 此 方程 的 气体 称 为 完全 气体 . 实际 上 它 是 真实 气体 在 一 一 定 条 件 下 的 理想 化 : 

2. 过 程 

如 果 系 统 的 状态 在 变化 过 程 中 的 每 一 时 刻 都 处 于 平衡 状态 ,并 可 用 热力 学 状态 参数 加 以 
描述 , 那 末 这 种 过 程 称 为 准 静态 过 程 , 也 称 平衡 过 程 . 否则 称 为 非 准 静态 过 程 . 

热力 学 中 仅 研 究 准 静态 过 程 . 如 果 以 气体 微 团 作 为 系统 ,除去 通过 激 波 波 阵 面 时 属 非 准 
静态 过 程 外 ,气体 微 团 在 流动 过 程 中 状态 参数 变化 的 经 历 都 是 可 以 确定 的 ,因而 属于 准 静 态 
ME. 以 下 所 讨论 的 过 程 都 是 作为 准 静态 过 程 来 处 理 ， 

等 容 过 程 . 系统 所 占据 的 容积 保持 不 变 的 过 程 叫 等 容 过 程 . 对 于 确定 的 流体 微 团 ,在 整 
个 等 容 过 程 中 密度 将 保持 为 常量 ,因此 不 可 压缩 流动 过 程 实际 上 就 是 等 容 过 程 . 

等 压 过 程 . 系统 的 压强 保持 不 变 的 过 程 叫 等 压 过 程 . 

等 温 过 程 . 系统 的 温度 保持 不 变 的 过 程 叫 等 温 过 程 . 在 等 温 过 程 中 , p/p = ЕТ = 常数 ， 
因此 属于 正 压 过 程 . 

绝热 过 程 . 系统 既 不 从 外 界 吸收 热量 ,也 不 向 外 界 放 热 的 过 程 , 即 系统 与 环境 无 热量 交 
换 的 过 程 叫绝 热 过 程 . 高 速 流动 的 气体 微 团 ,由 于 流速 很 快 ,和 其 它 微 团 或 固体 壁面 没有 显 
著 的 热 交 换 ,因而 可 以 近似 地 认为 是 绝热 过 程 ， 
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1. 热力 学 第 一 定律 
能 量 转换 和 守恒 在 热力 学 中 表示 为 热力 学 第 一 定律 
òQ, = de + èW. 
式 中 010, 是 单位 质量 的 气体 从 外 界 吸 收 的 热量 ,de 是 单位 质量 气体 内 能 的 增加 量 ,5W 是 单 
位 质量 气体 对 外 界 所 作 的 功 . 
内 能 是 气体 分 子 热 运 动 而 具有 的 能 量 , 它 是 一 个 状态 参量 ,完全 气体 的 内 能 仅 是 温度 的 
函数 . 


, 


· 390 · Ж Ж 


系统 对 外 界 所 作 的 功 不 是 状态 参量 , 它 与 过 程 有 关 . 对 准 静 态 过 程 而 言 ,有 
3W = pa(4)= pav. 


在 等 容 过 程 中 ,系统 对 外 界 作 功 为 零 . 在 等 温 过 程 中 , 当 由 初 态 加, Vi, Ti 变化 为 р, У, 
Т›(Т› = Ti), RAH IRNED 


2 У ы V, 
AW = | pdV = ЕТ. +. 
在 等 压 过 程 中 ,由 初 态 p1, Vis Ti 变化 为 p.,V,, T, (p. = pi1), 系 统 对 外 界 作 功 
V. 
AW = É pdV = b ( V; = V). 


系统 从 外 界 吸 收 的 热量 根据 热力 学 第 一 定律 可 知 也 不 是 状态 参量 . 
准 静态 过 程 中 热力 学 第 一 定律 可 表示 为 


1 
8Q, = de + s4(—_). 
2. #8 
АЛЕКИ Е ХЕ 
і = е+ т» 
热力 学 第 一 定律 也 可 写成 
Q, = 由- 4р. 


НИЖ, £ St E $ ЕЕ rh JA УК ЕТТЕ k Н ЖА ERE АЕ АОВ. 
由 定义 可 知 ,完全 气体 的 迷 仅 是 温度 的 函数 ,是 一 个 状态 量 . 
3. КЖ 
比 热 是 单位 质量 气体 温度 升 高 一 度 所 需要 从 外 界 吸 收 的 热量 ,是 一 个 与 过 程 有 关 的 量 . 
等 压 比 热 . 等 压 过 程 下 的 比 热 称 为 等 压 比 热 , 记 为 c. 
c = (sr), T 
完全 气体 的 等 压 比 热 c, 是 常数 ,因此 
i= с,Т. 


等 容 比 热 . 等 容 过 程 下 的 比 热 称 为 等 容 比 热 , 记 为 су. 


s= (т), 8 


完全 气体 的 等 容 比 热 cy 也 是 常数 ,因此 
e = cvT. 
等 压 比 热 和 等 容 比 热 有 如 下 关系 
с, = cv + К. 
比 热 比 y 的 定义 是 


y = с,|су. 
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易 知 有 


对 于 单一 气体 y= ST th 为 分 子 的 原子 数 . 氢 等 单 原子 气体 ,= 1, 因 此 ул1.67. 


ntl’ 
对 于 混合 气体 要 另行 计算 у. 对 于 空气 ,Y=1.4. 
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1. 热力 学 第 二 定律 

热力 学 第 一 定律 反映 了 能 量 转换 的 数量 关系 ,但 不 能 说 明 过 程 进行 的 限度 和 方向 . 热力 
学 第 二 定律 解决 了 此 问题 . 

热力 学 第 二 定律 有 几 种 等 价 说 法 : 

克 劳 休 斯 说 法 . 不 可 能 使 热 从 低温 物体 传 到 高 温 物 体 而 不 引起 其 它 变化 . 

凯 尔 文 说 法 . 不 可 能 从 单一 热源 取 热 使 之 完全 转变 为 有 用 的 功 而 不 引起 其 它 变化 . 或 
者 说 , 永 动机 是 不 可 能 的 . 

第 二 定律 确定 了 过 程 进行 的 方向 . 宏观 功 转 化 为 热 是 自发 过 程 , 热 转化 为 宏观 功 是 前 一 
过 程 的 逆 过 程 . 第 二 定律 说 明 这 一 逆 过 程 是 不 能 自发 地 进行 的 ,如 一 定 要 进行 逆 过 程 使 体系 
回复 到 初 态 , 则 一 定 会 在 外 界 环 境 中 留 下 痕迹 . 所 以 宏观 功 转化 为 热 是 不 可 道 过 程 . 实际 上 
一 切 牵涉 到 热 现象 的 过 程 都 是 不 可 逆 过 程 . 

有 时 一 些 过 程 看 作 是 可 逆 的 ,实际 上 是 一 种 理想 化 的 过 程 . 

热力 学 第 二 定律 可 依靠 引进 一 个 新 的 状态 函数 一 一 入 用 数学 形式 表示 出 来 . 

2. ж 

考虑 一 个 在 一 个 循环 中 工作 的 热力 学 系统 . 该 循环 包括 一 些 绝热 过 程 以 及 在 温度 T. 
Т; T, 下 与 热源 接触 并 吸收 热量 SQ, QQ, 的 等 温 过 程 , 可 以 证 明 ( 略 ) 成 立 


п 89 
= < 0 


先 考 虑 这 一 循环 过 程 是 可 逆 的 . 
在 逆 循 环 中 ,Q; 应 成 为 - Q, ,因而 应 有 


由 于 温度 是 连续 变化 的 ,上 式 可 改写 为 
š = => 


对 于 此 循环 中 两 种 状态 А,В, ERER I: ia 与 路 径 无 关 ,仅仅 是 状态 A 和 BB 的 函数 . 以 
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下 标 “0" 表 示 标准 态 , 可 得 到 一 态 函数 , 称 为 六 : 
so e 
显然 有 
508) - sa) = (| 学 ). 
ERPF R WATEA. 


# е Ж ЖЕКА 
TdS = 80,. 
热力 学 第 一 定律 也 就 可 表示 为 
TdS = de + №. 
进而 考虑 这 一 循环 过 程 是 不 可 道 的 . 
此 时 应 成 立 严 格 的 不 等 式 
$ 20. <0. 


设想 这 样 一 个 循环 过 程 :从 态 A 到 态 了 是 不 可 道 的 过 程 ,而 从 В 到 A 是 可 逆 过 程 . 由 上 面 不 
等 式 得 到 
人 
Bp 
BSQ 
S(B) - 5(А) > | S 
ZARF URAKRA T RIE E, ЖИЙ ЖИГИ K REEL EE R O tT 
的 . Жн. 
з. 完全 气体 炳 的 表达 式 
完全 气体 热力 学 第 一 定律 是 


8Q, = суат + pa( $). 
对 于 可 道 过 程 


于 是 有 | 
| S = с, T- Rin p + So. 
MARK ШЫ, AYE. 因此 上 式 同 样 适用 于 不 可 逆 过 程 
利用 完全 气体 的 物 状 方程 ,上 式 又 可 写成 


AF c 是 常数 . 
炉 守 恒 过 程 称 为 等 炉 过 程 . 可 逆 的 绝热 过 程 一 定 是 等 炉 过 程 . 
等 粹 过 程 成 立 p= со” ,因此 属 正 压 过 程 . 
ЖАРЛУУ И) ЖЕКА БИЕ ЖЖ. 
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(H) 流体 力学 中 的 数值 方法 简介 


流体 力学 数值 计算 是 利用 电子 计算 机 和 离散 化 数值 方法 对 描述 流体 力学 具体 问题 的 微 
分 方程 定 解 问题 进行 数值 计算 和 分 析 . 由 于 可 对 各 种 可 能 出 现 的 条 件 进行 数值 模拟 , 随 着 计 
算 机 日 益 普及 和 计算 方法 不 断 发 展 , 它 已 成 为 解决 流体 力学 问题 的 重要 手段 . 流体 力学 中 数 
值 方法 主要 有 :有 限 差分 法 有限 元 法 有 限 分 析 法 和 边界 元 法 . 


(一 ) 有 限 差分 法 


有 限 差分 法 应 用 最 早 ,是 流体 力学 数值 计算 中 广泛 采用 的 主要 方法 . 

1. 基本 思想 和 步骤 

先 对 自 变 量 定义 域 离散 化 , 剖 分 成 差分 网 格 ,用 差 商 代替 流体 力学 定 解 方程 中 各 阶 导数 ， 
建立 起 以 网 格 节点 函数 值 为 未 知 量 的 代数 形式 差分 方程 ,数值 求解 . 

求解 步骤 

(1) 对 自 变 量 定义 域 划分 网 格 ,主要 用 均匀 或 非 均 匀 直 线 正 交 网 格 或 交错 网 格 . 

(2) 选取 合适 差分 格式 ,用 差 商 代替 定 解 方程 中 微 商 ,建立 以 节点 函数 值 为 未 知 量 的 差 
分 方程 . 

а. 差分 格式 构造 方法 :泰勒 级 数 展开 法 、 多 项 式 拟 合法 、 积 分 法 和 控制 体积 法 等 . 

b. 差分 格式 形式 :对 流 方程 的 迎风 格式 — 腊 克 斯 格式 、 正 型 格式 ,对 流 扩散 方程 的 FTCS 
格式 ,二 阶 精 度 的 蛙 跳 格式 和 腊 克 斯 — 温 德 洛 夫 格式 , 隐 格 式 ,多 步 显 式 格式 ,多 维 空间 的 时 
间 分 裂 格式 和 交替 方向 格式 (ADI) 等 . 

(3) 求解 代数 形式 差分 方程 ,取得 全 部 结 点 上 函数 值 . 

2. 几 种 典型 流动 解 

(1) 无 粘 可 压缩 流体 流动 

对 于 一 维 非 定常 流动 ,方程 双 曲 型 ,常用 特征 线 方法 . 对 具有 激 波 的 问题 ,有 效 方法 是 用 
人 工 粘性 法 或 差分 方程 格式 粘性 的 激 波 捕获 法 . 

(2) 不 可 压缩 无 粘 流体 定常 势 流 : 

速度 势 在 流动 区 域内 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,常用 各 种 迭代 法 (简单 迭代 法 松弛 和 迭代 法 、 超 
松弛 迭代 法 )、 时 间 相关 法 和 交 蔡 方向 隐 和 格式 法 (ADI). 

(3) 不 可 压缩 粘性 流体 流动 

牛顿 流体 的 粘性 流动 基本 方程 组 是 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 组 . 对 速度 和 压强 的 原始 变量 
方程 直接 用 速度 压强 法 . 二 维 问题 可 化 为 流 函 数 涡 量 方程 , 先 求 速度 ,再 计算 压强 . 由 于 粘 
性 损耗 是 显著 物理 特征 ,要 注意 处 理 好 网 格雷 诺 数 和 物理 雷诺 数 . 

3. 适用 范围 

有 限 差分 法 基本 理论 发 展 相 当成 熟 ,有 较 完整 的 定性 分 析 理 论 , 差 分 格式 灵活 多 样 ,计算 
程序 编写 简便 . 有 限 差分 法 应 用 范围 较 广 , 但 对 于 不 规则 的 任意 求解 区 域 处 理 较 困难 ,现在 
已 可 以 通过 数值 网 格 生成 方法 来 计算 某 些 复杂 区 域 的 问题 . 
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(二 ) 有 限 元 法 


和 有 限 差 分 法 相同 属 区 域 性 离散 化 方法 . 早期 应 用 于 固体 力学 和 结构 力学 ,60 年 代 后 
期 开始 应 用 于 流体 力学 问题 . 有 限 差分 法 仅 考 虑 节点 上 函数 值 ,而 有 限 元 法 则 对 每 段 (每 块 ) 
用 多 项 式 近 似 逼 近 . 

1. 基本 思想 和 步 又 

考虑 流体 力学 偏 微分 方程 初 边 值 问题 

L(u)=0, # D ø,t:>0, 
I(u)=0, ЖР Е,:=0, 
S(u)=0, жар Е,:>0. 
设 近似 解 | 
V = 09 (00% (0). 


$ (х), ОЕА ЙК, а, (z) 是 待定 函数 . 将 近似 解 代入 原 方程 得 残 数 L(V)= К 
(x,t,a;),a; 根据 残 数 加 权 积 分 为 零 法 则 确定 ， 


| RCx,t,a;) W, (x)dx =0, k=1,2,--,N. 
特别 选择 权 函 数 W, 为 基 函 数 贞 (天 ) , 称 为 伽 辽 金 加 权 残 数 法 ,得 到 
[, 602,9) (x)dx = 0, j= 1,2,--N 


由 此 得 到 N 个 方程 来 决定 NN 个 未 知 函 数 ww . 如 基 函 数 1 几 | 完备 , 当 N 一 co 时 可 期 望 近 似 解 
V 趋 于 精确 解 . 为 解决 基 函 数 选择 和 积分 式 运 算 , 伽 辽 金 加 权 残 数 法 采用 分 块 插值 逼近 思 
想 , 将 流 场 分 成 有 限 个 单元 子 区 域 ,在 每 一 单元 内 选择 若干 节点 为 近似 函数 捅 值 点 ,构造 规则 
化 插值 函数 为 单元 的 基 函 数 . 单元 中 的 近似 函数 是 这 些 单元 基 函 数 线性 组 合 ,待定 函数 正 是 
节点 函数 值 或 导数 值 . 对 上 面积 分 式 , 先 对 各 单元 积分 然后 求 和 获得 . 

REPR: 

(1) 对 求解 的 流体 力学 方程 及 初 边 值 条 件 写 出 伽 辽 金 加 权 残 数 积分 式 . 一 般 还 需 用 高 
斯 ~ 格林 公式 对 积分 式 分 部 积分 ,使 其 满足 自然 边界 条 件 . | 

(2) 根据 实际 问题 区 域 部 分 ,对 单元 及 节点 编号 ,确定 节点 位 置 . 

(3) 确定 单元 基 函 数 (插值 函数 或 形状 函数 ) ,常用 拉 格 朗 日 基 函 数 或 埃 尔 米 特 基 函 数 . 

(4) 把 以 单元 基本 数 线性 组 合 近 似 函 数 代入 积分 式 ， ш p ss 
点 函数 值 的 代数 形式 单元 有 限 元 方程 . , 

(5) 将 全 部 单元 有 限 元 方程 总 体 合成 为 总 体 有 限 元 方程 . 并 对 边界 条 件 处 理 . 

(6) 求解 有 限 元 方程 . 

2. 适用 范围 

有 限 差 分 法 用 “点 "近似 ,只 考虑 网 格 节点 上 函数 值 ; 有 限 元 法 用 分 段 ( 块 ) 近 似 , 每 一 段 
( 块 ) 用 某 种 多 项 式 逼 近 , 这 是 两 种 方法 主要 不 同 点 之 一 . 有 限 元 法 对 所 考虑 的 区 域 形 状 无 要 
求 ,网 格 布置 灵活 , 易 处 理 任意 形状 区 域 的 流动 问题 . 它 的 求解 步骤 十 分 规范 , 易 编 程 ,程序 
通用 性 强 . 目前 应 用 在 流体 力学 中 ,大 多 是 无 粘 流动 和 不 可 压缩 粘性 流动 ,对 于 大 雷诺 数 含 
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大 梯度 流动 问题 和 可 压缩 流动 问题 正在 进一步 研究 和 完善 之 中 . 
(三 ) 有 限 分 析 法 


有 限 分 析 法 是 本 世纪 70 年 代 后 期 提出 的 ,可 看 作 是 对 有 限 元 法 某 种 意义 上 的 一 种 改进 . 

1. 基本 思想 和 步骤 

有 限 分 析 法 在 各 个 单元 内 采用 方程 局 部 线性 化 和 常 系数 化 后 的 分 析 解 ,不 同 于 有 限 元 法 
那样 采用 插值 函数 式 来 表达 ,然后 组 成 整个 求解 区 域 上 方程 的 整体 数值 解 . 

求解 步骤 

(1) 网 格 划分 . 将 求解 区 域 划分 成 矩形 网 格 , 与 每 个 内 部 结 点 相 邻 的 四 个 网 格 组 成 一 个 单元 . 

(2) 在 单元 中 ,将 方程 非 线性 项 系数 中 未 知 函数 用 中 心 节点 函数 值 代替 ,使 方程 局 部 线 化 ， 

(3) 确定 单元 近似 边界 条 件 . 假定 单元 边界 上 函数 是 边界 节点 函数 值 的 某 种 插值 函数 ， 
如 线性 分 布 ,二 次 多 项 式 分 布 、 分 段 线性 分 布 等 形式 . 

(4) 求 出 单元 中 分 析 解 ,然后 导出 单元 中 心 节点 函数 值 与 单元 边界 上 八 个 节点 函数 值 间 
的 关系 式 ,数值 求解 . 

2. 适用 范围 

有 限 分 析 法 可 以 较 好 保持 原 问题 的 物理 性 质 ,不 受 网 格雷 诺 数 限制 ,可 克服 高 雷诺 数 流 
场 数 值 计算 中 易 出 现 的 振荡 和 发 散 , 它 可 以 直接 求 节点 上 未 知 函 数 的 导数 值 ,避免 数值 求 导 
带 来 的 误差 . 有 限 分 析 法 目前 应 用 于 高 雷诺 数 的 不 可 压缩 粘性 流动 和 大 佩 克 里 数 的 对 流 扩 
散 等 流体 力学 问题 . 


(四 ) 边界 元 法 


和 区 域 离散 化 不 同 ,边界 元 法 只 需 对 区 域 的 边界 离散 ,然后 求 得 整个 流 场 内 的 解 . 

1. 基本 思想 和 步骤 

对 于 给 定 的 流体 力学 定 解 问题 , 先 求 基本 解 , 用 格林 公式 导出 区 域 边界 上 的 积分 方程 , 然 
后 利用 有 限 元 法 的 分 段 插值 思想 和 过 程 对 边界 积分 方程 数值 求解 . 

求解 步骤 ， 

(1) 求 出 流体 力学 方程 基本 解 . 

(2) 建立 等 价 的 积分 方程 . 

а. 直接 法 . 将 基本 解 作 权 函 数 ， 通过 加 权 残 数 法 用 格林 公式 得 到 积分 方程 

b. 间接 法 . 利用 流体 力学 中 源 汇 、 偶 极 子 、 涡 等 奇 点 得 到 积分 方程 也 称 为 有 限 基本 解 
法 或 奇 点 法 . , 

(3) 利用 类 似 有 限 元 法 构造 边界 代数 方程 组 ,数值 求解. 

(4) 数值 计算 流动 区 域 中 任 一 点 的 函数 值 . 

2. 适用 范围 

边界 元 法 最 大 优点 在 于 (1) 求 解 问题 维 数 减少 一 维 ,区 域内 问题 化 成 边界 上 求解 问题 
《2) 可 处 理 无 限 域 问题 . (3) 精度 一 般 比 有 限 元 法 高 . 目前 边界 元 法 是 飞行 器 气动 设计 中 一 
个 重要 数值 模拟 手段 . 在 物体 绕 流 一 类 问题 中 也 广泛 应 用 . 近 十 几 年 来 ,已 突破 势 流 范围 ， 
在 非 线性 自由 面 问题 , 低 雷 诺 数 流动 等 方面 有 所 进展 . 由 于 一 般 问题 难以 找到 基本 解 ,边界 
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元 法 应 用 受到 很 大 限制 ,此 外 对 大 雷诺 流动 的 应 用 也 有 待 解决 . 


AA: 
平面 管道 内 后 台阶 的 不 可 压缩 粘性 流体 定常 流动 ( 取 自 Taylor T D ete. In: Lecture Notes 


in physics，No.8:356 一 364. Springer-Verlag, N. Y. , 1971) 
采用 初始 变量 方法 求解 . 动量 方程 采用 时 间 分 裂 法 


1 1 
+ (u°), + p, = Rie’ 


+u, + (uo), = Foe 


压强 方程 | 
2, _ _ „(ди Iv _ ди дъ 
vp = S, = 2(2# 32 54 52). 
初 . 边 值 条 件 
t=0: 在 0<x<L|H, 0<у<1 处 ,w=1,v=0. 
h > _1 Орао Fu 
1>0: Ет <y<1,z=0 Ж,и=1,0=0,52= р. 2232. 
=L ди доу 9b_ _ 
在 0<y<1,z= +T 0,57 92095 В, 
др_1 Fv 


a 一 = spol 
Ж y=h|H,0<x<I/H Ж,и= о ШЕТ Re 352° 


ә 1 а 

Ж у=1,0<х< Н Ж,и=0=0,92= р; 957, 
а 1 а? 

E у=0,[|Н<х<ЫН 处 ,u=v=0,30 = 957 
2 


在 0<у<А/Н,х= ИН №,а=о0=0,32 = р- 5-5. 


图 H.1 有 台阶 的 平面 管道 网 格 
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AF 8 是 给 定 的 伯 肃 叶 流 动 的 压强 梯度 值 ,7 是 台阶 离 进 口 距 离 ,L ЕЕК, HEEN 
总 宽度 ,h 是 台阶 宽度 . 

网 格局 部 加 密 (图 H.1), 小 网 格 Ах = Ay =0.01, 大 网 格 Ах =0.1,Ay=0.09,Az = 
0.001. 方程 离散 时 ,时 间 导 数 用 显 式 前 差 格式 ,空间 导数 用 不 等 距 三 点 中 心 差 格 式 . 
计算 雷诺 数 Re =25 一 100. 


(«Н -1)/Һ 


图 H.2 不 可 压缩 粘性 流体 在 有 台阶 平面 管道 
内 定常 流动 流 线 图 案 ( Re = 100) 


2.7 


2.6 


2.5 


2.4 


2.3 


2.2 
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 
s/h 


图 H.3 沿 台阶 壁面 压强 分 布 (Re=25S) 
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图 H.2 是 Re=100 时 台阶 附近 流动 图 案 ,在 左下 角 处 形成 了 涡 , 分 离 点 在 台阶 垂直 壁面 
上 高 度 约 2/3 处 ,在 台阶 后 水 平 壁 面 上 再 附着 . 
图 H.3 是 Re=25 时 沿 台阶 壁面 的 压强 分 布 . 沿 上 角 点 台阶 壁面 压强 迅速 下 降 ,然后 开 


始 回升 . 


类 似 的 实验 可 见 5.4 节 , 图 5.41. 有 关 流 体力 学 数值 方法 的 更 多 资料 请 参阅 参考 书 [8]， 


[22],[23] 和 [24]. 


小 扰动 

大 尺度 涡 模 拟 
马 格 纳 斯 效应 
马赫 角 > 


(D) 中 英文 术语 对 照 表 


C- type 
U tube 


force 
body ~ 
Coriolis ~ 
pressure ~ 
surface~ 


inrush 


small perturbance 

large — scale eddy simulation 
Magnus effect 

Mach angle 

Mach cone 

interference l 

K- type ; 

N- type 

K- type 

H- type 


barometer 
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水 库 

ЖЕ 

水 车 

水 洞 

水 银 
水 力 发 电站 
化 学 反应 
中 性 稳定 曲线 
比 热 

比 热 比 
火箭 

= 

和 孔 板 
气体 常数 
不 可 压缩 性 
贝 纳 德 空 腔 
不 稳定 性 
升力 

气体 
完全 一 
真实 一 
稀薄 一 


reservior 
hydraulic jump 
water wheel 
water tunnel 
mercury 
hydro — power station 
chemical reaction 
neutral stability curve 
specific heat 
ratio of specific heats 
rocket 
orifice 
orifice plate 
gas constant 
incompressibility 
Bernard cell 
instability 
lift 
gas 
perfect~ 
real 一 
rarified ~ 
wind tunnel 
low — speed ~ 
supersonic~ 
interface 
distributed vorticity 
bifurcation 
dispersal 
separation 
boundary — layer ~ Я 
flow~ . 
equation 
constitutive 一 
Helmholtz 一 
Navier — Stokes— 
Clapeyron 一 


Bernoulli’ s~ 
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拉 普 拉 斯 一 Laplace’ s~ 
欧 拉 一 Euler’ s~ 
扩散 一 diffusion 一 
福 尔 克 纳 -斯 坎 一 Falkner ~ Skan’ s~ 
涡 量 输 运 一 vorticity transport 一 
简化 纳 维 一 斯 托 克 斯 一 reduced Navier — Stokes~ 
薄 层 纳 维 一 斯 托 克 斯 一 thin — layer Navier — Stokes 一 
抛物 化 纳 维 一 斯 托 克 斯 一 parabolized Navier — Stokes 一 
扩散 抛物 化 纳 维 -斯 托 克 斯 一 diffusion - parabolized Navier — Stokes 一 
KdV 一 KdV 一 
施 罗 丁 格 一 Schrodinger— 
赛 恩 - 戈 登 一 Sine — Gordon 一 
方法 method 
实验 一 experimental 
分 析 一 analytical 一 
数值 一 numerical 一 
镜像 ~ image— 
奇 点 一 singularity 一 
复 势 一 complex potential 一 
共 形 映射 一 conformal mapping 一 
Hz ~ perturbation~ 
奇异 摄 动 一 singular perturbation 一 
人 工 粘性 一 artificial viscosity~ 
有 限 差 分 一 finite difference 一 
有 限 元 一 finite element 一 
边界 元 一 boundary element 一 
谱 一 spectrum 一 
光学 一 optical 一 
阴影 一 shadow 一 
纹 影 一 schlieren— 
干涉 一 interferometric— 
渐 近 匹配 一 asymptotic matching 一 
反 演 散射 一 inverse Scattering 一 
厄尔尼诺 现象 El nino phenomena ` 
气体 动 理 (学 理 ) 论 kinetic theory of gas 
不 稳定 点 point of instability 
无 量 纲 数 dimensionless number 


雷诺 一 Reynolds 一 


弗 劳 德 一 
马赫 一 

普 庚 特 一 
努 塞 尔 一 
BRRR ~ 
欧 拉 一 

佩 克 里 一 
刘易斯 一 
МЕХ ~ 
RE~ 

施 米 特 一 
斯 坦 顿 一 

理 查 森 一 
am~ 
空 化 一 


边界 层 

层 流 一 
й С — 
速度 一 
温度 一 
浓度 一 
组 合 一 
边界 层 控制 
边界 层 厚 度 
对 流 


(D 中 英文 术语 对 照 表 


Froude 一 
Mach 一 
Prandtl~ 
Nusselt~ 
Strouhal 一 
Euler~ 
Peclet~ 
Lewis~ 
Grashof ~ 
Eckert~ 
Schmidt~ 
Stanton~ 
Richardson ~ 
Sherwood 一 


cavitation ~ 


boundary layer 
laminar 一 
turbulent 一 
velocity 一 
thermal 一 
concentration— 
combined— 

boundary layer control 

boundary layer thickness 

convection `: 
free 一 
forced 一 

head 
velocity 一 ; 
pressure— 
elevation— 

node 

work 

power 

troposphere 


sink 
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皮 托 管 Pitot tube 
皮 托 一 静 压 管 Pitot — static tube 
可 压缩 性 compressibility 
正 压 性 barotropy 
电子 计算 机 electronic computer 
叶片 blade 
主轴 principal axes 
半 体 half — body 
加 速度 acceleration 
牵连 一 | carrier 一 
平衡 equilibrium 
本 征 值 eigenvalue 
矢量 vector 
单位 一 unit 一 
本 征 一 eigen 一 
Ж bulge 
生成 generation 
龙卷风 tornado 
, 平流 层 stratosphere 
六 画 
ЖАВ d’ Alembert’ s paradox 
压强 计 pressure gage 
压气 机 compressor 
收缩 contraction 
污染 源 pollutant source 
自由 前 切 层 free shear layer 
色散 dispersion 
压强 pressure 
RAA atmospheric~ , 
表 一 gage 一 › 
总 一 total 一 I 
y~ back~ 
动 一 dynamic 一 
静 一 static 一 
驻 点 一 stagnation 一 
临界 一 critical 一 


出 口 一 exit 一 


关联 
自 一 
® ~ 
ву [н] ~ 
空间 一 
速度 一 
关联 系数 
过 渡 点 
压强 中 心 
扩散 
分 子 一 
汕 流 (或 涡 ) 一 
动量 一 
热 一 
质量 ~ 
扩散 率 (或 扩散 系数 ) 
《分 子 ) 动 量 一 
(分 子 ) 热 ~ 
《分 子 ) 质 量 一 
її WL (ЭЙЯ) 508 — 
йт (2 ўа ) 4 — 
т Сая) ~ 
动量 守恒 
动量 矩 守 恒 
机 械 能 守恒 
动力 学 


可 压缩 气体 一 

稀薄 气体 一 

宇宙 气体 ~ 
因子 
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тегрег 
entrainment 
resonance 
correlation 
auto 一 
cross 一 
time 一 
spatial 一 
velocity 一 
coefficient of correlation 
point of transition 
center of pressure 
diffusion 
molecular 一 
turbulent(or eddy) ~ 
momentum ~ 
thermal ~ 
mass 
diffusivity (or diffussion coefficient) 
(molecular)momentum~ 
(molecular) thermal~ 
(molecular)mass 一 
turbulent(or eddy)momentum 一 
turbulent(or eddy)thermal— 
turbulent(or eddy)mass 一 
conservation of momentum 
conservation of moment of momentum 
conservation of mechanical energy 
dynamics | 
aero 一 
gas 一 ， 
hydro 一 
thermo— 
fluid~ 
compressible gas~ 
rarified gas~ 
cosmic gas 一 


factor 
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BR- 
形状 一 
#0 ~ 
比例 一 
动量 
动量 方程 
机 械 能 方程 
机 器 
过 渡 
动量 矩 
动量 矩 方程 
级 联 
交错 
托 里 拆 里 原理 
七 画 
坐标 系 
欧 拉 一 
拉 格 朗 一 
直角 一 
柱 一 
球 一 
曲线 一 
运动 ~ 
惯性 一 
传递 
动量 ~ 
热 一 
质量 一 
对 流 一 
W ~ 
连续 介质 
连续 介质 假设 
连续 性 


EI – ЖОХ 


冲 角 
еж 
传送 带 
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friction 一 
shape 一 
intermittency 一 
propotional — 
momentum 
equation of momentum 
equation of mechanical energy 
wing 
transition 


moment of momentum 


equation of moment — of momentum 


cascade 


stagger 
Torricelli”s principle 


coordinate system 
Eulerian 一 
Lagrangian 一 
rectangular 一 
cylindrical — 
spherical 一 
curvilinear 一 
moving 一 
inertial 一 

transfer 
momentum 一 
heat 一 
masa =s 
convective~ 
turbulent~ , 

continuum 

continuum hypothesis 

continuity Е 

Kutta — Joukowski hypothesis 

angle of attack 

wake 


conveyor belt 
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连续 性 方程 
运动 方程 
条 件 

边界 一 
初始 一 

无 滑 移 一 
柯 西 - 黎 曼 一 
相 容 性 一 
ХЖ ~ 
条 件 采样 
层 

内 一 

外 一 

粘性 底 一 


角 频 率 
拟 序 运 动 
拟 序 结构 
拟 序 涡 结构 
技术 
激光 一 
真空 一 
系数 
升力 一 
阻力 一 
压强 一 
ER~ 


equation of continuity 
equation of motion 
condition 
boundary ~ 
initial — 
no 一 slip 一 
Cauchy — Reimam— 
compatibility 一 
no — temperature — jump— 
conditional sampling 
layer 
inner 一 
outer 一 
viscous sub 一 
buffer 一 
turbulent 一 
shear 一 
stress 
shear— 
normal ~ 
Reynolds— 
speed of sound 
stagnation— 
critical — 
sonic barrier 
formation 
angular frequency 
coherent motion 
coherent structure 
coherent vortex structure 
technology , 
laser 一 
vaccum 一 
coefficient 
lift~ 
drag~ 
pressure~ 


friction~ 
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flow— 
moment— 
velocity 一 
correction~ 
convective heat transfer 一 
convective mass transfer 一 
field 
flow~ 
velocity 一 
pressure 一 
thermal 一 
density 一 
concentration — 
drag 
friction 一 
pressure~ 
induced 一 
wave 一 
Viscous 一 
inertial — 
total — 
damping 


near wall region 


wave 
water 一 
internal 一 
long~ 
capillary ~ 
Progressive 一 , 
shallow water 一 
solidary 一 
standing 一 
surface 一 
nonlinear 一 
Rossby 一 
small amplitude 一 
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椭圆 余弦 一 

声 一 

深水 一 

潮 一 

基 一 

#5) ~ 
ЕЛЕ — ЖЕЖ ~ 
波 包 

波 模 


速度 一 

g~ 

体力 一 

矢量 一 
定理 

布 拉 修 斯 一 
开尔文 一 

ЖЕРЕ — 侍 可 夫 斯 基 一 
涡 强 度 守 人 恒 一 


输 运 一 


cnoidal 一 
sound 一 
deep water 一 
tidal 一 
fundamental 一 
disturbance 一 
Tollmien — Schlichting— 

wave pocket 

wave mode 

wave length 

wave number 

wave speed 

wave Íront 

line 
stream ~ 
path~ 
time~ 
streak~ 
vortex~ 
Fanno~ 
Rayleigh~ 

surface 
free~ 
control~ 
vortex— 
stream— 

point of inflextion 

potential 
velocity 一 
complex 一 | 
body force~ , 
Vector 一 

theorem 
Blasius 一 
Kelvin’ s~ 
Kutta — Joukowski 一 
vortex strength consevation ~ 
transport ~ 
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转换 transformation 
拉 普 拉 斯 一 Laplace 一 
颂 可 夫 斯 基 一 Joukowski 一 
施 瓦 茨 一 克里斯托弗 尔 一 Schwarz — Christoffel 一 
相似 性 一 similarity 一 
付 氏 一 Fourier 一 
孤立 子 soliton 
放大 amplification 
共振 一 resonant 一 
参数 parameter 
形状 一 shape 一 
相似 性 一 similarity 一 
摄 动 一 perturbation~ 
函数 function 
调和 一 harmonic~ 
误差 一 error 一 
流 一 stream ~ 
正 压 一 barotropic 一 
耗 散 一 dissipative 一 
流量 一 flow— 
斯 托 克 斯 流 一 Stokes stream 一 
态 一 state 一 
谱 一 spectrum 一 
联合 概率 分 布 一 joint — probability distribution 一 
ЖК towing tank 
FA singularity 
表面 张力 surface tension 
质点 轨迹 particle path 
质量 mass 
附加 (或 虚 ) 一 added(or virtual) 一 
质量 中 心 center of mass 
质量 守恒 conservation of mass ` 
周期 period 
际 标准 大 气 international standard atmasphere 
直升机 helicopter 
空 化 cavitation 
空 化 核 cavitation nuclei 
空 泡 cavity 


жи 
MJ ~ 
应 变 率 一 
各 向 同性 一 
修正 伯 努 利 积分 
点 

H~ 
镜像 一 
分 离 一 
厚度 

名 义 一 
位 移 一 
动量 ~ 
浓度 一 
145 — 
类 比 
雷诺 一 
奇 尔 顿 一 科 尔 伯 恩 ~ 
相似 性 
动力 一 
几何 一 
运动 一 
热 一 
结合 
测速 计 
热线 一 
RE~ 
图 象 识别 
虹吸 管 
酒水 器 
转子 


(D 中 英文 术语 对 照 表 


bucket 

equation of state 

law 
Archimedes 一 
Darcy 一 


tensor 
stress— 
strain rate— 
isotropic 一 
modified Bernoulli integral 
point 
stagnation— 
image— 
separation— 
thickness 
nominal— 
displacement — 
momentum— 
concentration 一 
enthalpy 一 
analogy 
Reynolds 一 
Chilton – Colburn~ 
similarity 
dynamic~ 
geometric~ 
kinematic~ 
thermal~ 
binding › 
anemometer 
hot — wire— 
hot — film~ 
pattern recognization 
siphon 
sprinkler 


rotor 
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R pump 
射流 一 jet 一 
标准 偏差 standard deviation 
浓度 concentration 
质量 一 mass 一 
摩尔 一 molar 一 
定 倾 中 心 metacenter 
相似 性 理论 theory of similarity 
相互 作用 interaction 
波 一 涡 一 wave — vortex ~ 
波 一 波 一 wave — wave 一 
#*—-йй-— wave 一 current 一 
波 - 风 一 wave 一 wind 一 
ў – М — wave 一 structure 一 
十 画 
浮力 buoyancy 
流体 fluid 
牛顿 一 Newtonian 一 
非 牛顿 ~ поп — Newtonian 一 
均 质 一 homogeneous 一 
非 均 质 一 heterogeneous 一 
正 压 一 barotropic 一 
ВЕ ~ baroclinic— 
粘性 一 Viscous 一 
无 粘性 一 inviscid 一 
可 压缩 一 compressible 一 
不 可 压缩 ~ incompressible— 
宾 厄 姆 塑性 一 Bingham plastic 一 
拟 塑 性 一 pseudo plastic 一 
膨胀 一 dilatant ~ Я 
触 变性 一 thixotropic 一 
触 稠 性 一 rheopectic— 
粘 弹性 一 visco — elastic~ 
生物 一 bio 一 
жий ~ Maxwell~ 
流动 flow 
层 流 一 laminar 一 


(D 中 英文 术语 对 照 表 sai 


m~ turbulent ~ 

定常 一 steady 一 

非 定 常 一 non 一 steady 一 
粘性 一 Viscous 一 

无 粘性 一 inviscid~ 

可 压缩 一 compressible 一 

不 可 压缩 一 incompressible 一 
有 旋 一 rotational 一 

0 ~ irrotational ~ 

亚 声 速 一 subsonic ~ 

声速 一 | sonic 一 

超声 速 一 supersonic— 

亚 临界 一 subcritical~ 
超 临界 一 supercritical ~ 
临界 一 critical 一 

等 温 一 isothermal 一 

аР ~ isentropic 一 

SIR ~ homentropic~ 
绝热 一 adiabatic 一 

势 一 potential — 

一 维 一 one dimensional 一 
二 维 一 two dimensional 一 
=#— three dimensional~ 
平面 一 plane 一 

边界 层 一 boundary layer~ 
管 一 pipe 一 

HR ~ open channel~ 
斯 托 克 斯 一 Stokes 一 

奥 森 一 Oseei= 

йз — Creeping 一 

滑 移 一 slip~ А 
轴 向 一 axial 一 

径 向 一 radial 一 

轴 对 称 一 axisymmetric 一 Е 
剪 切 一 shear 一 

低 雷 诺 数 一 low Reynolds number ~ 
混合 一 mixed 一 


密度 一 density 一 
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均匀 一 uniform 一 
非 均匀 一 non — uniform ~ 
В їй ~ {тее turbulent 一 
射流 一 jet 一 
尾 流 一 wake 一 
多 相 流 一 multi — phase 一 
非 牛 顿 流 一 non 一 Newtonian 一 
二 次 流 一 secondary 一 
99 И — turbulent shear~ 
ЕЯ tsunamis 
调制 modulation 
流 型 flow pattern 
流量 flowrate 
体积 ~ volumetric 一 
质量 一 mass 一 
摩尔 一 mole 一 
热 一 heat 一 
涡轮 机 turbine 
冲击 式 一 impulse 一 
反作用 式 一 reaction ~ 
热力 学 第 一 定律 first law of thermodynamics 
热力 学 第 二 定律 second law of thermodynamics 
N eddy 
涡 丝 vortex filament 
旋涡 脱落 vortex shedding 
m vortex sheet 
涡 对 vortex pair 
涡 街 vortex street 
涡 强 度 vortex strength 
RE vortex tube | 
涡 量 vorticity 
同 号 ~ like ~ signed 一 
蜡 号 一 opposite — signed 一 
涡 源 vortex source Е 
涡 汇 vortex sink 
阀门 valve 
速度 velocity 
复 一 complex 一 


动量 一 


流动 显示 
流量 ( 动 ) 堵 塞 
流体 机 械 
流体 力学 
计算 一 
实验 一 
天 体 物 理 一 
地 球 物理 一 
环境 ~ 
物理 化 学 一 
生物 一 
多 相 一 


(D 中 英文 术语 对 照 表 


carrier 一 
induced 一 
group 一 
friction 一 
diffusion 一 
phase 一 
mass — average 一 
molar 一 average 一 
terminal 一 

velocity circulation 

integral relation 
momentum 一 
energy 一 
ке 

energy 
internal 一 
kinetic 一 
potential 一 
mechanical 一 
Storage 一 
turbulent 一 

conservation of energy 

equation of energy 

fluid particle 

streak 

streamwise vortex 

flow visualization 

flow choke 

fluid machinery 

fluid mechanics 
computational ~ F 
experimental ~ 
astrophysical— ` 
geophysical~ 
enviromental~ 
physicochemical ~ 
bio~ 
multiphase— 


43. 


44. 


й— 

非 牛顿 ~ 

流体 稳定 性 理论 
流量 计 

文 丘 里 一 

ЖАА ~ 

转子 ~ 
流体 机 械 中 的 流体 力学 
涡轮 机 械 
原 动 机 


ЕЕ ~ 
氧化 剂 
航空 飞行 器 
酒精 
振幅 
效率 
涡 旋 

自由 一 

ЗЭВ ~ 

兰 金 组 合 一 
热传导 率 
射流 

层 流 一 

mi~ 

平面 ~ 

圆 一 
剖面 

速度 一 

压强 一 

温度 一 

浓度 一 
准确 定 (的 ) 


十 一 画 


推进 ,发 动机 


f k 


magneto 一 一 


non 一 Newtonian 一 


theory of hydrodynamic stability 


flowmeter 
Venturi 一 
thin 一 plate orifice 一 


tota 一 


mechanics of fiow in fluid machinery 


turbo — machinery 
primary mover 
heat 
heat conduction 
characteristics 
oscillation 
harmonic— 
oxidizer 
aircraft 
alcohol 
amplitude 
efficiency 
vortex 
free 一 
forced 一 
Rankine combined 一 
thermal conductivity 
jet 
laminar ~ 
turbulent~ 
plane~ 
circular ~ 
profile 
velocity~ М 
pressure~ 
temperature~ 
concentration 一 


quasi — deterministic 


propulsion 


(D 中 英文 术语 对 照 表 “415° 


喷气 一 jet 一 
火箭 一 rocket 一 
密度 density 
驻 点 一 stagnation 一 
临界 一 critical ~ 
粘度 Viscocity 
运动 一 kinemetic 一 
动力 一 dynamic 一 
粘性 长 度 viscous length 
推力 thrust 
理论 i theory 
HL wing 一 
边界 层 一 boundary — layer 一 
AHR ~ lifting line~ 
线性 化 一 linearized 一 
准 定常 一 quasi — steady 一 
质量 扩散 一 mass diffusion 一 
混合 长 一 | mixing — length 一 
互 干扰 边界 层 一 interacting boundary — layer 一 
多 层 边 界 层 一 multiple — deck boundary — layer ~ 
三 层 边界 层 一 triple — deck boundary — layer 一 
动力 系统 一 dynamical systems 一 
旋转 rotation 
BRF doublet 
控制 体 ( 积 ) control volume 
斜 压 性 baroclinicity 
液体 liquid 
液体 比重 计 hydrometer 
梯度 gradient 
压强 一 Pressure 一 
速度 一 velocity 一 
温度 一 temperature 一 
浓度 一 concentration~ ` 
N enthalpy 
脱 体 detachment 
渗透 permeate 
渗流 力学 mechanics of porous flow 


粗糙 度 roughness 


э WS 
HARR ~ 
流量 一 

喷射 

ЖТ 

劳 伦 特级 数 

量 级 

涨 落 
Ж ~ 


mixing 
mixing length 
mixture 
binary— 
chaos 
receptivity 
harmonic 
sub— 
quasi — sub— 
inertial center 
burst 
sweep 


sweep movement 


description 
Eulerian— 
Lagrangian 一 
channel 
weir 
broad ~ crested~ 
sharp — crested— 
triangular— 
jet 
pujse 一 
turbo 一 
nozzle 
converging 一 
diverging 一 
NI dwergog~ 
Laval~ ; 


flow— 


, 


eJection 

roller 

Laurent series 

order oÍ magnitude 

fluctuation 
pressure~ 


速度 一 
温度 一 
密度 一 
浓度 一 
温度 
驻 点 一 
临界 一 
超越 
等 离子 加 工 
飓风 
量子 力学 
їйї 
自由 一 
RE — 
均匀 一 
各 向 同性 一 
各 向 异性 一 
йй fÉ: 
їй 57 86 
о АХ 
a W бй) 
a WL W ВА ЕРА 
14 90 
u W. BE 
a Wu ke 
Е Элу JJ 
їй ЖР; 
W WU r El 
йй ЖЕ 


十 三 画 
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velocity— 

temperature— 

density— 

concentration— 
temperature 

stagnation— 

critical ~ 
overtake 
plasma processing 
hurricane 
quantum mechanics 
turbulence 

free— 

wall— 

homogeneous— 

isotropic 一 

nonisotropic~ 
energy of turbulence 
kinetic energy of turbulence 
turbulent dissipation 
intensity of turbulence 
turbulent Prandtl number 
turbulent core 
turbulent spot 
turbulent plug 
turbulent shear stress 
theory of turbulence 
modelling theory of. turbulence 
statistical theory of turbulence 


source 
spectrum 
energy 一 
wave 一 
spectrum density 
breakdown 


divergence 


溶剂 
解 ( 答 ) 
相似 性 一 
分 析 一 
数值 一 


十 四 画 


稳定 性 
时 间 一 
空间 一 
随 体 导数 
临界 状态 
临界 雷诺 数 
漏斗 


雷诺 应 力 一 
二 级 一 
演化 
模拟 

KA~ 
直接 数值 ~ 
数值 实验 
随机 化 


f Ж 


frequency 

input 

output 

transport property 

transport 

radiation 

spillway 

nappe 

blower 

solute 

solvent 

solution 
similarity 一 
analytic 一 


numerical 一 


stability 
time 一 
spatial 一 
material derivative 
critical state 
critical Reynolds number 
hopper 
model 
zero — equation~ 
one — equation— 
two 一 equation 一 ， 
K-e~ 
Reynolds stress— ; 
second — order— (or closure) 
evolution 
simulation 
large eddy— 
direct numerical ~ 
numerical experiment 


randomization 


(J) 中 英文 人 名 对 照 表 


十 五 画 
RITER Reimann invariable 
й entropy 
摩擦 ( 力 ) friction 
表面 (或 壁 ) 一 skin(or wall) 一 
十 六 画 
激 波 shock wave 
E~ normal~ 
ШШ г< : oblique— 
激 波 强度 shock strength 
激 波 管 shock tube 
激 波 绝热 曲线 shock heat ~ isolated curve 
燃料 fuel 
横 截面 cross section 
壁 剪 应力 wall shear stress 
激光 -多 普 勒 速度 计 laser — doppler velocimeter 
壁 区 wall region 
十 七 画 
Ж airfoil 
螺旋 桨 propeller 
十 九 画 
爆炸 explosion 
地 下 一 undergroud 一 
水 下 一 under water 一 
空中 一 explosion in air: 
(J) 中 英文 人 名 对 照 表 
= 8 
马赫 ,E. Mach, E. 
马赫 ,L. Mach, L. 


马 格 纳 斯 Magnus, G. 
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马 雷 
马里 奥 特 


四 画 


nA 
贝 利安 尼 
巴 纳 比 
巴里 

巴 什 福 思 
Fe 
贝克 曼 
да 
贝 塞 尔 
贝尔 特 
丹尼斯 
邓 伍 迪 
EE B 
S 功 
开尔文 
牛顿 

乌 巴 尔 德 
乌 尔 里 奇 
XEM 
韦伯 

韦 纳 姆 
韦 应 物 
扎 巴 斯 基 
五 画 
布 拉 修 斯 
布 伦 克 
FENH 
布 罗 德 基 
布朗 
布 泽 曼 
+ 
Е: 
卡 斯 劳 
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Магеу, Е, ]. 
Mariotte, E. 


Bailey, F. 
Baliani, G. G. B. 
Barnaby, S. W. 
Barry, M. D. J. 
Bashforth, R. F. 
Bazin, H. E. 
Beckman, W. 
Benard, H. 
Bessel, F. W. 
Boelter, L. M. K. 
Dennis, S. R. C. 
Dunwoody, J. 
Earnshaw, S. 
Imai, I. 

Kelvin, T. W. 
Newton, I. 
Ubald, G 
Ulrich, A. 
Venturie, G. B. 
Weber, M. 
Wenham, F. H. 


Zabusky, N. J. 


Blasius, H. 
Blenk, H. 
Boussinesq, J. V. 
Brodkey, R. S. 
Browne, A. D. 
Busemann, A. 
Calladon, J. D. 
Cardano, H. 
Carslaw, H. S. 


卡 斯 特 里 
卡 普 雷 金 
弗 罗 姆 
弗 劳 德 
加 德 纳 
卡 恰 诺 夫 
卡门 
兰 姆 
兰 彻 斯 特 
刘易斯 
尼 科 尔 森 
RENEE 
皮 托 
兰 金 

史 米 斯 
弗 里 斯 


六 画 


ш 
亚 里 斯 多 德 
毕 岗 

毕 奥 
AA 
达 西 
AF 

迪 尼 曼 

多 普 勒 
Ж 

吉 福 德 
吉尔 米 尼 
AIER 
FTR 
乔丹 纳 斯 
B в 
JK 
列 勃 钦 斯 基 
西 贝克 
托 玛 


(J) 中 英文 人 名 对 照 表 
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Castelli, В. 
Chaplygin, C. А. 
Fromm, J. E. 
Froude, W. 
Gardner, C. S. 
Kachanov, Y. S. 
Karman, T. von 
Lamb, H. 
Lanchester, F. W. 
Lewis, W. K. 
Nicholson, W. 


‚ Nikuratse, J. 


Pitot, H. 
Rankine, W. J. M. 
Smith, A. M. O. 
Vires, G. de 


Airy, G. B. 
Aristotle, 


Biot, J. B. 
d'Alembert, J. R. 
Darcy, H. P. G. 
da Vinci, L. 
Dienemann, W. 
Doppler, C. 
Eyring, H. 
Gifford, F. A. | 
Guillelmini 
Helmoltz, Н. L. Е. уоп 
Jordinson, R. 
Jordanus, de N. | 
Lussac, J. L. С | 
Mayer, J. R. 
Rybczynski, W. 
Seebeck, T. J. 
Thoma, D. 
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托马斯 Thomas, А. S. W. 
汤普森 ,B. Thompson，B 
汤普森 ,B. C. R. Thompson, B. C. R. 
汤姆 森 ,J. Thomson, J. 
汤姆 森 W Thomson, W. 

托 康利 Toconley, R. 

托 尔 明 Tollmien, W. 
18) Topler, А. J. І. 
托 里 拆 里 Torricelli, E. 

ЖЖ Ж А Тольстых, А. №. 
汤 森 Townsend, А. А. 
廷 德尔 Tyndall, J. 

宇文 凯 

朱 考 斯 卡 斯 Zukauskas, A. 
七 画 

阿 克 瑞 特 Ackeret, J. 

ШИ И Appell, P- É 

阿 基 米 德 Archimedes 

伯 努 利 ,D. Bernoulli, D. 

伯 努 利 Ј. Bemoulli J. 

(А Вегі, С. 

AANB TE ру Ял Bjerknes, V. 

кй Canton, J. 
克里斯托弗 尔 Christoffel, E. B. 
克拉 伯 龙 Clapeyron, В. К. E. 
克拉 特 Clutler, D. W. 

库 埃 特 Couette, M. j 
克 雷 克 Craik, A. D. D. ` 
ж 8 Didion | 
迪 塔 斯 Dittus, F. W. ; 
杜 布 阿 特 Dubuat, P. L. G. ` 
н | 
伽利略 СаШео, С. 

ЖИН Herbert, Т. 

希 罗 Hero of Alexandria 
克 莱 巴 诺 夫 Klebanoff, Р. S. 


兰 Kline, S. J. 


克 里 席 纳 亚 
克 重 斯 卡尔 
еж 
ЕЕ: 
李冰 


雨 果 尼 奥 特 
耶 格 尔 

金 

rb BH H 
拉 普 拉 斯 
拉 伐 尔 

拉 瓦 锡 
林家 的 
罗 蒙 诺 索 夫 
努 塞 尔 

帕 森 斯 
帕斯卡 

ШЕ ДЕ Ж н 
佩 克 里 


(J) 中 英文 人 名 对 腿 表 


Krishnayar, N. C. 
Kruskal, M. D. 
Kutta, W. M. 
Needham, J. 


Li, H. 

Liebers, L. 

Maccoll, J. W. 
Navier, C. L. M. H. 
Schott, K. 

Shen, S. E. 


Sheridan, R. E. 
Whitehead, A. V. 


Macagno, E. O. 


Bohlen, T. 

Boyle, R. 

Chilton, T. H. 
Chow, P. Y. 
Euler, L. 

Faraday, M. 
Hugoniot, P. H. 
Jaeger, J. C. 

Kim, J. 

Lagrange, J. L. 
Laplace, P. S. 
Laval, C. G. P. de 
Lavoisier, A. L. ; 
Lin, C. C. 
Lomonosov, M. V. 
Nusselt, W. 
Parsons, C. A. 
Pascal, B. 
Pasquill, F. 

Peclet, J. C. E. 


Й 
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MEJE Perier, 

AKER Pohlhausen, K. 
AR Poiseuille, J. L. M. 
泊 松 Poisson, S. D. 

罗 宾 斯 Robins，B. 

罗斯 比 КоззЬу, С. С. 

拉 塞 尔 Russell, J. S. 

舍 伍 德 Sherwood, T. K. 
范 德 瓦 尔 斯 Van дег Waals, ]. D. 
范 德 律 斯 特 Van Driest, E. R. 
范 宁 А Fanning, J. Т. 
郑玄 

郑 国 

九 画 

柯 西 Cauchy, А. L. 

张 Chang, P. 

查 普 曼 Chapman, S. 

科 尔 伯 恩 Colburn, A. Р. 

科 尔 布鲁克 Colebrook, C. F. 
科 尔 奥 利 Coriolis, G. G. 
PHE Corrsin, S. 

险 达 玛 Hadamard, J. S. 

哈 根 Hagen, G. H. L. 
哈 根 巴赫 Hagenbach, E. 

ША Harvey, W. 

胡 克 Hooke, R. 

科 帕 尔 Kopal, Z. 

ВК Korteweg, D. J. 

科 瓦 斯 内 Kovasznay, L. S. С. 
KER Lorentz, H. A. Е 
珀 金 斯 Perkins 

HERE Schlichting, H. 

施 米 特 Schmitt, E. 

ра Schubauer, С. В. 
ЖЕЖ Schwarz, Н. А. 
ЕЕ Stewarton, К. 


RRE Wilke, C. R. 


(J) 中 英文 人 名 对 照 表 . 425 > 
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十 画 

特 斯 贝斯 Ctesibius 

RER Eckert, E. R. G. 
恩 贝 多 克利 Empedocles 

恩 斯 科 格 Enskog, D. 

爱 因 斯 坦 ,A. Einstein, A. 

爱 因 斯 坦 ,H. A. Finstein, H. A. 
AE 

格 斯 特 纳 Gerstner, F. J. von 
格 劳 尔 i Glauert, H. 

格 特 勒 Gortler, H. 

格 兰 维尔 Granville, Р. 5. 
hr r Ë Ж Grashof. F. 

格拉 斯 Grass, A. J. 

格林 Green, G. 
МЕЖ Grotzbach, С. 

格 里 凯 | Guericke, О. уоп 
郭 永 怀 Kuo, Y. H. 
郭 宗 昌 

ЖЖ Мош, Р. 

莫 尔 瓦 Moruau, L. В. В. С. de 
HER Morison, 

и Moullin, E. В. 

朗 斯 塔 德 勒 Runstadler, P. W. 
诺 伊 曼 Neumann, F. 
ЖАЛ Saussure, Н. В. de 
泰勒 Taylor, ]. 1. 

# J Taylor, G. I. | 
桑 尼 克 罗 夫 特 Thornycroft, S. J. 
特 普 勤 Topler, A. ; 
钱学森 Tsien, H. S. 

特 纳 Turner, Н. 

WR g 

机 斯 特 森 Justesen, P. 

十 一 画 


ЗЕ тє Fick, А. Е. 
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ЖАТЫ Kistler, A. L. 
莱 布 尼 兹 Leibniz, G. W. F. 
莱特 希 尔 Lighthill, M. J. 
梅 尔 森 斯 Melsens, H. 

梅 西 特 Messiter, A. F. 
密 立 根 Millikan, R. A. 
ж Noh, W. Е. 
ДЕР Philo of Byzantium 
菲利普 斯 Phillips, Н. 

萨 拜 因 Sabine, E. 

萨 里 克 rc, W. S. 
萨 瓦尔 Savart, F. 

萨 默 非 尔 德 Sommerfeld, A. 
== Sutherland, W. 
维 埃 耶 Vieille, Р. 

维特 鲁 维 斯 Vitruvius, P. M. 
维 维 安 尼 Viviani, V 

萨 卡 莫 托 Sakamoto, Н 

萨 普 卡 亚 Sarpkaya, T. 
十 二 画 

ЖЕҢЕ H 

道 尔 顿 Dalton, J. 

傅 里 叶 Fourier, J. B. 
葛 洪 

琼斯 Jeans, J. 

RE 

焦耳 Joule, J. P. 

惠 更 斯 Huygens, C. 

劳 弗 Laufer, J. 

鲁班 

奥 斯 特 Oersted, Н. C. 
ал Or, W. Ме. F. 
奥 斯 特 Orsted, J. C. 

奥 森 Oseen, C. W. 
奥 斯 特 拉 赫 Ostrach, S. 

普 朗 特 Prandtl, L. 


普 里 斯 特 利 Priestley, J. 


(J) 中 英文 人 名 对 照 表 -427 ° 


谢 里 登 Sheridan, R. E. 
FE S&humann, U. 

斯 坎 Skan, S. W. 

斯 克 莱 姆 斯 太 德 Skramstad, H. K. 
斯 莫 卢 乔 斯 基 Smoluchowski, M. (V) 
HER Squire, H. B. 

斯 坦 顿 Stanton, T. E. 

斯 蒂 文 Stevin, S. 

斯 图 尔 特 森 Stewartson, K. 
斯 托 克 斯 | Stokes, G. С. 

斯 特 劳 哈 尔 Strouhal, V. 

斯 特 姆 Sturm, J. C. F. 
十 三 画 

福 尔 克 纳 Falkner, V. M. 
ER Jenson, V. G. 

瑞 利 Rayleigh, L. 

E fF Reech, F. 

赖 夏 特 Reichardt, H. 
雷诺 ,O. Reynolds, O. 
雷诺 ,W. С. Reynolds, W. C. 
Ж/К Salcher, Р. 
+ 

管仲 I 

赫 希 非 尔 德 Hirschfelder, J. С. 
ЖШ Hutton. 

十 五 画 

德 律 斯 特 Driest，E. К. уоп, 
德 赖 登 Dryden, H. L. ò> 
德 沃 夏 克 Dvorak, V. 

黑子 

жж Riemann, В. 
十 六 画 

霍 尔 斯 坦 Holstein, H. 


EEH Howarth, L. 
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вах Joukowsky, N. Е. 
默 森 Merseme, M. 

+ + El 

戴 维 斯 Davis，R. 工 . 

戴 维 Davy, S. Н. 

#8 Moody L. Е. 


(K) 习题 答案 


第 一 章 
1.1 u=0 
btc -b-c 
PEETI RE TI EA 
‚б+с -1b £ 


Ay s 
12 () (о бо уп, 


(2) (а(1+2), (1+2)? ,c(1+¢°));(0,28,6c(1+t)) 
(3) у= сі2?,2= с›х° 


1.3 (1,3,2); (3,9,4) 


1.4 и=а(а+ 2) -4-4 
а а а 


1.5 (1) (0,-2ze 2, 3ze * ) | 
(2) (0,4ze 2 9ze “);(0,4ае #,9ае “) 
| 在 (zx,y,z)=(1,0,0) 时 ,为 (0,4e 2 ‚9де >) 

在 (a,5,c)=(1,0,0) 时 ,为 (0,4e 2 ,9e 5“) 
(3) 流 线 :z=1,y= 放 e (z 一 1)+1 


Ж :хл=1,у=е “,е=е “ 
y 


(K) 习题 答案 


1.6 


1.7 


1.8 


1.9 


. 429 · 


(4) divo =0, того =(0,3e 2, —2e 2: ) 


BR Z= r= Feyte 


0 -2е® - Зе" 
(5) 8= | -2 0 0 |, A= 
- Зе" 0 0 


(1) (= а)? у= сух = c 


z=acos М (b+ )sin kt + at 


у= аза ы + (b4 Z )oos м --® 


2 == ç 


(2) u = — aksin kt- k (b+ -Æ )ooskt +a 


v=akcos kt- k (b+ = )sink 
w=0 


(3) a, = — ak? cos ktk [b+ )sin в 


20 
Ё 
ay = — akèsin kt — (6+) ооз м 


а, =0 


(4) div о =0; roto = (0,0,2); RRT! 
ус; 


0 -k 0 
(5) S=0,A= k 0 0 
0 0 


u=- 2asin/2z + (а + 3Ь)соз/ 21 
v= -V2bsinV2t — (а + Ь)соз/21 
w=0 

а,=-2х a,=2(z=-—y) а, =0 


(1) 运动 定常 ;流体 不 可 压 ; 运 动 无 旋 . , 


о) 

(3) ху =1 у= ғ 

(1) (а +1)е,(а+1)е – 1,0) 
(2) (= +1,z+1,0) 

(3) div v =1,rot v = к, Ж, BE 


(4) №8 r=(a+1)é-1,y=(b-a-1)-t+(a+1)é,z=c 


430. 附 Ж 


流 线 y>=z-in(z+l)+cl,z=cz( 也 同 迹 线 ) 
1.10 (1) (y+ at, х + yt ,0),(2,2,0) 
(2) х2 - у = c) , z = с, 
经 (z,y,z)=(0,1,0) KRR, r -y =1,==0 
1=1 在 (zx,y,z)=(1,0,0) 质 点 迹 线 r -y =1,z=0 
(3) div v =0, rot v =0 


1.11 (1) E E de ET, 
(2) #%.хт=+1+(а—1)е,у=:—1+(Ь+1)е ',е=с 
流 线 :(zx 一 i)( 一 y+t)=c1,z=c2 
经 (x,y,z)= (0,1,0) 的 流 线 (z 一 t)( 一 y+t)=t(1-t),z=0 
1=1 在 (z,y,z)=(1,0,0) 的 质点 迹 线 z=t+1- 上 e ,y=t-1,z=0. 


(3) div v =0,rot v =0 
dr _ 740 _ ах dr_rd0_dz_ 


U бф O O Ve w% 


1.13 l, =— ,u| = Ü0,2, = 0 
流 线 同 迹 线 :06= ci,z=ca 

1.14 u, =0, v=, u, =0 
流 线 同 迹 线 :r= c1 ,z= c， 

115 (,-®)даб=су,е= 

` r )sin сү,®=с› 

1.16 S=0 Н roto = (0,8,6) 
2 


-3y,3x, -4:) = v 是 刚体 运动 . , 
1.17 74/25,89/25 | 


L otv x r=(0,4,3) х (х, у, х) = (4z 


0 0 brl. 


0 0 去 5(-2z) 
1.18 S= 1 А = “к: 
( Т 0 zey) Í 对 
称 0 称 0 


(K) 习题 答案 。431 ` 
== ы ИНО. у _ чы. 


1.20 о=а+:+(Ь+{?)зпг 


ЭЁ = 1+(b+ Ë )eos t+2tsint 
1.21 拉 氏 描述 时 p= zy= ч 0 ,为 不 可 压 . 
欧 拉 描述 时 Be D би оры. =0+ ху - уг=0, ЖЕЖ. 
1.22 Ө 
(2) p. = 
(3) 0=z20° f 
1.23 р.=(-2,5,10) 
1.24 р, (5,303) 
1.25 F= -二 (13y,2,0) 
1.26 $andA = 0 
L27 а= рзи [2E- pav v) div v = [2253 + е a] 
Вв = ри (иа Lav v) 
Pa=-p+2u( -4a o) 


Еле. K бт), 2(Кзіп, Өш) sakar 
Р? зіп 0 ƏR 30; JA 
+ RE 和 зт Гау o] 
ире + - div o] 


(92+ ЁзшйдА R 
“( 1 dv 19% att) 


9, 1 до E) 


Pu = Rsinĝ ða R 328 R 
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= „(-1.9%в ии) 
ЫЛ ЕЛЕ: R 


1.28 7 z 
Ж т] 
2 
УНЕ: pr = AA ә) 1 
ri 
3 pv 
1.29 prr |R-。 bts соз 0 
3 
pelr- = усп 0 
1.30 p, =0.0221 
py = 0.012 
р. = 0.01 
第 二 章 
2.1 RÆ ,1.924X10*Pa 


2.6 


2.8 
2.9 


2.10 
2.11 
2.12 
2.13 
2.14 
2.16 


(1) (а) B, (b) 可 ; (2) (a) T, (b) # 

_ а di а 
р=®|өзев(1-) ок р) | 
be- = (2 1) 4+ ова 
1.96m/s ,向 左 


4.969x104N ,窗口 中心 以 下 斜 距 0.96cm 处 
水 平 (1.013x 10 n + 4922 )N/m( 向 右 ), 竖 直 0; 
KÆ 1.678 х 10* N/m HÆ ), ЕЁ 9.621N/m( m F ) 
水 平 15.7kN( 向 右 ), 竖 直 33.6kN( 向 下 ) 
7.01N:m 
19. 6cm 
1.11 委 比重 委 1.39 
0.816N,!Z Ë [n] F ,通过 圆锥 轴线 
Apl po = 4.33% ‚Ар! po =2.24% 


第 三 章 


3.1 


(1) n: vdA 
(2) -|m < vdAAt 


D Dr v 
(pea pieza 


(K) 习题 答案 • 433 · 


re 


3.2 


3.3 


3.4 
3.5 


3.6 


3.7 
3.8 
3.9 


3.11 


3.15 


3.17 


до | 19(pro.) lpw) lpo) _ 
(1) Ey r ðr + PET + дх =0 


ә 1 Ə(oR2 vg) 1 2(osinĝv) 9(ољ) 
2) 02 0н 1 psinbvwe) 1 Ion)_ 
OT HR е Hie sü 


(3) 30 1 K + Ahan) , (ња) -0 
t Iq 9g3 


hih2hs да, 


(1) о = 0, =0), др + 1 9(ото,) o 
ðt r дт j 


=u =0, 20+ 1 2RR) _ 
(2) ъ= vw =0, ы о St. 


-0 204 1 |Ə(ero,.) . Ə(ero,) ] _ 
O) ано, + L 222) ago] -0 


(4) vr =0 ae+_ 1 Ə(esin бо), 1__д(ош) i) ыу. 


' Rsnó 39 Еа дА 
ад наброр. ОИ УЕ 
S S s s ил s À 


_ 2e 1 9(pR’ vr) 1 Ə(gw%)_ 
ллы шы 0 
E 


满 
| Ldr + | ov пал = 0 


55.2 а(һ+ 07+ [00+ 0)]=0 


туе = po abc ,证 略 
满足 
满足 2 维 不 可 压 连续 方程 


4f. p(r,t)dr +$. обо c). n" аА = 0 
Яно 为 S$” 上 的 质点 速度 (z ВР), с 为 S$”( 控 制 面 ) 的 速度 . 
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第 四 章 

4.1 (a) 20.22 m/s (b) 6.065 kg/s 
4.2 A е 

4.8 0.5m/s 

- Q, 

4.11 (a) 85N:m (b) 431N 


4.12 1.96% 
4.13 34.3N 


4.14 W = W+ + Q, + — = eQ; 


4.9 1002, 


СЕНО СОМЕН 
plv- о) 
1 


7) — о 
+2 1 


2v 


4.15 (a) Q, = 


(b) e= 


(с) Fo, 
4.16 3.47kN 
4.17 每 单位 宽度 阻力 = F/W=54.1N/m 
4.18 R, = -136kN( 向 左 ),R, = -639N 
4.19 (а) 70.53 (向 右 ), (b) 0=45°,F,=0 
4.20 у, =0.543m, hp =0. 944m 
4.21 В. = -(pbi = р»)! 


У 


R = - g [vA sin 26, — ол, sin 20 | 


1 


R= [0-р ++ р (од, sin 20, — vå , sn26y2 | 


4.22 Q, =0.424m° /5, F, =4.05kN 
4.23 H,=1.76m, F, =24.46N 
4.24 R,= -Q,;u ,R,=0 , 


4.25 T=21.25kN, $? =14.875m|ë 


„А, 
4.26 w= [+Ë jn 一 所 一 
Mo 


ту — mt 


4.27 (a) T=0.016 IN-m 
(b) 0 = 57.7rpm 
(с) А = 1720m° 


(K) 习题 答案 435. 


4.28 о, =8.88m/s, R, = —25.7kN 
Fam = — 12. 89kN, 8+ — 12. 89kN 


第 五 章 


5.1 (1) OSER Y t Мы Жо 
x? +y —2&'1п zy=cl， 
йж i 


y +z? —2х?1п yz= c. 
(2) ө=і+ј +; 


мат ? © 
С 
5.2 (бе - Z= cñ, r= DA- Ј=Г, 


5.6 #0<r<a Жо = Ок; r >а 内 无 旋 

5.7 о=2а, №1 (а? ~ а?) 

5.9 (1) 在 (1,2) 点 上 ,强度 8r 的 点 涡 ;u =4t,u=0 的 均匀 流 . 
(2)8r 

5.14 7r'sin20= 常 数 


5.16 V=— [| 
drla + y) ма? +(a + y) grr ма? + (а+ у) м2? +(а+у) 
Г ЖОН 
4т(а— y) үк а) 


Г 22 +(у- А)? 
5.17 V. ST }+и-® (эс = TEET 常数 


оГ? 
5.18 Vorti 


N 1 R 
5.19 ”以 水 平面 为 7 轴 , 在 +r>R。 区 域 ,z= 一 = 
_ m 2 
在 r<R。 УСЭ 
2 Г, 
5.20 500) 4 (p) 


2 
6.1 $=% Voos 0, p = рь +£ oV? (1—48? 0) 


6.4 不 是 无 旋 运 动 
6.6 ф=пу+(‹@ 


6.7 Уў= g Q= tB 
: 2 2 > 
6.8 对 于 轴 对 称 定常 流动 = 1192-1 (+90) рур 
or or pr\dr z ro 
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2 2 
=У x. шлу + = ___22у _ 
6.11 (1) 5_—:(2)ф=22 у y ;(3)ф 9 2—;(4)ф= CE 
6.13 了 =0,Q=2r 
2 
6.14 (1) W=ln z; (2)W=2iln z; л (4)W= -U (ze" -Se™) 
z 
озу сыы аы 
6.15 (1) 289 гну 1; (2) - тыз сурер 
2 
y +2 = 
6.16 (0 ж о" = 1;(2) = = 
-, -1 Q Q 
6.19 p|, = b= 58 (у„+@-) 
__Q i а ЛЕТИЯ Е 
6.20 (1) = =5=7—,6.=05 (2) r= Va nð’ 
in 0 | 1 in 20 зіп 
(3) V, = V. [cos 0- SB ),V,= – Vesin Ө;р= p< *— “ла j) 
6.21 к, = + +40, =0 У. y- z arctan 725 z770 
ВСУ dF(z) _ 
6.24 去 | ТА де = v. (2 а) 
2 r (х= zo0)(a’ — zzo) 
` = оо + + PERE T A 
6.25 W=V (= a 2ni  (z— х0) (а — zzo) 
2 2_ 2\217 2 2 
6.26 ге & =2rosingu ， P-V, a rota) 
ro ro 
-Q w О. 2(222 — z0 z0) 
27 W = >In( Z 一 zaha T: ысу 
6.2 nlg- zile- 25), dz” 7 (ы зант 2) 
М, іа 1 М, іа 1 
6.28 W= зе (р) б (z) 
-Q | г*(а* — Ь* )ѕіп 40 | 
62950 In s | = г (a° + bt )соз4@ + а“ Б* 
6.31 w=Em( 2) 
тї 2 — 80 
6.32 ur Va "t+ О,ик=-— Vo = о 0 
2 
Ma s. РЕ z) G, 1 Pr 
6.33 W= 志 Vo [e*( k НЕ (222). Z=]. 
(c=V а? – b2),F=0 
.b(R- / R – b2)—- b° 
+ TB +6)| eA 
6.34 W= 8.6 Г т ЕЕЕ Вр 
(z+ 22 = 62) -108- м R -b ) 


6.35 


Ww 


V. V z + ° 


(K) 习题 答案 437. 


6.37 (2) b= ре ++ Ve 


8) p=p+ v17 gy wG 3] 


=Й 


2пі ҮЛ 


ži 
6.38 (a) (эһ 22) (b) (к hO Vaz +t Маһ х2 
i 


Voh 2 nZ 2 жі 
6.39 (a) СЕЕ 


2r 
(b) £| == ch T ) (en ZE ат) 
h h 
(c) - (5а ®®-сһ^@) 
_ А -22w _ 2r 
6.40 z= [e 9“ ту) 
_ h -上 = 
6.41 = Vetz =- (arcosht + t -1) 
6.42 w =Z, =- (алов + arccos + ) 
Va 
a [z 2) 1 
6.43 у hm МВ суу: у= 
Ë (= }+1 “| 
h| gn у 
6.44 psoe PERE (r RORE, АВНЕ ААВ сњ) 


p= рь + РУ) (оо 0- 5) +21 2. аап do 


4/2 pb 
6.45 3 3 az (a 1) 
6.46 лл ы 
b? Vicos a — а "tn 
— 

a 


= + 
Р, ы R 206 а), R 
b? Vosin a a? 
= 一 一 一 一 一 -一 + —5 
Ран (оа) 


1 2_Q zta z-a 5 TZ 
6.47 (0 + V< 2 =] 0, 卵 形 
(2) А V a° th = (x2 —а*)'[х. 


o _ 21(82-8 
6.48 y= TE LCR В) = (ŞE) 
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2 2 - 
6.50 (=n Ту + = 


6.51 SVi/8g 


dV. 
6.52 TG)= арг): Fe = м, $2, M, = 402 р, 
3 2 ағ’ 3 


D° 1 1 
6.53 у= yocos ot , o = ут GoD ть ger h) 


6.54 ха? pVo (t) 

第 七 章 

7.1 A=14.04m,c=4.68m/s 

shk(z+d) 
shkd 


7.2 y=Aoc cos( kz — wt) 


ш= = SSsn[k(z + id)- wt] 


Brr? 了 T-4rz 22 
7.3 从 三 Z Ашу ‚с P 


7.4 p= -a+ 206 chk (z + d)sinkz 
ф = Ав в 
A 
р- 
(в) 


7.6 ф=а 4) оватсовбшг +a), ДФ кезе 


е“ cos( kz — wt ) 


7.7 ф= AJ (ir)chk(z + d)e “ 

7.8 IH k2ct(o,cthkd,cthkd, + pı) — kc? o> g (cthkd, + cthkd,) + д? (o> 
解 出 c, 即 为 波束 

7.9 %4 dy >œ Jl] cth kd,=1, 有 


glo- р) 


2_ F 
i ш k(p2cthkd1 + ру) 


02 + о ; 
z = -%:5#=0 


其 中 p, = po- ой ,o 一 一 表面 张力 系数 
ф= Ae” cos( hz — wt ) 


-p01)=0 


(K) 习题 答案 - 439 - 


7.20 


动能 "о ga? А + рва? 


势能 отвага ++ рава? 


2 
t= аны t) 


第 八 章 


8.7 


ОГУ gh°= р. (НІА, pilo V gh) 
Н[һ = f,(V. | gh,oVo hlp) 
可 以 有 许多 种 等 价 形式 

О, 正比 于 at Apl (pL) 

Ох: Um =0.201, Fy :Fx =19.8 


取 分 界面 为 >= 0, 有 u =y (y+ аһ), 
AU + -L U 
a y ieee 


u= U[1-exp(U,ylv)], 8 =46.05/Re 


U2 


и 73а 42 A Q — 2h sin a 
у h 2\h Б 3y ` 2 


_ 3 _ gh’sin a 


и Tw = sina 
2 VFS Зу , pgh , 


Р = ро + og(h — y)cos a,y 垂直 板 面 向 上 


«= (апа 22) 1-02) ] 


2 2 2 2 

_ wri r3 _ _4nywirir? 
та 7 а == 
77 ғ] 


И max 


K? +1__ 45? 
K?’ -1 (К?-1)° 


22 
171 


Р = Рі =: 2 
и =0.646Pa°s 


In K | ， 


In( rÍ r; 


Z ) _ 2ruU 
S Ое е 


Ие (Е -r)- (r -| 
[和] 


‚440. 附 录 


_ _ 14р 26,2 一 r2—rt 
ижв dzrl’? n In(>;Ír1) 


8р 
2.0 
Tp б-т 
F. defa, 275] 
Е zdl 2. rori | 
2 2 del? In(rz 一 六 ) 
0.1205 


РАР +2ff =0;0= +a:f=0,0=0:f”=0 


8-5 
n=l М = – Smp? 
_ Q _ с 29 — cos 240 

r sin 2Фо — 2ф6 соз 290 


Gy 


p- ова. 


2 


r° sin 2Ффо 一 290cos 20 
D min = 0. 003 64cm 


aè 3Hi +2pe a 


Vry = 0522—75 - 25 ze 


ЕШ ЛЕНИ Дема 1 
Ue 外 = Тхе 4(pi+ pe an 


= SAt he Ke Ue 
Pr 0и.) r «в? 


2 
ЕБЕ ЧЕНЕ 7 
од = Uz“ Zz )eos 9 


¿š 21. 
Kusa 001-2) аа 0 
„2 LUfr _ _ 3 t 2, peU 
РЕ а = 1)es 0 2( uit He) a 
1+2 
Е=6бти, U, = 
pe 
Ган 
U. = 2280 = ва 
平衡 3 Pe pi 2u. +3щ 
F= -4xuU, , 


2_ ,2 2_12 
йҗ:и=®#——#-92 „—-® Ьар 
4 Ix 2u ду 


wm ч 


与 速度 势 (zx,y) = 一 二 


F= Зит 
2h’ 


в 64) 


Ap(z,y) 所 描述 的 二 维 无 旋 流动 的 速度 分 布 相同 


(K) 习题 答案 441. 
8.31 当 w=0. Ww К = 4. 61, =0.217, За = =0.108 
ди + ди_ _ 19р, ди 
8.33 и 57 + ду и 25? 
(ит) д(и)_ 
az ay 
у=0,и=ъ=0 
у= %,и= U. (х) 
ðu ду 
8.34 Әл Т ду ТО 
ди ðu _ + I dU 
Har tay Ойл 
дш | дщ _ Pw 
u дт v ду у Jy 
y=0,u=v=w=0 
у= оц = U(x), ш = W(x) 
8.36 
二 让 К a NE Ha 
се ил Я х^ 
7 3.46 0.577. 0.289, 3.00 
29-7? 5.48 1.825 0.730 0.365 2.50 
57-10 4.64 1.740 066 0.33 2.70 
27-2р + т 5.83 1.752 0.685 0. 343 2.55 
зіл 95-7 4.79 1.741 0.655 0.327 2.66 
布 拉 修 斯 解 5 1.721 0.664 0.332 2.59 
8.37 
БУЗ ЕСЕ: -hz = 
Pr Re, 5 Nu, n 5 сй. 
空气 0.7 2.15<X10 3.37х10 2.23x10 
水 2.29 1.18х107 1.526х10 5.65х10^7 
水 银 0.0196 4.62х107 1.11x10 1.23x10-3 
ШЕ 546 1.08х10 7.32х10 1.34x10-5 
8.38 | 
ê. (m) ô (т) 
空气 3.98x10 * 4.38x10 ° 
水 2.99x10 1 4.16х107? 
水 银 1.06х10`* 
机 油 7.7x10 ° 


8.39 
(a) 8, =3.98x 10 °т 8, =6.38x10 m 
(b) qur = 9.96 х 102 W/m т, = 0.1942 N/m 
(c) D, =0.3913N 9. =1.98х10°% 


Еа du 
8.45 gf, dy = в (TO T.)ay- УЧУ |, 


аат Т.)у = 一 КДУ ua 


y=0 u=0 T= T, 
= (о) T = T.. 


, 


dé, о. Жр. 1 
8.47 2+ OH in 5 Á = L G. 


8.51 

(a) a=2 b=-1 

3 z sl 

(b) a= b A c > | 

(с) a=0 6= 方 c=0 d= 

(d) a=2 b=0 с=-2 d=1 
8.52 х=0.4ба 8n = 0.594, | А7 

Vo 

第 九 章 


z РЕ 
Ж жы дич 
9.3 0=-32 +97 ду 
= 77 
= 2р 2v 
0 ду Р ду 2 
гл ариг 
0= 一 6 25 


Uwm u TI+wvy _ 
9.5 бе 2 ЭТЕ | 


9.8 pr- ba =1.574х 10 Pa 


9.9 438.65J/kg,369.06J/kg; 用 平均 速度 算 的 值 约 低 16%. 层 流 中 用 平均 速度 算 的 值 则 低 
50%. 


(K) 习题 答案 


9.15 
9.16 
9.17 


9.18 
9.22 


9.23 
9.24 
9.25 


10.2 
10.5 


10.6 


10.9 
10.14 


п=6.6 
и” =4.5п/з, rw =24.3N/m 
G=48mm， Сь = 0.003 


Ham = 1.286, т, =0.029pu Re, `$ 


(а) 普 与 朱 Cn =0.003 1, 


(a) 8„=5Х10 т (b) х=1.5х10^*т (c) Cp =0.0036 


zá =9.2x10 m 


(a) zer =0.57m, (b) ze = 0.737m, (с) zcr =1.276m 


第 十 章 


ат = у КТ, ат«а 
po = 64.9N/m2 , ко 


; 全 
(EAR ARRIE) 


c= (zm) -1] 


С,(0) =0,С,(1) =1.28,С,(2) =2.44 


1.015 
(1) М=0.52, Q =26.22kg/s 


(2) рь = 158.53, Q =34.31kg/s 


(3) М=1,9 = 34. 316/5 
M, =0.24, р, =2.88 х 10° N/m? 


У, = 266п/ѕ, M, = 0.62 


(т) м (1 


ар рь: У =0 = 19р, райр 
0 


(1) 385. 71/5; (2) 336. 3m/s,12. юбь? ,662.2К 


0.0225 
298. 7m/s 
0.15,498K,2.26 x 10° N/m? 


. 443 · 


2 2. 
人 aaa s, 


Cai 一 Cao 
© Q -2rrDw (а) E 
n 
aC, l(b- ғ) + Сл, (7-а) 
г(Ь-а) 


а (Сл: Z Cao) вел; 
b-a 


11.4 (a) CA(r)= 


(b) Q, = 4xtDag 


sinh 


11.5 С, = SlA,sin Z пту 
a = А, y sinh SW 


т ЭЛ ЖОЛГО s ке tap]: 
其 中 常数 A, AA y= L Са = Ca 确定 , 即 A, = тауу), 


п= 1,2,3, 


11.8 C = == = DBX O С) cig] 


ор 
其 中 > = в, Ре, °“ R 


特征 函数 X OG) = X Ar” 


А.А, = - АЯА, = 1А, — А„-2] 
对 ”之 4 

C, 为 X;(1,C;)=0 的 特征 值 

B= 常数 = 一 


Gr ы 


11.10 Sh= 0 = 0.023 Ре" Sc"? 
АВ 


